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Capitulo 1

Introduccion

Este libro es una colecciéon de soluciones de ejercicios de légica de primer
orden (LPO) formalizadas con Lean que complementa el libro de Légica con
Lean y es continuacién del libro Ejercicios de l6gica proposicional con Lean.

Para cada uno de los ejercicios se formalizan las soluciones en distintos
estilos:

aplicativo usando tacticas con razonamiento hacia atras,

declarativo (o estructurado) con razonamiento hacia adelante,

funcional con términos del tipo especificado y

automatico.

Las demostraciones funcionales se obtienen mediante una sucesién de
transformaciones de una aplicativa (o declarativa) eliminando elementos no
esenciales.

Ademas, al final de cada ejercicio se encuentra un enlace al cédigo y otro
a una sesién de Lean en la Web que contiene la solucion del ejercicio.


https://leanprover-community.github.io/
https://github.com/jaalonso/Logica_con_Lean/raw/master/Logica_con_Lean.pdf
https://github.com/jaalonso/Logica_con_Lean/raw/master/Logica_con_Lean.pdf
https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/Ejercicios_de_LP_con_Lean.pdf

Capitulo 1. Introduccién




Capitulo 2

Ejercicios sobre cuantificadores

2.1. VX, PX— Q x I (vx, P xX) — (vVXx, Q x)

- Ejercicio 1. Demostrar
Vx, Px-0QxF (Vx, Px)-(VYx, Q x)

import tactic

variable {U : Type}
variables {P Q : U -> Prop}

- 12 demostracidn
example
(h : ¥V x, Px — Q x)
: (VW x, Px) — (V x, Q x) :=
begin
intros hl a,
exact (h a) (hl a),
end

- 22 demostracion
example
(h : ¥V x, Px — Q x)
: (Vx, Px) — (Vx, Qx) :=
A hl a, (ha) (hl a)

- 32 demostracion
example
(h : ¥V x, Px — Q x)
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(V x, P x) — (Vx, Qx)
assume hl : V x, P x,
show V x, Q x, from

assume a,

have h2 : P a — Q a,
from h a,

have h3 : P a,
from hl a,

show Q a,
from h2 h3

-- 42 demostracidn
example
(h : Vx, Px — Q x)
(V x, Px) — (Vx, Q x)
assume hl : V x, P x,
show V x, Q x, from

assume a,

have h2 : Pa — Q a,
from h a,

have h3 : P a,
from hl a,

h2 h3

-- 52 demostracion
example

(h : Vx, Px — Q x)

(V x, Px) — (Vx, Q x)

assume hl : V x, P x,
show V x, Q x, from

assume a,

(h a) (h1l a)

-- 62 demostracion
example
(h : Vx, Px — Q x)
(V x, Px) — (Vx, Q x)
assume hl : V x, P x,
Aa, (ha) (hl a)

-- 72 demostracidn
example
(h : Vx, Px — Q x)
(V x, Px) — (Vx, Q x)
A hl a, (ha) (hl a)



2.1. VX, Px— Q xF (Vx, P x) — (¥x, Q x)

-- 82 demostracioén
example
(h : Vx, Px —2Q
(V x, Px) = (V x, Qx) :=
-- by library search
forall imp h

X

-- 92 demostracion
example

(h : Vx, Px — Q x)
(V x, Px) — (Vx, Qx) :=
-- by hint
by tauto

-- 102 demostracién
example
(h : Vx, Px — Q x)
(V x, Px) — (Vx, Qx) :=
by finish

Enlaces al cédigo y a la sesidon en Lean Web.

2.1.1. I x, (P x)F—(VXx, P Xx)

Enlaces al cédigo y a la sesion en Lean Web.

-- Ejercicio 2. Demostrar
- - dx, =(P x) F —=(V x, P x)

import tactic

variable (U : Type)
variable (P : U -> Prop)

-- 12 demostracion

example
(h: 4 x, = (P x))
: (VY x, P x) :=
begin
intro hl,

cases h with a h2,
apply h2,


./src/2_LPO/Ejercicios/∀x,Px⟶Qx⊢(∀x,Px)⟶(∀x,Qx).lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/2_LPO/Ejercicios/∀x,Px⟶Qx⊢(∀x,Px)⟶(∀x,Qx).lean
./src/2_LPO/Ejercicios/∃x,¬(Px)⊢¬(∀x.Px).lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/2_LPO/Ejercicios/∃x,¬(Px)⊢¬(∀x.Px).lean
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exact hl a,
end

-- 22 demostracion

example
(h: 3 x, = (P x))
: 2 (V x, P x) :=
begin
intro hl,

cases h with a h2,
exact h2 (hl a),
end

-- 32 demostracion
example :
(3 x, (P x)) = —(V x, P x)
begin
rintro (a, h2) hil,
exact h2 (hl a),
end

-- 42 demostracion
example :

(4 x, = (P x)) = =(V x, P x)
A (@, h2) hl, h2 (hl a)

-- 52 demostracion

example
(h: 3 x, = (P x))
: (V x, Px) :=

assume hl : V x, P x,
exists.elim h
( assume a,
assume h2 : —(P a),
have h3 : P a,
from hl a,
show false,
from h2 h3 )

-- 62 demostracion

example
(h: 4 x, = (P x))
: = (V x, P x) :=

assume hl : V x, P x,
exists.elim h



2.2. VX,PXEVy, Py

( assume a,
assume h2 : —(P a),
h2 (hl a) )

-- 72 demostracion

example
(h: 4 x, = (P x))
: = (V x, P x) :=

assume hl : V x, P x,
exists.elim h
(AN a h2, h2 (h1l a) )

-- 82 demostracion

example
(h: 3 x, = (P x))
: o (V x, P x) :=

A hl, exists.elim h (A a h2, h2 (hl a) )

-- 92 demostracion

example
(h: 4 x, = (P x))
: (V x, Px) :=

-- by library search
not forall.mpr h

-- 102 demostracion

example
(h: 3 x, = (P x))
: (VY x, P x) :=
-- by hint
by tauto

-- 112 demostracion

example
(h: 4 x, = (P x))
: (VY x, P x) :=
by finish

2.2. VX,PxtHVYy, Py
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-- Ejercicio. Demostrar
-- Vx, PxFYy, Py

import tactic

variable {U : Type}
variable {P : U -> Prop}

-- 12 demostracién
example
(h : V x, P x)
:Vy, Py :=
begin
intro,
exact h vy,
end

Enlaces al cédigo y a la sesiéon en Lean Web.

2.3. VX, PX—-QxF (VX —(Q x)) — (VX, =(P X))

-- Ejercicio. Demostrar
-- Vx, Px—0QxF (vx, =(Qx)) — (Y x, =(P x))

import tactic

variable {U : Type}
variables {P Q : U -> Prop}

-- 12 demostracion
example

(h : ¥V x, Px — Q x)

(V x, =(Q x)) — (V x, =(P x)) :=

begin

intros hl a h2,

apply hl a,

apply h a,

exact h2,
end

Enlaces al cédigo y a la sesién en Lean Web.


./src/2_LPO/Ejercicios/∀x,Px⊢∀y,Py.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/2_LPO/Ejercicios/∀x,Px⊢∀y,Py.lean
./src/2_LPO/Ejercicios/∀x,Px→Qx⊢(∀ x,¬(Qx))→(∀ x,¬(Px)).lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/2_LPO/Ejercicios/∀x,Px→Qx⊢(∀ x,¬(Qx))→(∀ x,¬(Px)).lean

24. VX, PX—=-(Qx)F-=(3x,PxAQXx) 13

2.4. VX, Px—--(Qx)F (I x, PxAQX)

-- Ejercicio. Demostrar
- - VXx, Px— —=(Qx)F—-(3x, PxAAQ x)

import tactic

variable {U : Type}
variables {P Q : U -> Prop}

-- 12 demostracidn
example
(h : ¥V x, Px — —=(Q x))
: =(d x, Px AQx) :=
begin
intro hl,
cases hl with a h2,
apply h a,
{ exact h2.1, 1},
{ exact h2.2, },
end

-- 22 demostracion
example

(h : Vx, Px — —=(Q x))

: (3 x, Px A Qx) :=
begin

rintro (a,hl,h2),

apply h a,

assumption,

assumption,
end

Enlaces al cédigo y a la sesion en Lean Web.

2.5. Vyxy,Pxy+-rvYuv,Puv

-- Ejercicio. Demostrar
-- Vxy, PxykFYuv, Puv


./src/2_LPO/Ejercicios/∀x,Px→¬(Qx)⊢¬(∃x,Px∧Qx).lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/2_LPO/Ejercicios/∀x,Px→¬(Qx)⊢¬(∃x,Px∧Qx).lean
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import tactic

variable {U : Type}
variable {P : U — U — Prop}

-- 12 demostracidn
example
(h : Vxvy, Pxy)
:YVuv, Puv :=
begin
intros a b,
exact h a b,
end

-- 22 demostracion
example
(h : Vxvy, Pxy)
:YVuv, Puv :=
Aab, hab

-- 32 demostracion
example
(h : Vxvy, Pxy)
:Vuv, Puv :=
h

Enlaces al cédigo y a la sesidon en Lean Web.

2.6. ixy,Pxy+-3Jduv,Puyv

-- Ejercicio. Demostrar
-- dxy, PxytF3uv, Puv

import tactic

variable {U : Type}
variable {P : U — U — Prop}

-- 12 demostracidn
example
(h : 9 xvy, Pxy)


./src/2_LPO/Ejercicios/∀ x y, P x y ⊢ ∀ u v, P u v.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/2_LPO/Ejercicios/∀ x y, P x y ⊢ ∀ u v, P u v.lean

2.7. AX,VYy,PxyrVvVy, %X, Pxy
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: duv, Puv :=
begin
rcases h with (a,b,hl),
use [a,b],
exact hl,
end

Enlaces al cédigo y a la sesion en Lean Web.

2.7. dx,Vy,PxytrVy, dx,PXy

-- Ejercicio. Demostrar
-- dx, Vy, PxyEFVy, dx, Pxy

import tactic

variable {U : Type}
variable {P : U — U — Prop}

-- 12 demostracidn
example
(h : 9 x, Vy, Pxy)
: Vy, dx, Pxy :=
begin
intro b,
cases h with a hl,
use a,
exact hl b,
end

Enlaces al cédigo y a la sesidén en Lean Web.

2.8. IX,Pa—-QxrFPa— (Ix, QXx)

-- Ejercicio. Demostrar
- - dx, Pa—0Q0xFPa— (3 x, Q x)


./src/2_LPO/Ejercicios/∃ x y, P x y ⊢ ∃ u v. P u v.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/2_LPO/Ejercicios/∃ x y, P x y ⊢ ∃ u v. P u v.lean
./src/2_LPO/Ejercicios/∃ x, ∀ y, P x y ⊢ ∀y, ∃ x, P x y.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/2_LPO/Ejercicios/∃ x, ∀ y, P x y ⊢ ∀y, ∃ x, P x y.lean
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import tactic

variable (U : Type)
variable (a : U)
variables (P Q : U -> Prop)

-- 12 demostracidn
example
(h : 4 x, Pa— Q x)
:Pa — (dx, Q x) :=
begin
intro hl,
cases h with b h2,
use b,
apply h2,
exact hl,
end

Enlaces al cédigo y a la sesidon en Lean Web.

2.9. Pa—-(Ix, Qx)FIx,Pa—-QXx

-- Ejercicio. Demostrar

- - Pa— (Ix, Qx)F3x, Pa—0Qx

import tactic

variable (U : Type)
variable (a : U)
variables (P Q : U -> Prop)

-- 12 demostracion
example
(h : Pa— (dx, Qx))
:dx, Pa— Qx :=
begin
by cases hl : P a,
{ cases (h hl) with b h2,
use b,
intro,
exact h2, 1},


./src/2_LPO/Ejercicios/∃x, P a → Q x ⊢ P a → (∃ x, Q x).lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/2_LPO/Ejercicios/∃x, P a → Q x ⊢ P a → (∃ x, Q x).lean

2.10. Pa—-(3x,Qx)FIx,Pa—-Qx

{ use a, },
end

Enlaces al cédigo y a la sesidon en Lean Web.

2.10. Pa—-(Ix, Qx)FIx,Pa—-Qx

-- Ejercicio. Demostrar
- - Pa— (Ix, Qx)F3dx, Pa— 0 x

import tactic

variable (U : Type)
variable (a : U)
variables (P Q : U -> Prop)

-- 12 demostracion
example
(h : Pa— (dx, Qx))
:dx, Pa— Qx :=
begin
by cases hl : P a,
{ cases (h hl) with b h2,
use b,
intro,
exact h2, 1},
{ use a, },
end

Enlaces al cédigo y a la sesidn en Lean Web.

2.11. (Ix,PXxXx) - QarFvVXx,Px—Qa

-- Ejercicio. Demostrar
- (Ix, Px) 2 QakFVx, Px—20a

import tactic


./src/2_LPO/Ejercicios/P a → (∃ x, Q x) ⊢ ∃ x, P a → Q x.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/2_LPO/Ejercicios/P a → (∃ x, Q x) ⊢ ∃ x, P a → Q x.lean
./src/2_LPO/Ejercicios/P a → (∃ x, Q x) ⊢ ∃ x, P a → Q x.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/2_LPO/Ejercicios/P a → (∃ x, Q x) ⊢ ∃ x, P a → Q x.lean
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variable (U : Type)
variable (a : U)
variables (P Q : U -> Prop)

-- 12 demostracién
example

(h : (d x, Px) — Q a)

VX, Px—0Qa :=
begin

intros b hl,

apply h,

use b,

exact hl,
end

Enlaces al cédigo y a la sesidn en Lean Web.

2.12. VX, Px—-QalFdx,Px—-Qa

-- Ejercicio. Demostrar

- - Vx, Px—0Qalk3dIx, Px —Q a

import tactic

variable (U : Type)
variable (a : U)
variables (P Q : U -> Prop)

-- 12 demostracidn
example

(h : Vx, Px —Qa)

: dx, Px =+ Qa :=
begin

by cases hl: P a,

{ use a,

exact h a, },

{ use a, },

end

Enlaces al cédigo y a la sesién en Lean Web.


./src/2_LPO/Ejercicios/(∃ x, P x) → Q a ⊢ ∀ x, P x → Q a.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/2_LPO/Ejercicios/(∃ x, P x) → Q a ⊢ ∀ x, P x → Q a.lean
./src/2_LPO/Ejercicios/∀ x, P x → Q a ⊢ ∃ x, P x → Q a.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/2_LPO/Ejercicios/∀ x, P x → Q a ⊢ ∃ x, P x → Q a.lean

2.13. (VX,PX)V(VX, QX)FVX,PxVvQXx 19

2.13. (VxX, PX)V((VX, QX)FVX,PxVv QX

-- Ejercicio. Demostrar
-- (V x, Px) VvV (Vx, @x)FVYx, PxVAQXx

import tactic

variable (U : Type)
variables (P Q : U — Prop)

-- 12 demostracion
example
(h : (Vx, Px)V (Vx, Qx))
:Vx, PxVvQx:=
begin
intro a,
rcases h with (hl | h2),
{ left,
exact hl a, },
{ right,
exact h2 a, },
end

Enlaces al cédigo y a la sesidon en Lean Web.

2.14. I, PxA"QxF(Ix, Px)A(ZX, QX)

-- Ejercicio. Demostrar
- - dx, PxANQ@xF (3 x, Px) AN (3x, Q x)

import tactic

variable (U : Type)
variables (P Q : U — Prop)

-- 12 demostracidn
example
(h : 9 x, Px A Q x)
: (4 x, Px) A (dx, Q x) :=


./src/2_LPO/Ejercicios/(∀ x, P x) ∨ (∀ x, Q x) ⊢ ∀ x, P x ∨ Q x.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/2_LPO/Ejercicios/(∀ x, P x) ∨ (∀ x, Q x) ⊢ ∀ x, P x ∨ Q x.lean
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begin
rcases h with (a, hP, hQ),
split,
{ use a,
exact hP, 1},
{ use a,
exact hQ, },
end

-- 12 demostracion
example
(h : 9 x, Px A QXx)
(3 x, Px) A (3 x, Q x) :=
begin
rcases h with (a, hP, hQ),
exact ((a, hP), (a,hQ)),
end

Enlaces al cédigo y a la sesidon en Lean Web.

2.15. Vvxy,Py—-Qxr(3y, Py) — (VX Q Xx)

-- Ejercicio. Demostrar
- Vxy, Py—>0xt (3y, Py) = (Vx, Qx)

import tactic

variable (U : Type)
variables (P Q : U — Prop)

-- 12 demostracidn
example

(h : Vxy, Py —Q x)

(3y, Py = (Vx, Qx) :=

begin

intros hl a,

cases hl with b h2,

apply (h a b),

exact h2,
end


./src/2_LPO/Ejercicios/∃ x, P x ∧ Q x ⊢ (∃ x, P x) ∧ (∃ x, Q x).lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/2_LPO/Ejercicios/∃ x, P x ∧ Q x ⊢ (∃ x, P x) ∧ (∃ x, Q x).lean

2.16. =(Vx, =(Px)) 3 x, Px
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-- 22 demostracidn
example

(h : Vxvy, Py — Qx)

(dy, Py) — (Vx, Qx) :=

begin

rintro (b, hl) a,

exact (h a b) hl,
end

-- 32 demostracidn
example
(h : Vxy, Py —Q x)
(3y, Py = (Vx, Qx) :=
A (b, hl) a, (h ab) hl

Enlaces al cédigo y a la sesion en Lean Web.

2.16. (v x, (Px))-3Ix, PXx

-- Ejercicio. Demostrar
-- -(V x, =(P x)) 3 x, Px

import tactic

variable (U : Type)
variable (P : U -> Prop)

open_locale classical

-- 12 demostracion
example
(h: =(V x, =(P x)))
: dx, Px :=
begin
by contradiction hl,
apply h,
intros a h2,
apply hl,
use a,
exact h2,
end


./src/2_LPO/Ejercicios/∀ x y, P y → Q x ⊢ (∃ y, P y) → (∀ x, Q x).lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/2_LPO/Ejercicios/∀ x y, P y → Q x ⊢ (∃ y, P y) → (∀ x, Q x).lean
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-- 22 demostracion
example
(h: =(V x, =(P x)))
:dx, Px :=
begin
push neg at h,
exact h,
end
-- 32 demostracidn
example
(h: = (¥ x, = (P x)))

4 x, P x :=
-- by library search
not forall not.mp h

Enlaces al cédigo y a la sesidén en Lean Web.

2.17. v x, (Px)F—-(3x, PXx)

-- Ejercicio. Demostrar

== vV x, =(P x) = =(3 x, P x)

import tactic

variable (U : Type)
variable (P : U -> Prop)

-- 12 demostracion
example
(h : V x, =(P x))
: =(3d x, P x) :=
begin
rintro (a, hl),
apply h a,
exact hl,
end

-- 22 demostracion
example


./src/2_LPO/Ejercicios/¬(∀ x, ¬(P x)) ⊢ ∃ x, P x.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/2_LPO/Ejercicios/¬(∀ x, ¬(P x)) ⊢ ∃ x, P x.lean

2.18. 3x, PxF —=(V x, =(P x))

(h : V x, =(P x))
: = (d x, P x) :=
begin
push neg,
exact h,
end

-- 32 demostracién
example
(h : ¥V x, =(P x))
: —(d x, P x) :=
-- by library search
not exists.mpr h

Enlaces al cédigo y a la sesién en Lean Web.

2.18. I x, PxF —(V x, (P x))

-- Ejercicio. Demostrar
- - dx, PxtF —(V x, =(P x))

import tactic

variable (U : Type)
variable (P : U -> Prop)

-- 12 demostracién
example

(h : 4 x, P x)

: = (V x, =(P x)) :=
begin

intro hl,

cases h with a h2,

apply hl a,

exact h2,
end

Enlaces al cédigo y a la sesién en Lean Web.


./src/2_LPO/Ejercicios/∀ x, ¬(P x) ⊢ ¬(∃ x, P x).lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/2_LPO/Ejercicios/∀ x, ¬(P x) ⊢ ¬(∃ x, P x).lean
./src/2_LPO/Ejercicios/∃ x, P x ⊢ ¬(∀ x, ¬(P x)).lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/2_LPO/Ejercicios/∃ x, P x ⊢ ¬(∀ x, ¬(P x)).lean
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2.19. Pa—-(VXx, QxX)FYVX,Pa—QXx

-- Ejercicio. Demostrar
- - Pa— (Vx, Qx)FVx, Pa—Qx

import tactic

variable (U : Type)
variable (a : U)
variables (P Q : U -> Prop)

-- 12 demostracién
example
(h : Pa— (Vx, Qx))
:Vx, Pa—Qx:=
begin
rintro b hil,
exact (h hl) b,
end

Enlaces al cédigo y a la sesion en Lean Web.

2.20. Vvxyz, RxyARyz—+Rxz Vx, (R X X)
FVXxy, Rxy - —(Ry Xx)

-- Ejercicio. Demostrar

-- {Vxyz, Rxy NRyz—Rx z,
- - VY x, =(R x x)}

-- FVYxy, Rxy — =(Ry x)

import tactic

variable {U : Type}
variable {R : U — U — Prop}

-- 12 demostracion
example
(h1 : V¥ xyz, Rxy ARy z — R x 2)


./src/2_LPO/Ejercicios/P a → (∀ x, Q x) ⊢ ∀ x, P a → Q x.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/2_LPO/Ejercicios/P a → (∀ x, Q x) ⊢ ∀ x, P a → Q x.lean

2.21. VX, PxvQx;3Ix, Qx, VX, Rx = -PxF3Ix, - R x
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(h2 : V x, =(R x x))

:Vxy, Rxy — =(Ry x)
begin

intros a b h3 h4,

apply h2 a,

apply hl a b a,

exact (h3, h4),
end

Enlaces al cédigo y a la sesién en Lean Web.

2.21. VX, PxVvQx; Ix, QX, VX, RXx = -PXx}Hk

IX, "R X

-- Ejercicio. Demostrar

- - Vx, Px V Q x; Ix, =Q x; V x, R x — =P x + 3Ix,

import tactic

variable (U : Type)
variables (P Q R : U — Prop)

-- 12 demostracidn
example
(h1 : Vx, P x VvV Q x)
(h2 : dx, —Q x)
(h3 : V x, Rx — =P x)
: dx, R x :=
begin
cases h2 with a h4,
use a,
intro h5,
apply h4,
cases (hl a) with h6 h7,
{ exfalso,
apply (h3 a) h5,
exact h6, 1},
{ exact h7, 1},
end

Enlaces al cédigo y a la sesion en Lean Web.


./src/2_LPO/Ejercicios/∀ x y z, R x y ∧ R y z → R x z, ∀ x, ¬(R x x) ⊢ ∀ x y, R x y → ¬(R y x).lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/2_LPO/Ejercicios/∀ x y z, R x y ∧ R y z → R x z, ∀ x, ¬(R x x) ⊢ ∀ x y, R x y → ¬(R y x).lean
./src/2_LPO/Ejercicios/∀x, P x ∨ Q x; ∃x, ¬Q x, ∀ x, R x → ¬P x ⊢ ∃x, ¬R x.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/2_LPO/Ejercicios/∀x, P x ∨ Q x; ∃x, ¬Q x, ∀ x, R x → ¬P x ⊢ ∃x, ¬R x.lean
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2.22. VX, PX—-QxVRX; Ix, PXARXFVYX, P
X - QXx

-- Ejercicio. Demostrar
- - Vx, Px - Qx VRx; »3x, Px ANRXEVx, Px — Q x

import tactic

variable (U : Type)
variables (P Q R : U — Prop)

-- 12 demostracion
example
(hl1 : Vx, Px — Q x V R x)
(h2 : —=3x, P x A R Xx)
: VX, Px — Q x :=
begin
intros a h3,
cases (hl a) h3 with h4 h5,
{ exact h4, 7},
{ exfalso,
apply h2,
use a,
exact (h3, h5), },
end

Enlaces al cédigo y a la sesién en Lean Web.

2.23. iIxy,RxXyVRyx+kidxy Rxy

-- Ejercicio. Demostrar
-- dxy, RxyVRyxEFdIxy, Rxy

import tactic

variable {U : Type}
variable {R : U — U — Prop}


./src/2_LPO/Ejercicios/∀x, P x → Q x ∨ R x; ¬∃x, P x ∧ R x ⊢ ∀x, P x → Q x.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/2_LPO/Ejercicios/∀x, P x → Q x ∨ R x; ¬∃x, P x ∧ R x ⊢ ∀x, P x → Q x.lean

2.24. (3x, vy, Pxy) — (Vy, 3x, P x y)

-- 12 demostracion

example
(h : 9xy, Rxy VRYyX)
: dxy, Rxy :=

begin

rcases h with (a, b, (hl | h2)),
{ use [a, b],
exact hl, },
{ use [b, al,
exact h2, },
end

Enlaces al cédigo y a la sesién en Lean Web.

2.24. (3x,Vy, Pxy) — (vy, 3x, P X Yy)

-- Ejercicio. Demostrar
== (Ix, Yy, P x y) — (Vy, 3x, P x y)

import tactic

variable {U : Type}
variable {P : U — U — Prop}

-- 12 demostracion

example :

(dx, Yy, P xy) — (Vy, Ix, P xy) :=
begin

intros h b,

cases h with a hl,

use a,

exact hl b,
end

Enlaces al cédigo y a la sesién en Lean Web.


./src/2_LPO/Ejercicios/∃ x y, R x y ∨ R y x ⊢ ∃ x y, R x y.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/2_LPO/Ejercicios/∃ x y, R x y ∨ R y x ⊢ ∃ x y, R x y.lean
./src/2_LPO/Ejercicios/(∃x, ∀y, P x y) → (∀y, ∃x, P x y).lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/2_LPO/Ejercicios/(∃x, ∀y, P x y) → (∀y, ∃x, P x y).lean
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2.25. (VXx, Px —- Q) <« ((Zx, P x) — Q)

-- Ejercicio. Demostrar
-- (V X, Px — Q) o ((3x, P x) — Q)

import tactic

variable (U : Type)
variable (P : U -> Prop)
variable (Q : Prop)

-- 12 demostracion
example :
(Vx, Px —=0) < ((Ix, Px) = Q) :=
begin
split,
{ rintros hl (a, h2),
exact hl a h2, },
{ intros h3 a h4,
apply h3,
use a,
exact h4, 1},
end

Enlaces al cédigo y a la sesién en Lean Web.

2.26. ((vx, P x) A (Vx, Q X)) e (vVX, P x A Q X)

-- Ejercicio. Demostrar
-- ((Vx, P x) A (Vx, Q@ x)) < (Vx, P x A Q x)

import tactic

variable (U : Type)
variables (P Q : U — Prop)

-- 12 demostracion
example :
((Vx, P x) A (Vx, Q x)) & (Vx, Px A QXx) :=


./src/2_LPO/Ejercicios/(∀ x, P x → Q) ⟷ ((∃x, P x) → Q).lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/2_LPO/Ejercicios/(∀ x, P x → Q) ⟷ ((∃x, P x) → Q).lean

2.27. ((3x, P x) Vv (3Ix, Q x)) «— (IX, Px Vv Q x)

29

begin
split,
{ rintros (hl, h2) a,
exact (hl a, h2 a), },
{ intro h3,
split,
{ intro a,
exact (h3 a).left, },
{ intro a,
exact (h3 a).right, }},
end

Enlaces al cédigo y a la sesion en Lean Web.

2.27. ((Ix, P Xx) v (3x, Q x)) «— (Ix, P x Vv Q x)

-- Ejercicio. Demostrar o refutar
- - ((3Ix, P x) VvV (Ix, Q@ x)) « (Ix, P x V Q x)

import tactic

variable (U : Type)
variables (P Q : U — Prop)

-- 12 demostracion

example :
((Ix, P x) VvV (Ix, Q x)) < (Ix, P x Vv Q x) :=
begin
split,
{ rintro ((a, hl) | (a, h2)),
{ use a,
left,
exact hl, 1},
{ use a,
right,
exact h2, }},
{ rintro (a, (h3 | h4)),
{ left,
use a,
exact h3, 1},

{ right,


./src/2_LPO/Ejercicios/((∀x, P x) ∧ (∀x, Q x)) ⟷ (∀x, P x ∧ Q x).lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/2_LPO/Ejercicios/((∀x, P x) ∧ (∀x, Q x)) ⟷ (∀x, P x ∧ Q x).lean

30 Capitulo 2. Ejercicios sobre cuantificadores

use a,
exact h4, }},
end

Enlaces al cédigo y a la sesidon en Lean Web.

2.28. (—(V x, P X)) e (Ix, =P Xx)

-- Ejercicio 30. Demostrar o refutar
-- (=(V x, P x)) < (3x, =P x)

import tactic

variable (U : Type)
variable (P : U -> Prop)

open locale classical

-- 12 demostracidn
example :
(=(V x, P x)) & (Ix, =P x) :=
begin
split,
{ intro hl,
by contradiction h2,
apply hl,
intro a,
by contradiction h3,
apply h2,
use a, },
{ rintro (a, h4) h5,
apply h4,
exact h5 a, },
end

-- 22 demostracion
example :

(=(V x, P x)) & (3Ix, =P x) :=
begin

split,

{ intro hl,


./src/2_LPO/Ejercicios/((∃x, P x) ∨ (∃x, Q x)) ⟷ (∃x, P x ∨ Q x).lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/2_LPO/Ejercicios/((∃x, P x) ∨ (∃x, Q x)) ⟷ (∃x, P x ∨ Q x).lean

2.28. (—(V x, P x)) «— (3Ix, =P x)
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push neg at hl,

exact hl, 1},
{ intro h2,

push neg,

exact h2, 1},

end

-- 32 demostracién
example :
(=(V x, P x)) < (Ix, =P x)
begin
push neg,
trivial,
end

-- 42 demostracién
example :
(=(V x, P x)) < (Ix, =P x)
-- by library search
not forall

Enlaces al cédigo y a la sesion en Lean Web.


./src/2_LPO/Ejercicios/(¬(∀ x, P x)) ⟷ (∃x, ¬P x).lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/2_LPO/Ejercicios/(¬(∀ x, P x)) ⟷ (∃x, ¬P x).lean
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Capitulo 3

Ejercicios sobre igualdad y
funciones

- Ejercicio. Demostrar o refutar
PakFVx, x=a—Px

import tactic

variable (U : Type)
variable (a : U)
variables (P Q : U -> Prop)

- 12 demostracidn
example
(h : P a)
: VX, x=a— Px:
begin
intros b hil,
rw hl,
exact h,
end

- 12 demostracion

example

(h : P a)

: VX, x=a— Px:=
begin

33
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intros b hl,
rwa hl,
end

Enlaces al cédigo y a la sesién en Lean Web.

3.2. XYy, RXyVRyYyX; 39X, RXXF3IXy, X=#Yy

-- Ejercicio. Demostrar o refutar
- - Ixy, Rxy VRyx; -3x, RxxF dxy, x#y

import tactic

variable {U : Type}
variable {R : U — U — Prop}

-- 12 demostracion
example
(h1 : 9x y, Rxy V Ry x)
(h2 : —=(3Ix, R x x))
s d (x U)y, (x #y) :=
begin
rcases hl with (a, b, h3),
use [a, b],
intro h4,
apply h2,
use b,
cases h3 with h5 h6,
{ rwa h4 at h5, },
{ rwa h4 at he6, },
end

Enlaces al cédigo y a la sesion en Lean Web.

3.3. vx,Paxx;vxyz,Pxyz—->P(fx)y(fz)-P
(fa) a (f a)


./src/2_LPO/Ejercicios/P a ⊢ ∀ x, x ~ a → P x.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/2_LPO/Ejercicios/P a ⊢ ∀ x, x ~ a → P x.lean
./src/2_LPO/Ejercicios/∃x y, R x y ∨ R y x; ¬∃x, R x x ⊢ ∃x y, x ≠ y.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/2_LPO/Ejercicios/∃x y, R x y ∨ R y x; ¬∃x, R x x ⊢ ∃x y, x ≠ y.lean

3.4. VX, Paxx;Vxyz,Pxyz—P(fx)y(fz)F3z P (fa)z (f (fa))
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-- Ejercicio. Demostrar o refutar

-- Vx, P a x x;

-- Vxyz, Pxy z — P (f x) y (f z)
-- P (fa)a(fa)

import tactic

variable (U : Type)

variable (P : U - U — U — Prop)
variable (a : U)

variable (f : U — U)

-- 12 demostracién
example
(hl : V
(h2 : V
: P (f a
begin
apply h2,
exact hl a,
end

x, P a
Xy z
) a (

X)
xyz— P (fx)y (fz))
) =

— ~
QY U X

-- 22 demostracion

example
(hl : V x, P a x x)
(h2 : Vxyz, Pxyz— P (fx)y (fz))
: P (fa)a (fa):=

h2 a a a (hl a)

Enlaces al cédigo y a la sesidén en Lean Web.

3.4. vx, Paxx;Vxyz, Pxyz P (fx)y(fz)H+

dz, P (f a) z (f (f a))

-- Ejercicio. Demostrar o refutar

- - Vx, Pax x; Vxyz, Pxy z — P (f x)y (fz) -3z, P (fa)z (f (f a))

import tactic


./src/2_LPO/Ejercicios/∀x, P a x x; ∀xyz, P x y z → P (f x) y (f z) ⊢ P (f a) a (f a).lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/2_LPO/Ejercicios/∀x, P a x x; ∀xyz, P x y z → P (f x) y (f z) ⊢ P (f a) a (f a).lean
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variable (U : Type)

variable (P : U - U — U — Prop)
variable (a : U)

variable (f : U — U)

-- 12 demostracion
example
(hl1 :
(h2 xyz— P (fx)y (fz))
(

f (fa)) :=

apply h2,
exact hl (f a),
end

Enlaces al cédigo y a la sesion en Lean Web.

3.5. Vy,Qay;vxy,Qxy — Q(sx)(sy)F 3z Qa
zNQz(s (s a))

-- Ejercicio. Demostrar o refutar
- - vy, Qavy;

-- Vxy, @ x y — Q (s x) (s y)
-- F3dz, QazANQz (s (s a))

import tactic

variable (U : Type)

variable (Q : U — U — Prop)
variable (a : U)

variable (s : U — U)

-- 12 demostracion
example
(h1 : Vy, Qay)
(h2 : Vxy, Qxy —Q(sx) (sy))
:dz, Qaz ANQz (s (sa)) :=
begin
use a,


./src/2_LPO/Ejercicios/∀x, P a x x; ∀xyz, P x y z → P (f x) y (f z) ⊢ ∃z, P (f a) z (f (f a)).lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/2_LPO/Ejercicios/∀x, P a x x; ∀xyz, P x y z → P (f x) y (f z) ⊢ ∃z, P (f a) z (f (f a)).lean

3.6. x=fx;P(fx)-Px

split,

{ exact hl a, },

{ exact hl (s (s a)), },
end

Enlaces al cédigo y a la sesidon en Lean Web.

3.6. XxX=fx;P(fx)-Px

-- Ejercicio. Demostrar o refutar
- - x=°fx; P (f x) FPx

import tactic

variable (U : Type)
variable (P : U — Prop)
variable (f : U — U)
variable (x : U)

-- 12 demostracidn
example
(h1 : x =
(h2 : P (f
: P x =
begin
rw hl,
exact h2,
end

f x
X)

)
)

-- 22 demostracién
example
(hl : x =
(h2 : P (f
P x =
begin
rwa hl,
end

f x
X)

)
)

-- 32 demostracion
example
(hl : x = f x)


./src/2_LPO/Ejercicios/∀y, Q a y; ∀xy, Q x y → Q (s x) (s y) ⊢ ∃z, Qa z ∧ Q z (s (s a)).lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/2_LPO/Ejercicios/∀y, Q a y; ∀xy, Q x y → Q (s x) (s y) ⊢ ∃z, Qa z ∧ Q z (s (s a)).lean
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(h2 : P (f x))
P x =
by rwa hl

Enlaces al cédigo y a la sesion en Lean Web.

3.7. x = fx, triple (f x) (f x) x - triple x x x

-- Ejercicio. Demostrar o refutar
-- x = f x, triple (f x) (f x) x F triple x x x

variable (U : Type)

variable (x : U)

variable (triple : U - U — U — Prop)
variable (f : U — U)

-- 12 demostracion
example
(hl1 : x = f x)
(h2 : triple (f x) (f x) x)
: triple x x x :=
begin
rw H hl at h2,
exact h2,
end

-- 22 demostracion
example
(hl1 : x = f x)
(h2 : triple (f x) (f x) x)
: triple x x x :=
begin
rwa 4 hl at h2,
end

-- 32 demostracién

example
(hl1 : x = f x)
(h2 : triple (f x) (f x) x)
: triple x x x :=

by rwa | hl at h2


./src/2_LPO/Ejercicios/x ~ f x; P (f x) ⊢ P x.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/2_LPO/Ejercicios/x ~ f x; P (f x) ⊢ P x.lean

3.7. x =fx, triple (f x) (f x) x - triple x x x
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Enlaces al cédigo y a la sesion en Lean Web.


./src/2_LPO/Ejercicios/x ~ f x, triple (f x) (f x) x ⊢ triple x x x.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/2_LPO/Ejercicios/x ~ f x, triple (f x) (f x) x ⊢ triple x x x.lean
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