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Capitulo 1

Introduccion

El objetivo de este trabajo es presentar una introduccién a la Légica usan-
do Lean para usarla en las clases de la asignatura de Razonamiento automa-
tico del Méaster Universitario en Logica, Computacién e Inteligencia Artificial
de la Universidad de Sevilla. Por tanto, el Unico prerrequisito es, como en el
Master, cierta madurez matematica como la que deben tener los alumnos de
los Grados de Matematica y de Informatica.

El trabajo se basa fundamentalmente en

m El curso de "Ldégica matematica y fundamentos en que se estudia la de-
ducciéon natural proposicional y de primer orden (basado en el libro Logic
in computer science: Modelling and reasoning about systems de Michael
Huth y Mark Ryan) y su formalizacién en Isabelle/HOL.

m Los apuntes de Ldgica y demostracién con Lean que son un resumen del
libro Logic and Proof de Jeremy Avigad, Robert Y. Lewis y Floris van Doorn.

» Los apuntes Deduccién natural en Lean en el que se presentan ejemplos de
uso de las tacticas de Lean correspondientes a las reglas de la deduccién
natural.

» Los apuntes Matematicas en Lean en el que se presentan la formalizacion
en Lean de temas basicos de las matematicas usando las librerias de math-
lib. Estd basado en el libro Mathematics in Lean de Jeremy Avigad, Kevin
Buzzard, Robert Y. Lewis y Patrick Massot.

La exposicién se harda mediante una coleccién de ejercicios. En cada ejer-
cicios se mostraran distintas pruebas del mismo resultado y se comentan las
tacticas conforme se van usando y los lemas utilizados en las demostracio-
nes.

Ademas, en cada ejercicio hay tres enlaces: uno al cédigo, otro que al
pulsarlo abre el ejercicio en Lean Web (en una sesién del navegador) de forma

9


https://leanprover-community.github.io/
https://www.cs.us.es/~jalonso/cursos/m-ra-19/
https://www.cs.us.es/~jalonso/cursos/m-ra-19/
http://www.cs.us.es/blogs/mulcia/docencia-plan-estudios/
https://www.cs.us.es/~jalonso/cursos/lmf/temas.php
https://bit.ly/33bS6dG
https://bit.ly/33bS6dG
https://www.cl.cam.ac.uk/research/hvg/Isabelle/index.html
https://www.cs.us.es/~jalonso/apuntes/Logica_y_demostracion_con_Lean/Indice.html
http://leanprover.github.io/logic_and_proof/
https://www.cs.us.es/~jalonso/apuntes/DN_en_Lean/Indice.html
https://www.cs.us.es/~jalonso/apuntes/Matematicas_en_Lean/Matematicas_en_Lean.pdf
https://github.com/leanprover-community/mathlib
https://github.com/leanprover-community/mathlib
https://leanprover-community.github.io/mathematics_in_lean/index.html
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gue se puede navegar por las pruebas y editar otras alternativas, y el tercero
es un enlace a un video explicando las soluciones del ejercicio.

El trabajo se desarrolla como un proyecto en GitHub que contiene libro
en PDF. Ademas, los videos correspondientes a cada uno de los ejercicios se
encuentran en YouTube.


https://github.com/jaalonso/Logica_con_Lean
https://github.com/jaalonso/Logica_con_Lean/raw/master/Logica_con_Lean.pdf
https://github.com/jaalonso/Logica_con_Lean/raw/master/Logica_con_Lean.pdf
https://www.youtube.com/playlist?list=PLPIlzBVlfbbFakjDQVGW5iQXH1CatGuMZ

Capitulo 2

Logica proposicional

2.1. Reglas del condicional

2.1.1. Regla de eliminacion del condicionalen P - Q, P

- Q

» Enlaces al cddigo, a la sesién en Lean Web y al video.

- Eliminacidén del condicional en Lean

- Ej. 1. Demostrar que
(P — Q), P Q.

import tactic
variables (P Q : Prop)

- 12 demostracion

example
(h1 : P — Q)
(h2 : P)
Q=

begin
apply hl,
exact h2,

end

- 22 demostracion

11


./src/1_Proposicional/Eliminacion_del_condicional.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/1_Proposicional/Eliminacion_del_condicional.lean
https://youtu.be/ov_8ddfR-yM
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12
example
(h1 : P — Q)
(h2 : P)
1 Q :=
begin
exact hl h2,
end

-- 32 demostracion

example
(h1 : P — Q)
(h2 : P)
:Q =

-- by library search
by exact hl h2

-- 42 demostracion

example
(h1 : P — Q)
(h2 : P)
:Q =

hl h2

-- 52 demostracion
example
(h1 : P — Q)
(h2 : P)
:Q =
-- by hint
by tauto

-- 62 demostracién
example
(hl1 : P — Q)
(h2 : P)
Q=
by finish

-- 72 demostracion

example
(h1 : P — Q)
(h2 : P)
.Q:_

by solve by elim
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2.1.2. Pruebasde P P -Q,P - (Q —-R)FR

= Enlaces al cédigo, a la sesion en Lean Web y al video.

-- Pruebas de P, P -+ Q, P — (@ — R) - R

-- Ej 1. (p. 6) Demostrar que
o= P, P—-Q, P— (@ —-R)FR

import tactic
variables (P Q R : Prop)

-- 12 demostracién
example
(h1 : P)
(h2 : P — Q)
(h3 : P - (Q — R))
: R :=
have h4 : Q,
from h2 hl,
have h5 : Q — R,
from h3 hl,
show R,
from h5 h4

-- 22 demostracion

example
(hl : P)
(h2 : P — Q)
(h3 : P - (Q — R))
: R :=
have h4 : Q := h2 hl,

have h5 : Q —+ R := h3 hl,
show R, from h5 h4

-- 32 demostracion
example
(hl : P)


./src/1_Proposicional/Pruebas_de_P,P→Q,P→(Q→R)_⊢R.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/1_Proposicional/Pruebas_de_P,P→Q,P→(Q→R)_⊢R.lean
https://youtu.be/_mWTkhjydk0
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(h2 : P —
(h3 : P —
: R :=

show R, from (h3 hl) (h2 hl)

Q)
(@ — R))

-- 42 demostracion

example
(h1 : P)
(h2 : P — Q)
(h3 : P —- (Q — R))
.R.=

(hé hli (h2 hl)

-- 52 demostracion

example
(h1 : P)
(h2 : P — Q)
(h3 : P — (Q — R))
: R :=
-- by hint
by finish

-- 62 demostracion
example
(h1 : P)
(h2 : P — Q)
(h3 : P — (Q — R))
: R :=
begin
apply h3,
{ exact hl, 1},
{ apply h2,
exact hl, 1},
end

-- 72 demostracion

example
(h1 : P)
(h2 : P — Q)
(h3 : P — (Q — R))
: R :=
begin
apply h3,

{ exact hl, },
{ exact h2 hl, },
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end

-- 72 demostracion

example

(hl : P)

(h2 : P — Q)

(h3 : P — (Q — R))

: R :=
begin

{ exact (h3 hl) (h2 hl), },
end

2.1.3. Regla de introduccion del condicionalen P — P

m Enlaces al cddigo, a la sesidon en Lean Web y al video.

-- Introduccidén del condicional en Lean

o P — P

import tactic
variable (P : Prop)

-- 12 demostracion
example : P —» P :=
assume h : P,

show P, from h

-- 22 demostracidn
example : P — P :=
assume : P,

show P, from this

-- 32 demostracion
example : P — P :=
assume : P,

show P, from IPI

-- 42 demostracion


./src/1_Proposicional/Introduccion_del_condicional.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/1_Proposicional/Introduccion_del_condicional.lean
https://youtu.be/XTiVb1gtr5U
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example : P —» P :=
assume h : P, h

-- 52 demostracion
example : P — P :=
Ah, h

-- 62 demostracién
example : P — P :=
-- by library search
id

-- 72 demostracion
example : P —» P :=
begin

intro h,

exact h,
end

-- 82 demostracidn
example : P — P :=
begin

intro,

exact [<Pp],

end

-- 92 demostracidn
example : P — P :=
begin
intro h,
assumption,
end

-- 102 demostracién
example : P — P :=
begin
intro,
assumption,
end

-- 112 demostracién
example : P —» P :=
-- by hint

by tauto
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-- 122 demostracidn
example : P — P :=
by finish

-- 132 demostracioén
example : P —» P :=
by simp

2.1.4. Pruebas de P — (Q — P)

m Enlaces al cddigo, a la sesidon en Lean Web y al video.

-- Pruebas de P — (Q — P)

- - P — (Q — P)

import tactic
variables (P Q : Prop)

-- 12 demostracidn
example : P — (Q — P) :=
assume (hl : P),
show Q — P, from
( assume h2 : Q,
show P, from hl)

-- 22 demostracion
example : P — (Q — P) :=
assume (hl : P),
show Q — P, from

( assume h2 : Q, hl)

-- 32 demostracidn
example : P — (Q — P)
assume (hl : P),
show Q — P, from

(A h2, hl)


./src/1_Proposicional/Pruebas_de_P→(Q→P).lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/1_Proposicional/Pruebas_de_P→(Q→P).lean
https://youtu.be/-gr74e8Z38c
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-- 42 demostracidn
example : P — (Q — P)

assume (hl : P), (M h2, hl)

-- 52 demostracion
example : P — (Q — P)
A hl, A h2, hl

-- 62 demostracién
example : P — (Q — P)
A hl h2, hl

-- 72 demostracion
example : P — (Q — P)
Ah ,h

-- 82 demostracion
example : P — (Q — P)
-- by library search
imp_intro

-- 92 demostracién
example : P — (Q — P)
begin

intro hl,

intro h2,

exact hl,
end

-- 102 demostracion
example : P — (Q — P)

begin
intros hl h2,
exact hl,

end

-- 112 demostracién
example : P — (Q — P)
A hl h2, hl

-- 122 demostracién
example : P — (Q — P)
-- by hint

by tauto



2.1. Reglas del condicional 19

-- 132 demostracién
example : P — (Q — P) :=
by finish

2.1.5. Pruebas del silogismo hipotético: P - Q, Q - R I
P—-R

» Enlaces al cddigo, a la sesién en Lean Web y al video.

-- Pruebas del silogismo hipotético

import tactic

variables (P Q R : Prop)

-- Ej. 1. Demostrar que
- - P—-0Q, Q —>RFP—R

-- 12 demostracidn
example
(h1 : P — Q)
(h2 : Q — R)
: P —- R :=
assume h : P,
have h3 : Q,
from hl h,
show R,
from h2 h3

variable (hl : P — Q)
variable (h2 : Q — R)
variable (h : P)
#check hl h

#check h2 (hl h)

-- 292 demostracion
example
(hl1 : P — Q)
(h2 : Q — R)


./src/1_Proposicional/Pruebas_del_silogismo_hipotetico.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/1_Proposicional/Pruebas_del_silogismo_hipotetico.lean
https://youtu.be/xOBStCZ8F2g
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: P - R :=
assume h : P,
have h3 : Q,

from hl h,
h2 h3

-- 32 demostracion

example
(h1 : P — Q)
(h2 : Q — R)
: P — R :=
assume h : P,
h2 (hl h)

-- 42 demostracion
example
(h1 : P — Q)
(h2 : Q — R)
: P —- R :=
A h, h2 (hl h)

-- 59 demostracidn
example
(hl1 : P — Q)
(h2 : Q@ — R)
: P> R :=
h2 [ hl

-- 62 demostracion
example
(h1 : P — Q)
(h2 : Q — R)
: P — R :=
begin
intro h,
apply h2,
apply hl,
exact h,
end

-- 72 demostracion

example
(h1 : P — Q)
(h2 : Q — R)

: P — R :=
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begin
intro h,
apply h2,
exact hl h,
end

-- 82 demostracion
example

(h1 : P — Q)

(h2 : Q — R)

: P — R :=
begin

intro h,

exact h2 (hl h),
end

-- 99 demostracidn
example
(h1 : P — Q)
(h2 : Q@ — R)
: P> R :=
A h, h2 (hl h)

-- 10° demostracioén
example

(h1 : P — Q)

(h2 : Q — R)

: P — R :=
-- by library search
h2 o h1

-- 11° demostracioén
example
(h1 : P — Q)
(h2 : Q — R)
: P — R :=
-- by hint
by tauto

-- 122 demostracién
example

(h1 : P — Q)

(h2 : Q — R)

: P - R :=
by finish
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2.2. Reglas de la conjuncidn

2.2.1. Reglas de la conjuncionen P A Q, R-Q AR

» Enlaces al cddigo, a la sesién en Lean Web y al video.

Reglas de la conjuncién

-- Ej. 1 (p. 4). Demostrar que
-- PANQ RFQAR

import tactic
variables (P Q R : Prop)

-- 12 demostracidn
example

(hPQ : P A Q)

(hR : R)

:Q AR :=
have hQ : Q,

from and.right hPQ,
show Q A R,

from and.intro hQ hR

-- 22 demostracion
example
(hPQ : P A Q)
(hR : R)
:Q AR :=
have hQ : Q,
from hPQ.right,
show Q A R,
from (hQ, hR)

-- 32 demostracion
example
(hPQ : P A Q)
(hR : R)
:Q AR :=
have hQ : Q,


./src/1_Proposicional/Reglas_de_la_conjuncion.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/1_Proposicional/Reglas_de_la_conjuncion.lean
https://youtu.be/pXSs3ytn6Nc
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from hPQ.2,
show Q A R,
from (hQ, hR)

-- 42 demostracion
example
(hPQ : P A Q)
(hR : R)
:Q AR :=
have hQ : Q,
from hPQ.2,
(hQ, hR)

-- 52 demostracion
example

(hPQ : P A Q)

(hR : R)

:Q AR :=
(hPQ.2, hR)

-- 62 demostracién
example
(hPQ : P A Q)
(hR : R)
:Q AR :=
match hPQ with (hP, hQ) :=
and.intro hQ hR
end

-- 72 demostracién
example

(hPQ : P A Q)

(hR : R)

:Q AR :=
begin

split,

{ cases hPQ with hP hQ,

exact hQ, 7},

{ exact hR, },

end

-- 92 demostracidn
example
(hPQ : P A Q)
(hR : R)
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:Q AR :=
begin
split,
{ cases hPQ,
assumption, },
{ assumption, },
end

-- 102 demostracién
example

(hPQ : P A Q)

(hR : R)

:Q AR :=
begin

constructor,

{ cases hPQ,

assumption, },

{ assumption, },

end

-- 112 demostracioén
example
(hPQ : P A Q)
(hR : R)
:Q AR :=
-- by hint
by tauto

-- 122 demostracioén
example

(hPQ : P A Q)

(hR : R)

:Q AR :=
by finish

2.2.2. Pruebasde P A Q—-QAP

» Enlaces al cddigo, a la sesién en Lean Web y al video.

-- Pruebas en Lean de P AN Q — Q N P



./src/1_Proposicional/Pruebas_de_P∧Q→Q∧P.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/1_Proposicional/Pruebas_de_P∧Q→Q∧P.lean
https://youtu.be/KhAke-0AbdQ
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-- Ej. 1. Demostrar que
== PANQ — QAP

import tactic
variables (P Q : Prop)

-- 12 demostracidn
example : P A Q - Q A P :=
assume h : P A Q,
have hP : P,
from and.left h,
have hQ : Q,
from and.right h,
show Q A P,
from and.intro hQ hP

-- 22 demostracién
example : PA Q —- Q AP :=
assume h : P A Q,
have hP : P,
from h.left,
have hQ : Q,
from h.right,
show Q A P,
from (hQ, hP)

-- 32 demostracidn
example : P A Q — Q AP :=
assume h : P A Q,
have hP : P,
from h.1,
have hQ : Q,
from h.2,
show Q A P,
from (hQ, hP)

-- 42 demostracién

example : P A Q — Q AP :=

assume h : P A

have hP : P :=

have hQ : Q

show Q A P,
from (hQ, hP)

S5 IS0

.1,
2y
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-- 52 demo
example :
assume h :

stracion
PAQ — QAP :
P A Q,

show Q A P,
from (h.2, h.1)

-- 62 demo
example :
assume h

-- 72 demo
example :
Ah, (h.2,

-- 8¢ demo

example :

begin
intro h,

: PAQ, (h

stracion
PAQ — QAP :
.2, h.

=
S~

stracion
PAQ — QAP :
h.1)

stracion
PAQ — QAP :

cases h with hP hQ,

split,

{ exact

{ exact
end

-- 92 demo
example :
begin

hQ, },
hP, },
stracion

PAQ — QAP

rintro (hP, hQ),
exact (hQ, hP),

end

-- 102 demostracion

example :

A (hP, hQ),

PAQ — QAP
(hQ, hP)

-- 112 demostracion

example :

PAQ — QAP

-- by library search

and.comm.m

p

-- 122 demostracion

example :
-- by hint
by tauto

PAQ — QAN P:=
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-- 132 demostracioén
example : P A Q — Q AP :=
by finish

2.3. Reglas de la negacion

2.3.1. Reglas de la negacioncon (L +~P),(P,-P- 1)y (P
A —=P)

» Enlaces al cddigo, a la sesién en Lean Web y al video.

-- Reglas de la negacidn

import tactic
variables (P Q : Prop)

-- Eliminacion del falso

-- Ej. 1. (p. 14) Demostrar que
-- L =P

-- 12 demostracion
example

(h : false)

1 Q :=
false.elim h

-- 22 demostracidn
example

(h : false)

Q=
-- by library search
false.rec Q h

-- 32 demostracion
example


./src/1_Proposicional/Reglas_de_la_negacion.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/1_Proposicional/Reglas_de_la_negacion.lean
https://youtu.be/6Pmk2Nr8BKE
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(h : false)
P o=
-- by hint
by tauto

-- 42 demostracidn
example

(h : false)

P o=
by cases h

-- 52 demostracion
example

(h : false)

: P o=
by finish

-- 62 demostracion
example

(h : false)

: P =
by solve by elim

-- Definicién de la negacidn

-- #reduce —P
-- =P = (P — false)

-- Eliminacién de la negacidn

-- Ej. 2. Demostrar que
-- P, =P F L

-- 12 demostracién
example

(h1: P)

(h2: —=P)

: false :=
not.elim h2 hl

-- 22 demostracion
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example
(h1: P)
(h2: —=P)
false :=
-- by library search
h2 hl

-- Introduccidén de la negacién

-- Ej. 3. Demostrar
-- =(P N —=P)

-- 12 demostracion
example : = (P A —P) :=

not.intro
( assume h : P A =P,
have hl : P := h.1,

have h2 : —P := h.2,
show false, from h2 hl )

-- 22 demostracion
example : —(P A —P) :=
not.intro
( assume h : P A =P,
show false, from h.2 h.1 )

-- 32 demostracién
example : —(P A =P) :=
not.intro

( assume h : P A =P, h.2 h.1 )

-- 42 demostracion
example : —(P A —P) :=
not.intro (A h, h.2 h.1)

-- 52 demostracién
example : —(P A —P) :=
begin

intro h,

cases h with hl h2,

apply h2,

exact hl,
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end

-- 62 demostracion
example : = (P A —P)
begin
rintro (hl, h2),
exact h2 hl,
end

-- 72 demostracion
example : = (P A —P)
A (h1l, h2), h2 hl

-- 82 demostracién
example : = (P A —P)
-- by suggest
(and_not _self P).mp

-- 92 demostracién
example : —(P A —P)
-- by hint

by tauto

-- 102 demostracion
example : = (P A —P)
by finish

-- 112 demostracioén
example : —(P A —=P)
by simp

2.3.2. PruebasdeP - Q,P—- -QF-P

» Enlaces al cddigo, a la sesidon en Lean Web y al video.

-- Pruebas de P —+ Q, P - —Q - —P

import tactic

variables (P Q : Prop)


./src/1_Proposicional/Pruebas_de_P→Q,P→¬Q⊢¬P.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/1_Proposicional/Pruebas_de_P→Q,P→¬Q⊢¬P.lean
https://youtu.be/KhAke-0AbdQ
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-- Ej. 1. (p. 16) Demostrar
== P—0Q, P— —QF =P

-- 12 demostracidn
example

(h1 : P — Q)

(h2 : P — —Q)

: P =
assume h : P,
have h4 : Q,

from hl h,
have h5 : —Q,

from h2 h,
show false,

from h5 h4

-- 22 demostracidn
example

(h1 : P — Q)

(h2 : P — —Q)

: P =
assume h : P,
have h4 : Q := hl h,
have h5 : —Q := h2 h,
show false,

from h5 h4

-- 32 demostracidn
example
(h1 : P — Q)
(h2 : P — —Q)
: P =
assume h : P,
show false,
from (h2 h) (hl h)

-- 42 demostracion

example
(h1 : P — Q)
(h2 : P — Q)
: P o=

assume h : P, (h2 h) (hl h)

-- 52 demostracion
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example
(h1 : P — Q)
(h2 : P — Q)
: P =

A h, (h2 h) (hl h)

-- 62 demostracidn
example
(h1 : P — Q)
(h2 : P — Q)
: P =
begin
intro h,
have h3 : —-Q := h2 h,
apply h3,
apply hl,
exact h,
end

-- 72 demostracidn
example
(h1 : P — Q)
(h2 : P — —Q)
: P =
begin
intro h,
have h3 : —Q := h2 h,
apply h3,
exact hl h,
end

-- 82 demostracién
example
(h1 : P — Q)
(h2 : P — Q)
: P =
begin
intro h,
have h3 : —=Q := h2 h,
exact h3 (hl h),
end

-- 92 demostracion
example
(hl1 : P — Q)
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(h2 : P — —Q)

: P =
begin

intro h,

exact (h2 h) (hl h),
end

-- 102 demostracion
example

(h1 : P — Q)

(h2 : P — —Q)

: P =
A h, (h2 h) (hl h)

-- 112 demostracioén
example
(h1 : P — Q)
(h2 : P — —Q)
: P =
-- by hint
by finish

2.3.3. Pruebas del modus tollens: P - Q, QF —-P

m Enlaces al cddigo, a la sesidon en Lean Web y al video.

-- Pruebas del modus tollens

-- Ej. 1. (p. 20) Demostrar
- = P*)O’ ﬁo}_‘!P

import tactic
variables (P Q : Prop)

-- 12 demostracion

example
(h1 : P — Q)

(h2 : —Q)
: P =


./src/1_Proposicional/Pruebas_del_modus_tollens.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/1_Proposicional/Pruebas_del_modus_tollens.lean
https://youtu.be/sjMMGBFo9eY

34 Capitulo 2. Ldégica proposicional

assume h3 : P,

have h4 : Q,
from hl h3,

show false,
from h2 h4

-- 22 demostracidn
example

(h1 : P — Q)

(h2 : —Q)

: P =
assume h3 : P,
have h4 : Q := hl h3,
show false,

from h2 h4

-- 32 demostracion
example
(h1 : P — Q)
(h2 : —Q)
: P =
assume h3 : P,
show false,
from h2 (hl h3)

-- 42 demostracidn
example

(h1 : P — Q)

(h2 : —Q)

: P :=
assume h3 : P, h2 (hl h3)

-- 52 demostracion
example
(h1 : P — Q)
(h2 : —Q)
: P =
A h3, h2 (hl h3)

-- 62 demostracion
example
(h1 : P — Q)
(h2 : —Q)
: P =
h2 [ hl
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-- 72 demostracion
example

(h1 : P — Q)

(h2 : —Q)

: P =
-- by library search
mt hl h2

-- 82 demostracion
example
(h1 : P — Q)
(h2 : —Q)
: P =
begin
intro h,
apply h2,
apply hl,
exact h,
end

-- 92 demostracidn
example
(h1 : P — Q)
(h2 : —Q)
: P =
begin
intro h,
exact h2 (hl h),
end

-- 102 demostracion
example

(h1 : P — Q)

(h2 : —Q)

: P =
A h, h2 (hl h)

-- 112 demostracién
example
(h1 : P — Q)
(h2 : —Q)
: P =
-- by hint
by tauto
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-- 122 demostracioén
example

(h1 : P — Q)

(h2 : —Q)

: P =
by finish

2.3.4. Pruebasde P - (Q — R),P, -RI--Q

m Enlaces al cddigo, a la sesidon en Lean Web y al video.

-- Pruebas de P — (Q — R), P, =R - —Q

-- Ej. 1 (p. 7). Demostrar
T P%(O%R)IPI_‘RF_‘O

import tactic
variables (P Q R : Prop)

-- 12 demostracién
example
(h1 : P — (Q — R))
(h2 : P)
(h3 : —R)
: —Q :=
have h4 : Q — R,
from hl h2,
show —Q,
from mt h4 h3

-- 22 demostracion
example

(h1 : P — (Q — R))

(h2 : P)

(h3 : —R)

: Q :=
have h4 : Q —+ R := hl h2,
show —Q,


./src/1_Proposicional/Pruebas_de_P→(Q→R),P,¬R⊢¬Q.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/1_Proposicional/Pruebas_de_P→(Q→R),P,¬R⊢¬Q.lean
https://youtu.be/VEyvycuVmdI
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from mt h4 h3

-- 32 demostracidn
example
(h1 : P — (Q — R))
(h2 : P)
(h3 : —R)
: —Q :=
show —Q,
from mt (hl h2) h3

-- 42 demostracion
example
(h1 : P — (Q — R))
(h2 : P)
(h3 H ﬁR)
: —Q =
-- by library search
mt (hl h2) h3

-- 52 demostracién
example
(h1 : P — (Q — R))
(h2 : P)
(h3 H ﬁR)
: Q :=
begin
intro h4,
apply h3,
apply (hl h2),
exact h4,
end

-- 62 demostracion
example

(h1 : P — (Q — R))

(h2 : P)

(h3 : —R)

: —Q :=
begin

intro h4,

apply h3,

exact (hl h2) h4,
end
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-- 72 demostracidn
example

(h1 : P — (Q — R))

(h2 : P)

(h3 : —R)

Q=
begin

intro h4,

exact h3 ((hl h2) h4),
end

-- 82 demostracidn
example
(h1 : P — (Q — R))
(h2 : P)
(h3 : —R)
: Q :=
A h4, h3 ((hl h2) h4)
-- 92 demostracion
example
(h1 : P — (Q — R))
(h2 : P)
(h3 : —R)
: Q :=
-- by hint
by finish

2.3.5. PruebasdeP - Q- -Q — -P

» Enlaces al cddigo, a la sesién en Lean Web y al video.

-- Pruebas de P — Q v -Q — —P

-- Ej. 1. Demostrar
ok P—-QF —-Q — —P

import tactic

variables (P Q : Prop)


./src/1_Proposicional/Pruebas_de_P→Q⊢¬Q→¬P.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/1_Proposicional/Pruebas_de_P→Q⊢¬Q→¬P.lean
https://youtu.be/i-FV1lKxCfc
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-- 12 demostracion
example

(h1 : P — Q)

: Q = P :=
assume h2 : —Q,
show —P,

from mt hl h2

-- 22 demostracion
example

(h1 : P — Q)

: Q —» =P :=
assume h2 : —Q, mt hl h2

-- 32 demostracidn
example

(h1 : P — Q)

: Q —» =P :=
A h2, mt hl h2

-- 42 demostracion
example
(h1 : P — Q)
:ﬁQ*)ﬁP:=
-- by library search
mt hl

-- 52 demostracion

example

(h1 : P — Q)

: Q — =P :=
begin

intro h2,

exact mt hl h2,
end

-- 62 demostracion
example

(h1 : P — Q)

: Q —» =P :=
begin

intro h2,

intro h3,

apply h2z,
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apply hl,
exact h3,
end

-- 72 demostracion
example

(h1 : P — Q)

: Q —» =P :=
begin

intro h2,

intro h3,

apply h2,

exact hl h3,
end

-- 82 demostracion
example

(h1 : P — Q)

: Q —» =P :=
begin

intro h2,

intro h3,

exact h2 (hl h3),
end

-- 92 demostracidn
example

(h1 : P — Q)

: Q — =P :=
begin

intros h2 h3,

exact h2 (hl h3),
end

-- 102 demostraciodn
example

(h1 : P — Q)

: Q — =P :=
A h2 h3, h2 (hl h3)

-- 112 demostracioén
example

(hl1 : P — Q)

: Q - P :=
-- by hint
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by tauto

-- 122 demostracion
example

(h1 : P — Q)

: Q = =P :=
by finish

2.3.6. Regla de introduccion de la doble negacion: P
_|_|P

» Enlaces al cddigo, a la sesién en Lean Web y al video.

-- Regla de introduccidn de la doble negacidn

- PF —P

import tactic
variable (P : Prop)

-- 12 demostracidn
example

(h1 : P)

: P =
not.intro

( assume h2: —P,

show false,
from h2 hl)

-- 22 demostracion
example

(h1 : P)

: =P =
assume h2: —P,
show false,

from h2 hl

-- 32 demostracion


./src/1_Proposicional/Prueba_de_la_regla_de_introduccion_de_la_doble_negacion.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/1_Proposicional/Prueba_de_la_regla_de_introduccion_de_la_doble_negacion.lean
https://youtu.be/F2UbA4n7XkU
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example
(h1 : P)
: =P =

assume h2: =P, h2 hl

-- 42 demostracidn
example

(h1 : P)

: P =

A h2, h2 hl

-- 52 demostracion
example

(h1 : P)

: =P =

not not.mpr hl

-- 62 demostracién
example

(h1 : P)

: =P =
-- by library search
not not intro hl

-- 72 demostracion
example

(h1 : P)

: =P =
begin

intro h2,

exact h2 hl,

end

-- 82 demostracion
example
(h1 : P)
: =P =
-- by hint
by tauto

-- 92 demostracién
example

(h1 : P)

: P =

by finish
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2.3.7. Pruebasde Q - PP - ——Q

= Enlaces al cédigo, a la sesién en Lean Web y al video.

-- Pruebas de -Q — —-P F P — =0

-- Ej. 1. (p. 9) Demostrar
- - -Q - PF P — =0

import tactic
variables (P Q : Prop)

-- 12 demostracidn
example

(h1 : =Q — —P)

: P — —-=Q :=
assume h2 : P,
have h3 : ——P,

from not not intro h2,
show ——Q,

from mt hl h3

-- 22 demostracion
example
(h]. : Q — —|P)
: P — —-—Q :=
assume h2 : P,
have h3 : =P := not not intro h2,
show ﬁﬁQ,
from mt hl h3

-- 32 demostracién

example
(h1 : =Q — —=P)
P —- —Q :=

assume h2 : P,

show ——Q,
from mt hl (not not intro h2)

-- 42 demostracion
example


./src/1_Proposicional/Pruebas_de_¬Q→¬P⊢P→¬¬Q.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/1_Proposicional/Pruebas_de_¬Q→¬P⊢P→¬¬Q.lean
https://youtu.be/QVGb8OWjWvY
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(h1 : =Q — —P)
P — —=Q :=
assume h2 : P, mt hl (not not intro h2)

-- 52 demostracién
example
(h1 : =Q — —P)
P —+ ——Q :=
A h2, mt hl (not not intro h2)

-- 62 demostracién
example
(h1 : =Q — —P)
P — —-—Q :=
-- by library search
imp not comm.mp hl

-- 72 demostracion

example
(h1 : =Q — —P)
P — ﬁﬁQ =
begin
intro h2,
apply mt hl,
apply not not intro,
exact h2,
end

-- 82 demostracion

example

(h1 : =Q — —P)

P — ——Q :=

begin

intro h2,

apply mt hl,

exact not not intro h2,
end

-- 92 demostracioén
example
(hl : Q — ﬁP)
P —» —-—Q :=
begin
intro h2,
exact mt hl (not not intro h2),



2.3. Reglas de la negacién

end

-- 102 demostracién
example
(h1 : =Q — —P)
: P — —-=Q :=
A h2, mt hl (not not intro h2)

-- 112 demostracion

example
(h1 : =Q — —P)
:P*>—|ﬁ01=

begin
intro h2,
intro h3,
have h4 : —P := hl h3,
exact h4 h2,

end

-- 122 demostracién
example

(h1 : -Q — —P)

: P — —-=Q :=
begin

intros h2 h3,

exact (hl h3) h2,
end

-- 132 demostracidn
example

(h1 : -.Q — —P)

: P — —Q :=
A h2 h3, (hl h3) h2

-- 142 demostracioén
example

(h1 : =Q — —P)

: P — —-—Q :=
-- by hint
by tauto

-- 152 demostracidn
example

(h1 : -.Q — —P)

: P — —-—Q :=
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by finish

2.4. Reglas de la disyuncion

2.4.1. Reglas de introduccion de la disyuncidn

» Enlaces al cddigo, a la sesién en Lean Web y al video.

-- Reglas de introduccidn de la disyuncién

import tactic

variables (P Q R : Prop)

- PFPVQ

-- 12 demostracién
example
(h : P)
P Vv Q=
or.intro left Q h

-- 22 demostracion
example

(h : P)

: P Vv Q=
-- by library search
or.inl h

-- 32 demostracidn
example
(h : P)
PV Q:=
-- by hint
by tauto

-- 42 demostracion
example


./src/1_Proposicional/Reglas_de_introduccion_de_la_disyuncion.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/1_Proposicional/Reglas_de_introduccion_de_la_disyuncion.lean
https://youtu.be/vJzydeiWvOc
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(h = P)
PV Q:=
by finish

-- Ej. 2. Demostrar
-- PANQFPVR R

-- 12 demostracién
example

(hl1 : P A Q)

: PVR:=
have h2 : P,

from and.elim left hl,
show P V R,

from or.inl h2

-- 22 demostracién
example
(h1 : P A Q)
: P VR :=
have h2 : P,
from hl.1,
show P V R,
from or.inl h2

-- 32 demostracién
example

(h1 : P A Q)

: P VR :=
have h2 : P := hl.1,
show P V R,

from or.inl h2

-- 42 demostracion
example

(hl1 : P A Q)

: PV R :=
show P V R,

from or.inl hl.1

-- 52 demostracion
example
(hl1 : P A Q)
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: PV R :=
-- by suggest
or.inl hl.1

-- 62 demostracion
example
(h1 : P A Q)
: PVR:=
-- by hint
by tauto

-- 72 demostracidn
example

(h1 : P A Q)

: P VR :=
by finish

-- Ej. 3. Demostrar
- - Q+-PVAQ

-- 12 demostracién
example
(h Q)
P Vv Q=
or.intro right P h

-- 22 demostracion
example
(h Q)
P Vv Q=
-- by suggest
or.inr h

-- 32 demostracidn
example
(h : Q)
: PVvaQ:=
-- by hint
by tauto

-- 42 demostracion
example
(h : Q)
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P Vv Q=
by finish

-- Ej. 4. Demostrar
-- PAQFRYVAQ

-- 12 demostracidn
example

(hl1 : P A Q)

: RV Q:=
have h2 : Q,

from and.elim right hl,
show R V Q,

from or.inr h2

-- 22 demostracion
example
(hl1 : P A Q)
: RV Q:=
have h2 : Q,
from hl.2,
show R V Q,
from or.inr h2

-- 32 demostracién
example

(hl1 : P A Q)

: RV Q:=
have h2 : Q := hl.2,
show R V Q,

from or.inr h2

-- 42 demostracidn
example

(h1 : P A Q)

: RV Q:=
show R V Q,

from or.inr hl.2

-- 52 demostracion
example

(hl1 : P A Q)

: RV Q:=
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-- by suggest
or.inr hl.2

-- 62 demostracioén
example
(h1 : P A Q)
: RvQ:=
-- by hint
by tauto

-- 72 demostracion
example

(hl1 : P A Q)

: RV Q :=
by finish

2.4.2. Regla de eliminacion de la disyuncion

= Enlaces al cédigo, a la sesiéon en Lean Web y al video.

-- Regla de eliminacidén de la disyuncién

import tactic

variables (P Q R :

-- Ej. 1. (p. 11) Demostrar
-- PvaQ P—-R Q—RFR

-- 12 demostracion

example
(hl1 : P Vv Q)
(h2 : P — R)
(h3 : Q — R)
: R :=

or.elim hl h2 h3

-- 22 demostracion
example
(hl1 : P Vv Q)


./src/1_Proposicional/Regla_de_eliminacion_de_la_disyuncion.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/1_Proposicional/Regla_de_eliminacion_de_la_disyuncion.lean
https://youtu.be/dpjRLUgJGK0
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(h2 : P — R)
(h3 : Q — R)
: R :=

hl.elim h2 h3

-- 32 demostracion

example
(h1 : P Vv Q)
(h2 : P — R)
(h3 : Q — R)
: R :=

-- by library search
or.rec h2 h3 hl

-- 42 demostracion

example
(h1 : P Vv Q)
(h2 : P — R)
(h3 : Q — R)
: R :=
begin

cases hl with hP hQ,

{ exact h2 hP, },

{ exact h3 hQ, },
end

-- 52 demostracion

example
(h1 : P Vv Q)
(h2 : P — R)
(h3 : Q — R)
: R :=

-- by hint

by tauto

-- 62 demostracion

example
(h1 : P Vv Q)
(h2 : P — R)
(h3 : Q — R)
: R :=

by finish
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2.4.3. PruebasdePVvQI--QVP

= Enlaces al cédigo, a la sesién en Lean Web y al video.

-- Pruebas de PV QF Q VvV P

import tactic

variables (P Q R : Prop)

-- Ej. 1. (p. 11) Demostrar
-- PVQFQVP

-- 12 demostracidn
example
(h1 : P Vv Q)
:Q Vv P :=
or.elim hl
( assume h2 : P,
show Q V P,
from or.inr h2 )
( assume h3 : Q,
show Q V P,
from or.inl h3 )

-- 22 demostracion
example
(h1 : P Vv Q)
:Q VvV P :=
or.elim hl
(A h, or.inr h )
(A h, or.inl h )

-- 32 demostracion
example
(h1 : P Vv Q)
:Q Vv P =
or.elim hl or.inr or.inl

-- 42 demostracidn
example
(h1 : P Vv Q)


./src/1_Proposicional/Pruebas_de_P∨Q⊢Q∨P.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/1_Proposicional/Pruebas_de_P∨Q⊢Q∨P.lean
https://youtu.be/s2HlWqZPJAE
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:Q Vv P =
hl.elim or.inr or.inl

-- 52 demostracidn
example

(h1 : P Vv Q)

:Q VP :=
or.rec or.inr or.inl hl

-- 62 demostracioén
example
(h1 : P Vv Q)
:Q Vv P :=
-- by library search
or.swap hl

-- 72 demostracidn
example
(h1 : P v Q)
:QV P :=
begin
cases hl with h2 h3,
{ exact or.inr h2, 1},
{ exact or.inl h3, },
end

-- 72 demostracion
example

begin
cases <P v Qb),
{ exact or.inr IPI, },
{ exact or.inl IQI, },

end

-- 82 demostracion
example
(h1 : P Vv Q)
:Q VvV P =
begin
cases hl with h2 h3,
{ right,
exact h2, 1},
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{ left,
exact h3, 1},
end

-- 92 demostracion
example
(hl1 : P Vv Q)
:Q Vv P :=
-- by hint
by tauto

-- 102 demostracioén
example

(h1 : P Vv Q)

:Q Vv P =
by finish

-- Ej. 2 (p. 12). Demostrar
-- Q - RFPVQ—PVR R

-- 12 demostracion
example
(h1 : Q — R)
:PVQ—PVR:=
assume h2 : P Vv Q,
or.elim h2
( assume h3 : P,
show P V R,
from or.inl h3 )
( assume h4 : Q,
have h5 : R := hl h4,
show P V R,
from or.inr h5 )

-- 22 demostracidn
example
(h1 : Q — R)
:PVvQ —>PVR:=
assume h2 : P V Q,
or.elim h2
( assume h3 : P, or.inl h3 )
( assume h4 : Q,
show P V R,
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from or.inr (hl h4) )

-- 32 demostracion
example
(h1 : Q — R)
:PVvQ—PVR:=
assume h2 : P V Q,
or.elim h2
( assume h3 : P, or.inl h3 )
( assume h4 : Q, or.inr (hl h4) )

-- 42 demostracion
example

(h1 : Q — R)

:PVvQ—PVR:=
assume h2 : P Vv Q,
or.elim h2

(A h3, or.inl h3 )

(A hd4, or.inr (hl h4) )

-- 52 demostracién
example

(h1 : Q — R)

:PVQ—PVR:=
assume h2 : P VvV Q,
or.elim h2

or.inl

(A h, or.inr (hl h) )

-- 62 demostracién
example
(h1 : Q — R)
:PVQ—PVR:=
A h2, or.elim h2 or.inl (A h, or.inr (hl h))

-- 72 demostracion
example
(h1 : Q — R)
:PVvQ—PVR:=
A h2, or.elim h2 or.inl (or.inr [d h1)

-- 82 demostracidn
example
(hl1 : Q — R)
:PVvQ—~PVR:=
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A h2, h2.elim or.inl (or.inr [o hl)

-- 92 demostracién
example

(h1 : Q — R)

PV Q—PVR:=
-- by library search
or.imp right hl

-- 102 demostracién
example
(h1 : Q — R)
:PVQ—PVR:=
begin
intro h2,
cases h2 with h3 h4,
{ exact or.inl h3, 1},
{ exact or.inr (hl h4), },
end

-- 112 demostracién
example
(h1 : Q — R)
:PVvQ—PVR:=
begin
intro h2,
cases h2 with h3 h4,
{ left,
exact h3, 1},
{ right,
exact (hl h4), 1},
end

-- 122 demostracién
example
(h1 : Q — R)
:PVQ—PVR:=
begin
rintro (h3 | h4),
{ left,
exact h3, 1},
{ right,
exact (hl h4), },
end
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-- 132 demostracién
example
(h1 : Q — R)
:PVvQ —>PVR:
-- by hint
by tauto

-- 142 demostracioén
example
(h1 : Q — R)
:PVvQ—PVR:
by finish

-- Ej. 4 (p. 15). Demostrar
== -PVQFP—=Q

-- 12 demostracion

example
(h1 : =P Vv Q)
P — Q :=
assume h2 : P,
or.elim hl

( assume h3 : =P,
have h4 : false,
from h3 h2,
show Q,
from false.elim h4)
( assume h5 : Q,
show Q, from h5)

-- 22 demostracion

example
(h1 : =P Vv Q)
P —>Q :=
assume h2 : P,
or.elim hl

( assume h3 : —P,
have h4 : false,
from h3 h2,
show Q,
from false.elim h4)
( assume h5 : Q, h5)
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-- 32 demostracidn
example
(h1 : =P Vv Q)
P — Q :=
assume h2 : P,
or.elim hl
( assume h3 : =P,
have h4 : false,
from h3 h2,
show Q,
from false.elim h4)
(A h5, h5)

-- 42 demostracidn
example
(h1 : =P Vv Q)
P — Q :=
assume h2 : P,
or.elim hl
( assume h3 : =P,
have h4 : false,
from h3 h2,
show Q,
from false.elim h4)
id

-- 52 demostracion
example
(h1 : =P Vv Q)
P — Q :=
assume h2 : P,
or.elim hl
( assume h3 : =P,
show Q,
from false.elim (h3 h2))
id

-- 62 demostracion
example
(h1 : =P Vv Q)
P —Q :=
assume h2 : P,
or.elim hl
( assume h3 :
id

—P, false.elim (h3 h2))
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-- 72 demostracion
example
(h1 : =P Vv Q)
P —> Q :=
assume h2 : P,
or.elim hl
(A h3, false.elim (h3 h2))
id

-- 82 demostracidn
example
(hl1 : =P Vv Q)
P — Q :=
A h2, or.elim hl (A h3, false.elim (h3 h2)) id

example
(h1 : =P Vv Q)
: P — Q :=
A h2, hl.elim (A h3, false.elim (h3 h2)) id

example
(h1 : =P Vv Q)
P —Q :=
A h2, hl.elim (A h3, (h3 h2).elim) id

-- 92 demostracidn
example

(h1 : =P Vv Q)

P — Q :=
-- by library search
imp iff not or.mpr hl

-- 102 demostracioén
example
(h1 : =P Vv Q)
P — Q :=
begin
intro h2,
cases hl with h3 h4,
{ apply false.rec,
exact h3 h2, 1},
{ exact h4, 1},
end
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-- 112 demostracién
example
(h1 : =P Vv Q)
P —- Q :=
begin
intro h2,
cases hl with h3 h4,
{ exact false.elim (h3 h2), 1},
{ exact h4, 1},
end

-- 122 demostracién
example

(h1 : =P v Q)

P — Q :=
begin

intro h2,

cases hl with h3 h4,

{ exfalso,

exact h3 h2, },

{ exact h4, 1},

end

-- 132 demostracioén
example
(h1 : =P Vv Q)
P —>Q :=
-- by hint
by tauto

-- 142 demostracioén
example

(h1 : =P Vv Q)

P — Q :=
by finish

2.4.4. Pruebasde Q - R-FPVQ—-PVR

= Enlaces al cédigo, a la sesiéon en Lean Web y al video.

-- Pruebas de Q - R+ PV Q — P VR



./src/1_Proposicional/Pruebas_de_Q→R⊢P∨Q→P∨R.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/1_Proposicional/Pruebas_de_Q→R⊢P∨Q→P∨R.lean
https://youtu.be/mNT4FFBjGtk
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-- Ej. 1. (p. 12) Demostrar
-- Q - RFPVQ—PVR R

import tactic
variables (P Q R : Prop)

-- 12 demostracidn
example
(h1 : Q — R)
:PVvQ—PVR:=
assume h2 : P V Q,
or.elim h2
( assume h3 : P,
show P V R,
from or.inl h3 )
( assume h4 : Q,
have h5 : R := hl h4,
show P V R,
from or.inr h5 )

-- 22 demostracion
example
(h1 : Q — R)
:PVQ—PVR:=
assume h2 : P VvV Q,
or.elim h2
( assume h3 : P, or.inl h3 )
( assume h4 : Q,
show P V R,
from or.inr (hl h4) )

-- 32 demostracién
example
(h1 : Q — R)
:PVQ—PVR:=
assume h2 : P VvV Q,
or.elim h2
( assume h3 : P, or.inl h3 )
( assume h4 : Q, or.inr (h1l h4) )

-- 42 demostracion
example
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(h1 : Q — R)

:PVQ—PVR:=
assume h2 : P VvV Q,
or.elim h2

(A h3, or.inl h3)

(A h4, or.inr (h1l h4))

-- 52 demostracién
example

(h1 : Q — R)

:PVQ—PVR:=
assume h2 : P VvV Q,
or.elim h2

or.inl

(A h, or.inr (hl h) )

-- 62 demostracidn
example
(hl1 : Q — R)
:PVvQ—PVR:=
A h2, or.elim h2 or.inl (A h, or.inr (hl h))

-- 72 demostracion
example
(h1 : Q — R)
:PVQ—PVR:=
A h2, h2.elim or.inl (A h, or.inr (hl h))

-- 82 demostracidn

example
(hl1 : Q — R)
:PVvQ—PVR:=

A h2, h2.elim or.inl (or.inr [o h1)

-- 92 demostracion
example

(h1 : Q — R)

PV Q—~PVR:=
-- by library search
or.imp right hl

-- 102 demostracién
example
(hl1 : Q — R)
:PVvQ—~PVR:=
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begin
intro h2,
cases h2 with h3 h4,
{ left,
exact h3, },
{ right,
exact (hl h4), 1},
end

-- 112 demostracioén
example
(h1 : Q — R)
:PVvQ—PVR:=
begin
rintro (h3 | h4),
{ left,
exact h3, 1},
{ right,
exact (hl h4), 1},
end

-- 122 demostracién
example
(h1 : Q — R)
:PVvQ—PVR:=
begin
rintro (h3 | h4),
{ exact or.inl h3, 1},
{ exact or.inr (h1l h4), 1},
end

-- 132 demostracioén
example
(h1 : Q — R)
PV Q—PVR:
-- by hint
by tauto

-- 142 demostracién
example
(h1 : Q — R)
:PVvQ—>PVR:
by finish
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2.4.5. Pruebasde PVQ-P—-Q

= Enlaces al cédigo, a la sesién en Lean Web y al video.

-- Prueba de =P VvV Q P — Q

-- Ej. 1. (p. 15) Demostrar
== -PVQFP—=Q

import tactic
variables (P Q : Prop)

-- 12 demostracidn
example
(h1 : =P v Q)
P —- Q :=
assume h2 : P,
or.elim hl
( assume h3 : =P,
have h4 : false,
from h3 h2,
show Q,
from false.elim h4)
( assume h5 : Q,
show Q, from h5)

-- 22 demostracién
example
(hl1 : =P Vv Q)
P —>Q :=
assume h2 : P,
or.elim hl
( assume h3 : —P,
have h4 : false,
from h3 h2,
show Q,
from false.elim h4)
( assume h5 : Q, h5)

-- 32 demostracion
example


./src/1_Proposicional/Prueba_de_¬P∨Q⊢P→Q.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/1_Proposicional/Prueba_de_¬P∨Q⊢P→Q.lean
https://youtu.be/HdZbvRLqTW4
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(h1 : =P Vv Q)
P —>Q :=
assume h2 : P,
or.elim hl
( assume h3 : —P,
have h4 : false,
from h3 h2,
show Q,
from false.elim h4)
(A h5, h5)

-- 42 demostracion

example
(h1 : =P Vv Q)
P —>Q :=
assume h2 : P,
or.elim hl

( assume h3 : —P,
have h4 : false,
from h3 h2,
show Q,
from false.elim h4)
id

-- 52 demostracion
example
(h1 : =P Vv Q)
P —>Q :=
assume h2 : P,
or.elim hl
( assume h3 : =P,
show Q,
from false.elim (h3 h2))
id

-- 62 demostracion

example
(h1 : =P Vv Q)
: P — Q :=
assume h2 : P,
or.elim hl

( assume h3 : =P, false.elim (h3 h2))

id

-- 72 demostracion
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example
(h1 : =P Vv Q)
P —Q :=
assume h2 : P,
or.elim hl
(A h3, false.elim (h3 h2))
id

-- 82 demostracidn
example
(h1 : =P v Q)
P —Q :=
A h2, or.elim hl (X h3, false.elim (h3 h2)) id

example
(h1 : =P Vv Q)
P —Q :=
A h2, hl.elim (A h3, false.elim (h3 h2)) id

example
(h1 : =P Vv Q)
P —>Q :=
A h2, hl.elim (A h3, (h3 h2).elim) id

-- 92 demostracién
example
(h1 : =P Vv Q)
P — Q :=
-- by library search
imp iff not or.mpr hl

-- 102 demostracién
example
(h1 : =P Vv Q)
P —>Q :=
begin
intro h2,
cases hl with h3 h4,
{ apply false.rec,
exact h3 h2, 1},
{ exact h4, 1},
end

-- 112 demostracioén
example
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(h1 : =P Vv Q)
P —>Q :=
begin
intro h2,
cases hl with h3 h4,
{ exact false.elim (h3 h2), },
{ exact h4, 1},
end

-- 122 demostracién
example

(h1 : =P Vv Q)

P — Q :=
begin

intro h2,

cases hl with h3 h4,

{ exfalso,

exact h3 h2, },

{ exact h4, 1},

end

-- 132 demostracién
example
(h1 : =P Vv Q)
P —Q :=
-- by hint
by tauto

-- 142 demostracidn
example
(h1 : =P Vv Q)
P —- Q :=
by finish

2.5. Reglas del bicondicional

2.5.1. Regla de introduccion del bicondicional en P A Q
<+ QAP

» Enlaces al cddigo, a la sesién en Lean Web y al video.


./src/1_Proposicional/Regla_de_introduccion_del_bicondicional_en_P∧Q↔Q∧P.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/1_Proposicional/Regla_de_introduccion_del_bicondicional_en_P∧Q↔Q∧P.lean
https://youtu.be/CX55HDaKV7M
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-- Regla de introduccidn del bicondicional

-- PAQ <+ QAP

import tactic
variables (P Q : Prop)

-- 12 demostracion

example : P A Q < Q A P :=
iff.intro
( assume hl : P A Q,
have h2 : P,
from and.elim left hl,
have h3 : Q,
from and.elim right hl,
show Q A P,
from and.intro h3 h2)
( assume h4 : Q A P,
have h5 : Q,
from and.elim left h4,
have h6 : P,
from and.elim right h4,
show P A Q,

from and.intro h6é h5)

-- 22 demostracion
example : P A Q <+ Q AP :=
iff.intro
( assume hl :
have h2 : P,
from hl.1,
have h3 : Q,
from hl.2,
show Q A P,
from and.intro h3 h2)
( assume h4 : Q A P,
have h5 : Q,
from h4.1,
have h6 : P,
from h4.2,

P A Q,



2.5. Reglas del bicondicional

69

show P A Q,
from and.intro h6 h5)

-- 32 demostracion
example : P A Q < Q AP :=
iff.intro
( assume hl : P A Q,

have h2 : P := hl.1,

have h3 : Q := hl.2,

show Q A P,

from and.intro h3 h2)

( assume h4 : Q A P,
have h5 : Q := h4.1,
have hé : P := h4.2,
show P A Q,

from and.intro h6 h5)

-- 42 demostracidn
example : P A Q < Q AP :=
iff.intro
( assume hl : P A Q,
show Q A P,
from and.intro hl.2 hl.1)
( assume h4 : Q A P,
show P A Q,
from and.intro h4.2 h4.1)

-- 52 demostracion
example : P A Q < Q AP :=
iff.intro

( assume hl :

P A Q, and.intro hl.2 hl.1)
( assume h4 : Q A P

, and.intro h4.2 h4.1)

-- 62 demostracion
example : P A Q <+ Q AP :=
iff.intro

( assume hl :

P AQ, (h1.2, hl.1))
( assume h4 : Q A P

, (h4.2, h4.1))

-- 72 demostracidn
example : P A Q < Q AP :=
iff.intro
(A h, (h.2, h.1))
(A h, (h.2, h.1))
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-- 82 demostracidn
example : P A Q < Q AP :=
iff.intro

(A (hP, hQ), (hQ, hP))

(A (hQ, hP), (hP, hQ))

-- 92 demostracion
lemma aux :

PAQ — QAP :=
Ah, (h.2, h.1)

example : P A Q < Q AP :=
iff.intro (aux P Q) (aux Q P)

-- 102 demostracioén
example : P A Q < Q AP :
-- by library search
and.comm

-- 112 demostracioén
example : P A Q < Q AP :
begin
split,
{ intro hl,
cases hl with h2 h3,
split,
{ exact h3, 1},
{ exact h2, }},
{ intro h4,
cases h4 with h5 h6,
split,
{ exact ho6, },
{ exact h5, }},
end

-- 122 demostracioén
example : P A Q < Q AP :=
begin
split,
{ rintro (h2, h3),
split,
{ exact h3, 1},
{ exact h2, }},
{ rintro (h5, h6),
split,
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{ exact ho6, },
{ exact h5, }},
end

-- 132 demostracién
example : P A Q < Q AP :=
begin
constructor,
{ rintro (h2, h3),
constructor,
{ exact h3, },
{ exact h2, }},
{ rintro (h5, h6),
constructor,
{ exact h6, },
{ exact h5, }},
end

-- 142 demostracién
example : P A Q < Q AP :
-- by hint

by tauto

-- 152 demostracioén
example : P A Q < Q AP :
by finish

2.5.2. Reglas de eliminacion del bicondicional en P « Q,
PvQrFPAQ

m Enlaces al cddigo, a la sesidon en Lean Web y al video.

-- Reglas de eliminacion del condicional

-- Ej. 1. (p. 18) Demostrar
-- P+ Q, PVQFPARQ

import tactic


./src/1_Proposicional/Regla_de_eliminacion_del_bicondicional_en_P↔Q,P∨Q|-P∧Q.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/1_Proposicional/Regla_de_eliminacion_del_bicondicional_en_P↔Q,P∨Q|-P∧Q.lean
https://youtu.be/U3U8bXiKPF8
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variables (P Q : Prop)

-- 12 demostracion

example
(h1 : P « Q)
(h2 : P v Q)
PAQ:=
or.elim h2

( assume h3 : P,
have h4 : P — Q,
from iff.elim left hl,
have h5 : Q,
from h4 h3,
show P A Q,
from and.intro h3 h5 )
( assume h6 : Q,
have h7 : Q — P,
from iff.elim right hl,
have h8 : P,
from h7 h6,
show P A Q,
from and.intro h8 h6 )

-- 22 demostracion

example
(h1 : P « Q)
(h2 P Vv Q)
P AQ :=
or.elim h2

( assume h3 : P,
have h4 : P — Q := hl.1,
have h5 : Q := h4 h3,
show P A Q, from (h3, h5) )
( assume h6 : Q,
have h7 : Q — P := hl.2,
have h8 : P := h7 h6,
show P A Q, from (h8, h6) )

-- 32 demostracion

example
(h1 : P <~ Q)
(h2 : P Vv Q)
P AQ =

or.elim h2
( assume h3 : P,
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show P A Q, from (h3, (hl.1 h3)) )
( assume h6 : Q,
show P A Q, from (h1l.2 h6, h6) )

-- 42 demostracion

example
(h1 : P <~ Q)
(h2 : P Vv Q)
'P/\Q'=
or.elim h2

(Ah, (h, (h1.1 h)))
(A, (h1.2 h, h))

example
(h1 : P <~ Q)
(h2 : P Vv Q)
P AQ =
h2.elim

(M, (h, (h1.1 h)))
(M, (h1.2 h, h))

-- 52 demostracidn
example
(h1 : P + Q)
(h2 : P Vv Q)
: PAQ :=
begin
cases h2 with h3 h4,
{ split,
{ exact h3, 1},
{ apply hl.mp,
exact h3, }},
{ split,
{ apply hl.mpr,
exact h4, 1},
{ exact h4, }},
end

-- 62 demostracion
example

(h1 : P + Q)

(h2 : P Vv Q)

P AQ :=
begin

cases h2 with h3 h4,
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{ split,
{ exact h3, 1},
{ rw | hi,
exact h3, }},
{ split,
{ rw hl,
exact h4, 1},
{ exact h4, }},
end

-- 72 demostracion
example
(h1 :

-- by hint
by tauto

- 82 demostracién
example
(h1 : P + Q)
(h2 : P Vv Q)
P AQ =
by finish

-- 92 demostracion

example
(h1 : P <~ Q)
(h2 : P Vv Q)
P AQ :=
begin
simp [hl] at h2 |-
assumption,
end

2.6. Reglas de la ldgica clasica

2.6.1. Pruebas de la regla de reduccion al absurdo

m Enlaces al cddigo, a la sesidon en Lean Web y al video.


./src/1_Proposicional/Prueba_de_la_regla_de_reduccion_al_absurdo.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/1_Proposicional/Prueba_de_la_regla_de_reduccion_al_absurdo.lean
https://youtu.be/3HLxFpKjld8
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-- Prueba de la regla de reduccién al absurdo

import tactic

variable (P : Prop)

-- Ej. 1 (p. 22) Demostrar que
-- -P — false - P

-- 12 demostracién
example
(h1 : =P — false)
: P =
have h2 : ——P, from
assume h3 : =P,
show false, from hl h3,
show P, from not not.mp h2

-- 22 demostracién
example
(h1 : =P — false)
: P =
begin
apply not not.mp,
intro h2,
exact hl h2,
end

-- 32 demostracion
example
(h1 : =P — false)
P o=
begin
apply not not.mp,
exact A h2, hl h2,
end

-- 42 demostracidn
example

(hl1 : =P — false)

P o=
not not.mp (A h2, hl h2)
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-- #print axioms not not

-- 52 demostracioén
example
(h1 : =P — false)
P o=
-- by library search
by contra hl

-- #print axioms by contra

-- 62 demostracidn
Lemma RAA
(h1 : =P — false)
P =
-- by hint
by finish

-- #print axioms RAA

2.6.2. Pruebas de la eliminacion de la doble negacidn

» Enlaces al cddigo, a la sesién en Lean Web y al video.

-- Pruebas de la eliminacidén de la doble negacién

-- Ej. 1. Demostrar
-- -—P = P

import tactic
variable (P : Prop)
open_locale classical
-- 12 demostracion
example

(hl 5 ﬁﬁP)
: P =


./src/1_Proposicional/Pruebas_de_la_eliminacion_de_la_doble_negacion.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/1_Proposicional/Pruebas_de_la_eliminacion_de_la_doble_negacion.lean
https://youtu.be/_nP_5KvwWUM
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by contra
( assume h2 : =P,
show false,
from hl h2 )

-- 22 demostracion
example
(h]. 0 ﬂﬁP)
: P =
by contra
( assume h2 : —P,
hl h2 )

-- 32 demostracion
example

(hl 5 ﬁﬁP)

N PR=
by contra (A h2, hl h2)

-- 42 demostracién
example

(h1 : —=P)

P o=
-- by library search
not not.mp hl

-- 52 demostracion
example
(hl : ——P)
P o=
begin
by contradiction h2,
exact hl h2,
end

-- 62 demostracion
example
(hl 5 ﬁﬁP)
N PR=
-- by hint
by tauto
-- 72 demostracién

lemma aux
(hl g ﬁﬁP)
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: P =
by finish

-- #print axioms aux

2.6.3. Pruebas del principio del tercio excluso

m Enlaces al cddigo, a la sesidon en Lean Web y al video.

-- Pruebas del principio del tercio excluso

--  FV —F

import tactic
variable (F : Prop)
open locale classical

-- 12 demostracidn
example : F V =F :=
by contradiction
( assume hl : —(F Vv —=F),
have h2 : —F, from
assume h3 : F,
have h4 : F Vv —F, from or.inl h3,
show false, from hl h4,
have h5 : F Vv —=F, from or.inr h2,
show false, from hl h5 )

-- 22 demostracion
example : F V =F :=
by contradiction
( assume hl : —(F Vv —=F),
have h2 : —F, from
assume h3 : F,
have h4 : F Vv —F, from or.inl h3,
show false, from hl h4,
have h5 : F Vv —=F, from or.inr h2,


./src/1_Proposicional/Pruebas_del_principio_del_tercio_excluso.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/1_Proposicional/Pruebas_del_principio_del_tercio_excluso.lean
https://youtu.be/XkVJ5Ypvw44
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hl h5 )

-- 32 demostracion
example : F vV —F :=
by contradiction
( assume hl : = (F Vv =F),
have h2 : —F, from
assume h3 : F,
have h4 : F v —F, from or.inl h3,
show false, from hl h4,
hl (or.inr h2) )

-- 42 demostracion
example : F V —=F :=
by contradiction
( assume hl : —(F Vv —=F),
have h2 : —F, from
assume h3 : F,
have h4 : F Vv —F, from or.inl h3,
hl h4,
hl (or.inr h2) )

-- 52 demostracion
example : F vV —F :=
by contradiction
( assume hl : = (F Vv =F),
have h2 : —F, from
assume h3 : F,
hl (or.inl h3),
hl (or.inr h2) )

-- 62 demostracién
example : F vV —F :=
by contradiction
( assume hl : —=(F Vv =F),
have h2 : —F, from
A h3, hl (or.inl h3),
hl (or.inr h2) )

-- 72 demostracidn
example : F V —F :=
by contradiction
( assume hl : —=(F Vv =F),
hl (or.inr (A h3, hl (or.inl h3))) )
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-- 82 demostracién
example : F V =F :=
by contradiction
(A hl, hl (or.inr (A h3, hl (or.inl h3))) )

-- 92 demostracién
example : F V —F :=
-- by library search
em F

-- #print axioms em

-- 102 demostracién
example : F vV —F :=
begin

by contra hl,

apply hl,

right,

intro h2,

apply hl,

left,

exact h2,
end

-- 112 demostracioén
example : F V =F :=
begin

by contra hl,

apply hl,

apply or.inr,

intro h2,

exact hl (or.inl h2),
end

-- 122 demostracién
example : F V =F :=
begin
by contra hl,
apply hl,
apply or.inr,
exact A h2, hl (or.inl h2),
end

-- 132 demostracion
example : F V —F :=
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begin

by contra hl,

apply hl,

exact or.inr (A h2, hl (or.inl h2)),
end

-- 142 demostracién
example : F vV —F :=
begin
by contra hl,
exact hl (or.inr (A h2, hl (or.inl h2))),
end

-- 152 demostracién
example : F V —F :=
by contra (A hl, hl (or.inr (Ah2, hl (or.inl h2))))

-- 162 demostracioén
example : F vV —F :=
begin

by contra hl,

apply hl,

right,

intro h2,

apply hl,

left,

exact h2,
end

-- 172 demostracién
example : F V —F :=
-- by hint

by tauto

-- 182 demostracion

example : F V =F :=
by finish

2.6.4. PruebasdeP - Q- -PVvQ

= Enlaces al cédigo, a la sesién en Lean Web y al video.


./src/1_Proposicional/Pruebas_de_P→Q⊢¬P∨Q.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/1_Proposicional/Pruebas_de_P→Q⊢¬P∨Q.lean
https://youtu.be/1_3Th-HOARI
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-- Pruebas de P — Q + =P VvV Q

-- Ej. 1. (p. 24) Demostrar
== P—-QF —-PVAQ

import tactic
variables (P Q : Prop)
open_locale classical

-- 12 demostracidn
example
(h1 : P — Q)
: 2PV Q :=
have h2 : P v —P,
from em P,
or.elim h2
( assume h3 : P,
have h4 : Q,
from hl h3,
show —P V Q,
from or.inr h4)
( assume h5 : =P,
show =P V Q,
from or.inl h5)

-- 22 demostracién
example
(h1 : P — Q)
: =P Vv Q :=
have h2 : P v —P,
from em P,
or.elim h2
( assume h3 : P,
have h4 : Q,
from hl h3,
show =P V Q,
from or.inr h4)
( assume h5 : =P,
or.inl h5)
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-- 32 demostracidn
example
(h1 : P — Q)
: PV Q:=
have h2 : P v —P,
from em P,
or.elim h2
( assume h3 : P,
have h4 : Q,
from hl h3,
show =P V Q,
from or.inr h4)
(A h5, or.inl h5)

-- 42 demostracion
example
(h1 : P — Q)
: 2PV Q :=
have h2 : P v —P,
from em P,
or.elim h2
( assume h3 : P,
have h4 : Q,
from hl h3,
or.inr h4)
(A h5, or.inl h5)

-- 52 demostracion
example
(h1 : P — Q)
: 2P Vv Q :=
have h2 : P v —P,
from em P,
or.elim h2
( assume h3 : P,
or.inr (hl h3))
(A h5, or.inl h5)

-- 62 demostracion
example

(h1 : P — Q)

: PV Q:=
have h2 : P v —P,

from em P,
or.elim h2
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(A h3, or.inr (hl h3))
(A h5, or.inl h5)

-- 72 demostracion
example
(h1 : P — Q)
: 2P Vv Q :=
or.elim (em P)
(A h3, or.inr (hl h3))
(A h5, or.inl h5)

example
(h1 : P — Q)
: =P Vv Q :=
(em P).elim
(A h3, or.inr (hl h3))
(A h5, or.inl h5)

-- 82 demostracién
example

(h1 : P — Q)

: PV Q:=
-- by library search
not or of imp hl

-- 92 demostracidn
example
(h1 : P — Q)
: 2P Vv Q :=
if h3 : P then or.inr (hl h3) else or.inl h3

-- 102 demostracioén
example

(h1 : P — Q)

: PV Q :=
begin

by cases h2 : P,

{ apply or.inr,

exact hl h2, 1},

{ exact or.inl h2, 1},

end

-- 112 demostracién
example
(h1 : P — Q)
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: PV Q:=
begin
by cases h2 : P,
{ exact or.inr (hl1l h2), },
{ exact or.inl h2, 1},
end

-- 122 demostracidn
example
(h1 : P — Q)
: P Vv Q :=
begin
by cases h2 : P,
{ right,
exact hl h2, 1},
{ left,
exact h2, 1},
end

-- 132 demostracién
example
(h1 : P — Q)
: 2P Vv Q :=
-- by hint
by tauto

-- 142 demostracién
example
(hl1 : P — Q)
: 2P Vv Q :=
-- by hint
by finish

2.6.5. Pruebasde P, ——(Q AR)-F —-—-—P AR

» Enlaces al cddigo, a la sesidon en Lean Web y al video.

-- Pruebas de P, ——(Q@ N R) - ——P A R

-- Ej. 1. (p. 5) Demostrar
-- P, -——(Q N R) - =——P AR


./src/1_Proposicional/Pruebas_de_P,¬¬(Q∧R)⊢¬¬P∧R.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/1_Proposicional/Pruebas_de_P,¬¬(Q∧R)⊢¬¬P∧R.lean
https://youtu.be/Ky8hmE_qCGM
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import tactic
variables (P Q R : Prop)
open_locale classical

-- 12 demostracion

example

(h1 : P)

(h2 : —=(Q A R))

: =P AR :=
have h3 : ——P, from not not intro hl,
have h4 : Q A R, from not not.mp h2,
have h5 : R, from and.elim right h4,

show ——P A R, from and.intro h3 h5

-- 22 demostracion

example

(h1 : P)

(h2 : —=—=(Q A R))

: =P AR :=
have h3 : ——P, from not not intro hl,
have h4 : Q A R, from not not.mp h2,
have h5 : R, from and.elim_right h4,

and.intro h3 h5

-- 32 demostracion

example

(h1 : P)

(h2 : =—=(Q A R))

: =P AR :=
have h3 : =P, from not not intro hl,
have h4 : Q A R, from not not.mp h2,
have h5 : R, from h4.2,

and.intro h3 h5

-- 52 demostracién
example
(h1 : P)
(h2 : =——(Q A R))
: =P AR :=

and.intro (not not intro hl) (not not.mp h2).
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-- 62 demostracion
example

(hl1 : P)

(h2 : ——=(Q A R))

: =P AR :=
begin

split,

{ exact not not intro hl, },

{ push _neg at h2,

exact h2.2, },

end

-- 72 demostracién
example
(h1 : P)
(h2 : =——(Q A R))
: =P AR :=
-- by hint
by tauto

-- 82 demostracidn
lemma aux
(hl : P)
(h2 : ——(Q
: =P AR :
by finish

R))

o>

-- #print axioms aux

2.6.6. Pruebas de P —-Q, Q~P

» Enlaces al cddigo, a la sesién en Lean Web y al video.

-- Pruebas de -P — Q, —Q - P

-- Ej. 1. (p. 7) Demostrar
o -P - Q, QFP

import tactic


./src/1_Proposicional/Pruebas_de_¬P→Q,¬Q⊢P.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/1_Proposicional/Pruebas_de_¬P→Q,¬Q⊢P.lean
https://youtu.be/WBN8Ml17uyM
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variables (P Q : Prop)
open_locale classical

-- 12 demostracion

example

(h1 : =P — Q)

(h2 : —Q)

P o=
have h3 : =P, from mt hl h2,
show P, from not not.mp h3

-- 22 demostracion

example
(h1 : =P — Q)
(h2 : —Q)
: P o=

not not.mp (mt hl h2)

-- 32 demostracidn
example
(h1 : =P — Q)
(h2 : —Q)
P o=
begin
by contra h3,
apply h2z,
exact hl h3,
end

-- 42 demostracion

example
(h1 : =P — Q)
(h2 : —Q)
: P o=

begin

by contra h3,
exact h2 (hl h3),
end

-- 52 demostracion

example
(h1 : =P — Q)

(h2 : —Q)
: P =
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by contra (A h3, h2 (hl h3))

-- 62 demostracion

example
(h1 : =P — Q)
(h2 : —Q)
- P =

by contra (A h3, (h2 o hl) h3)

-- 72 demostracion

example
(h1 : =P — Q)
(h2 : —Q)
P o=

by contra (h2 [o h1)

-- 82 demostracion

example
(h1 : =P — Q)
(h2 : —Q)
: P =

-- by library search
not not.mp (mt hl h2)

-- 92 demostracion
example
(h1 : =P — Q)
(h2 : —Q)
P o=
-- by hint
by tauto

-- 102 demostracioén
lemma aux
(h1 : =P — Q)
(h2 : —Q)
P o=
-- by hint
by finish

-- #print axioms aux
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2.6.7. Pruebas de (Q — R) = ((—Q — —-P) — (P — R))

= Enlaces al cédigo, a la sesién en Lean Web y al video.

-- Pruebas de (Q —- R) — ((-Q — —-P) — (P — R))

-- Ej. 1. (p. 10) Demostrar
-- (Q - R) — ((-Q = —P) = (P — R))

import tactic
variables (P Q R : Prop)

-- 12 demostracidn
example :
(Q - R) —» ((Q — =P) — (P — R)) :=
assume hl : Q — R,
show (-.Q — —-P) — (P — R), from
( assume h2 : -Q — —P,
show P — R, from
( assume h3 : P,
have h4 : ——P, from not not intro h3,
have h5 : ——Q, from mt h2 h4,
have h6 : Q, from not not.mp h5,
show R, from hl h6))

-- 22 demostracidn
example :
(Q—>R) - ((-Q - =P) — (P — R)) :=
assume hl : Q — R,
show (-Q — —P) — (P — R), from
( assume h2 : -Q — —P,
show P — R, from
( assume h3 : P,
have h4 : ——P, from not not intro h3,
have h5 : ——Q, from mt h2 h4,
have h6 : Q, from not not.mp h5,
hl h6))

-- 32 demostracion
example :
(Q - R) = ((-Q - =P) — (P — R)) :=


./src/1_Proposicional/Pruebas_de_(Q→R)→((¬Q→¬P)→(P→R)).lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/1_Proposicional/Pruebas_de_(Q→R)→((¬Q→¬P)→(P→R)).lean
https://youtu.be/j3eE39xwElY
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assume hl : Q — R,
show (-Q — —-P) — (P — R), from
( assume h2 : -Q — P,
show P — R, from
( assume h3 : P,
have h4 : ——P, from not not intro h3,
have h5 : ——Q, from mt h2 h4,
hl (not not.mp h5)))

-- 42 demostracién
example :
(Q - R) - ((=Q - =P) — (P — R)) :=
assume hl : Q — R,
show (-Q — —P) — (P — R), from
( assume h2 : =Q — —P,
show P — R, from
( assume h3 : P,
have h4 : ——P, from not not intro h3,
hl (not not.mp (mt h2 h4))))

-- 52 demostracién
example :
(Q - R) —» ((Q — =P) = (P — R)) :=
assume hl : Q — R,
show (-Q — —P) — (P — R), from
( assume h2 : -Q — —P,
show P — R, from
( assume h3 : P,
hl (not not.mp (mt h2 (not not intro h3)))))

-- 62 demostracion
example :

(Q = R) —» ((#Q —» =P) — (P — R)) :=
assume hl : Q — R,
show (-Q — -P) — (P — R), from

( assume h2 : -Q — —P,

show P — R, from
(Ah3, h1l (not not.mp (mt h2 (not not intro h3)))))

-- 72 demostracidn
example :
(Q - R) —» ((Q —» -P) — (P = R)) :=
assume hl : Q — R,
show (-Q - —-P) — (P — R), from
( assume h2 : -Q — P,
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(Ah3, hl (not not.mp (mt h2 (not not intro h3)))))

-- 82 demostracion
example :
(Q - R) - ((-Q —» =P) — (P — R)) :=
assume hl : Q — R,
show (.Q — -P) —» (P — R), from
( Ah2,
(Ah3, h1l (not not.mp (mt h2 (not not intro h3)))))

-- 92 demostracion
example :
(Q —-R) - ((=Q - =P) — (P — R)) :=
assume hl : Q — R,
(A h2 h3, hl (not not.mp (mt h2 (not not intro h3))))

-- 102 demostracién
example :
(Q - R) —- ((-Q - =-P) — (P — R)) :=
A hl h2 h3, hl (not not.mp (mt h2 (not not intro h3)))

-- 112 demostracioén
example :

(Q - R) —» ((Q — =P) — (P — R)) :=
begin

intro hl,

intro h2,

intro h3,

apply hl,

apply not not.mp,

apply mt h2,

exact not not intro h3,
end

-- 122 demostracién
example :
(Q—>R) - ((-Q - =P) — (P — R)) :=
begin
intros hl h2 h3,
apply hl,
apply not not.mp,
apply mt h2,
exact not not intro h3,
end
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-- 132 demostracion

example :

(Q —+R) - ((Q - =P) - (P = R)) :=
begin

intros hl h2 h3,

apply hl,

apply not not.mp,
exact mt h2 (not not intro h3),
end

-- 142 demostracidn
example :
(Q - R) - ((-Q - =P) — (P — R)) :=
begin
intros hl h2 h3,
exact hl (not not.mp (mt h2 (not not intro h3))),
end

-- 152 demostracién
example :
(Q - R) —- ((-Q - =-P) — (P — R)) :=
A hl h2 h3, hl (not not.mp (mt h2 (not not intro h3)))

-- 162 demostracién
lemma aux :
(Q - R) —» ((Q — =P) = (P — R)) :=
-- by hint
by finish

-- #print axioms aux
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Capitulo 3

Logica de primer orden

3.1. Reglas del cuantificador universal

3.1.1. Regla de eliminacion del cuantificador universal

» Enlaces al cddigo, a la sesidon en Lean Web y al video.

Regla de eliminacidn del cuantificador universal

-- Ej. 1. Demostrar
-- P(c), Vx (P(x) — —Q(x)) F —Q(c)

import tactic
variable U : Type
variable c : U

variables P Q : U — Prop

-- 12 demostracion

example

(hl : P c)

(h2 : ¥Vx, P x — —Q x)

: Q¢ :=
have h3 : P c — —-Q ¢, from h2 c,
show —Q c, from h3 hl

-- 22 demostracidn
example

(h1 : P c)

(h2 : Vx, P x — —=Q x)

95


./src/2_LPO/Regla_de_eliminacion_del_cuantificador_universal.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/2_LPO/Regla_de_eliminacion_del_cuantificador_universal.lean
https://youtu.be/fy_2FThFvyo
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: 2Q ¢ :=
have h3 : P ¢ — —Q c,
h3 hl

-- 32 demostracién
example
(hl : P c)
(h2 : Vx, P x — —Q
: Q¢ :=
(h2 c) hl

-- 42 demostracioén
example
(hl : P c)
(h2 : ¥x, P x — —Q
: Q¢ :=
-- by library search
h2 c hl

-- 52 demostracion
example
(hl : P c)
(h2 : Vx, P x — —Q
: =Q c :=
-- by hint
by tauto

-- 62 demostracion
example
(h1 : P c)
(h2 : Vx, P x — —Q
: Q¢ :=
by finish

-- 72 demostracidn
example
(h1 : P c)
(h2 : Vx, P x — —Q
: Q c :=
begin
apply h2,
exact hl,
end

from h2 c,
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3.1.2. Regla de introduccion del cuantificador universal

= Enlaces al cédigo, a la sesién en Lean Web y al video.

-- Regla de introduccién del cuantificador universal

-- Ej. 1. Demostrar
- - Vx [P(x) — —Q(x)], Vx P(x) F Vx —Q(x)

import tactic

variable U : Type
variables P Q : U — Prop

-- 12 demostracion

example

(hl : Vx, P x — —Q x)

(h2 : Vx, P x)

: Vx, Q x :=
assume Xg,
have h4 : P xo — —Q xo, from hl Xgq,
have h5 : P Xxg, from h2 xg,
show —Q Xq, from h4 h5

-- 22 demostracidn
example
(hl1 : ¥Vx, P x — —Q x)
(h2 : Vx, P x)
: Vx, Q x :=
assume Xy, (hl Xxg) (h2 Xq)

-- 32 demostracion
example
(hl : Vx, P x — —Q x)
(h2 : Vx, P x)
: Vx, Q x :=
A X0, (hl X()) (h2 Xo)

-- 42 demostracién
example
(hl : Vx, P x — —Q x)
(h2 : Vx, P x)
: Vx, Q x :=
begin


./src/2_LPO/Regla_de_introduccion_del_cuantificador_universal.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/2_LPO/Regla_de_introduccion_del_cuantificador_universal.lean
https://youtu.be/MDpiS1BwNaU
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intro Xxq,

apply hl,

apply h2,
end

-- 52 demostracion
example
(hl : Vx, P x — —Q x)
(h2 : Vx, P x)

: Vx, Q x :=
begin
intro Xxq,

specialize hl xgq,
specialize h2 xq,
apply hl,
exact h2,

end

-- 62 demostracién
example
(hl : Vx, P x — —=Q x)
(h2 : Vx, P x)
: Vx, Q x :=
begin
intro X,
specialize hl xq,
specialize h2 xq,
exact hl h2,
end

-- 72 demostracidn
example
(h1 : ¥Vx, P x — —Q x)
(h2 : Vx, P x)
: Vx, Q x :=
-- by hint
by tauto

-- 82 demostracion
example
(hl : Vx, P x — —Q x)
(h2 : Vx, P x)
: Vx, Q x :=
by finish
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3.2. Reglas del cuantificador existencial

3.2.1. Regla de introduccion del cuantificador existen-
cial

m Enlaces al cddigo, a la sesidon en Lean Web y al video.

-- Regla de introduccidn del cuantificador existencial

-- Ej. 1. Demostrar
- - Vx P(x) F dx P(x)

import tactic

variable U : Type
variable c : U
variable P : U -> Prop

-- 12 demostracion
example
(hl : Vx, P x)
: dx, P x :=
have h2 : P c, from hl c,
show dx, P x, from exists.intro c h2

-- 22 demostracién
example
(hl : Vx, P x)
: dx, P x :=
show Jx, P x, from exists.intro c (hl c)

-- 32 demostracion
example

(h1 : Vx, P x)

: dx, P x :=
exists.intro ¢ (hl c)

-- 42 demostracion
example

(h1 : Vx, P x)

: dx, P x :=
(c, hl ¢)


./src/2_LPO/Regla_de_introduccion_del_cuantificador_existencial.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/2_LPO/Regla_de_introduccion_del_cuantificador_existencial.lean
https://youtu.be/vUHLphX4Aco
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-- 52 demostracion

example
(a : U)
(hl : Vx, P x)
: dx, P x :=
begin
use a,
apply hl,
end

-- 62 demostracién
example
(a : U)
(h1 : Vx, P x)
: dx, P x :=
begin
constructor,
apply hl a,
end

-- 72 demostracidn
example

[inhabited U]

(hl : Vx, P x)

: dx, P x :=
begin

constructor,

apply hl (default U),
end

-- 82 demostracion
example
(h : nonempty U)
(h1 : Vx, P x)
: dx, P x :=
begin
use (classical.choice h),
apply hl,
end

3.2.2. Regla de eliminacidn del cuantificador existencial

» Enlaces al cddigo, a la sesién en Lean Web y al video.


./src/2_LPO/Regla_de_eliminacion_del_cuantificador_existencial.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/2_LPO/Regla_de_eliminacion_del_cuantificador_existencial.lean
https://youtu.be/WWWqZ4BJAAM
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-- Regla de eliminacidén del cuantificador existencial

-- Ej. 1. Demostrar
-- Vx [P(x) — Q(x)], Ix P(x) F Ix Q(x)

import tactic

variable U : Type
variables P Q : U -> Prop

-- 12 demostracion

example
(h1 : Vx, P x — Q x)
(h2 : dx, P x)
: dx, Q x :=
exists.elim h2
( assume x¢ (h3 : P Xxg),
have h4 : P xo — Q Xg, from hl Xq,
have h5 : Q Xgq, from h4 h3,
show dx, Q x, from exists.intro xg h5 )

-- 22 demostracion

example
(h1 : ¥x, P x — Q x)
(h2 : Ix, P x)
: dx, Q x :=
exists.elim h2
( assume x¢ (h3 : P Xg),
have h4 : P xo — Q Xg, from hl Xq,
have h5 : Q Xxq, from h4 h3,
show Jx, Q x, from (xg, h5) )

-- 32 demostracion

example
(hl : Vx, P x — Q x)
(h2 : Ix, P x)
: dx, Q x :=
exists.elim h2
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( assume xg (h3 : P Xp),
have hd4 : P xo — Q xo, from hl Xxgq,
have h5 : Q Xg, from h4 h3,
(xo, h5) )

-- 42 demostracion

example
(h1 : Vx, P x — Q x)
(h2 : 9x, P x)
: dx, Q x :=
exists.elim h2
( assume x¢ (h3 : P Xg),
have hd : P xo — Q xo, from hl Xxgq,
<X0, h4 h3> )

-- 52 demostracion

example
(h1 : Vx, P x — Q x)
(h2 : 3dx, P x)
: dx, Q x :=
exists.elim h2
( assume xg (h3 : P Xxp),
<X0, hl X0 h3> )

-- 62 demostracion

example
(h1 : Vx, P x — Q x)
(h2 : 3dx, P x)
: dx, Q x :=
exists.elim h2 (A xo h3, (xo, hl x¢ h3))

-- 72 demostracion

example
(h1 : Vx, P x — Q x)
(h2 : dx, P x)
: dx, Q x :=

-- by library search
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Exists.imp hl h2

-- 82 demostracion

example
(h1 : ¥x, P x — Q x)
(h2 : dx, P x)
: dx, Q x :=
begin
cases h2 with x¢ h3,
use Xg,
apply hl,
exact h3,
end

-- 92 demostracion

example
(hl : Vx, P x — Q x)
(h2 : 9x, P x)
: dx, Q x :=

begin
cases h2 with x¢ h3,
use Xop,
specialize hl xq,
apply hl,
exact h3,

end

-- 102 demostracion

example
(h1 : ¥x, P x — Q x)
(h2 : 9x, P x)
: dx, Q x :=

-- by hint

by tauto

-- 112 demostracion

example
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(hl : Vx, P x — Q x)
(h2 : dx, P x)
: dx, Q x :=

by finish

3.3. Ejercicios sobre cuantificadores

3.3.1. Pruebas de —-vx P(x) « Ix -P(x)

= Enlaces al cédigo, a la sesiéon en Lean Web y al video.

-- Pruebas de —Vx P(x) < dx —P(x)

import tactic

variable {U : Type}
variable {P : U -> Prop}

-- Ej. 1. Demostrar que
== —Vx P(x) = dx —=P(x)

-- 12 demostracidn
example
(hl : =Vx, P x)
: dx, P x :=
by contra
( assume h2 : —-3dx, —P x,
have h8 : Vx, P x, from
( assume Xgq,
show P xg, from
by contra
( assume h4 : —P Xq,
have h5 : dx, =P x, from exists.intro xy h4,
show false, from h2 h5 )),
show false, from hl h8)

-- 22 demostracion
example
(hl : =Vx, P x)


./src/2_LPO/Pruebas_de_¬∀xP(x)↔∃x¬P(x).lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/2_LPO/Pruebas_de_¬∀xP(x)↔∃x¬P(x).lean
https://youtu.be/ldZfF6P5pNs
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: dx, =P x :=
by contra
( assume h2 : —-dx, —P x,
have h8 : Vx, P x, from
( assume Xg,
show P Xy, from
by contra
( assume h4 : —P Xq,

have h5 : dx, =P x, from exists.intro xy h4,
show false, from h2 h5 )),

hl h8)

-- 32 demostracion
example
(h1 : =Vx, P x)
: dx, =P x :=
by contra
( assume h2 : —dx, —P Xx,
have h8 : Vx, P x, from
( assume Xg,
show P Xy, from
by contra
( assume h4 : —P Xq,

have h5 : dx, =P x, from exists.intro xy h4,

h2 h5 )),
hl h8)

-- 42 demostracidn
example
(h1 : =Vx, P x)
: dx, P x :=
by contra
( assume h2 : —-dx, =P Xx,
have h8 : Vx, P x, from
( assume Xg,
show P xg, from
by contra
( assume h4 : —P Xq,

have h5 : Jx, =P x, from (xg, h4),

h2 h5 )),
hl h8)

-- 52 demostracion
example
(hl : —=Vx, P x)
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: dx, =P x :=
by contra
( assume h2 : —-dx, —P x,
have h8 : Vx, P x, from
( assume Xg,
show P Xy, from
by contra
( assume h4 : —P Xq,
h2 <X0r h4> D)
hl h8)

-- 62 demostracion
example
(h1 : =Vx, P x)
: dx, P x :=
by contra
( assume h2 : —-3dx, —P x,
have h8 : Vx, P x, from
( assume Xxgq,
show P xg, from
by contra (A h4, h2 (xo, h4))),
hl h8)

-- 72 demostracidn
example
(h1 : =Vx, P x)
: dx, =P x :=
by contra
( assume h2 : —dx, —P X,
have h8 : Vx, P x, from
( assume Xg,
by contra (A h4, h2 (xo, h4))),
hl h8)

-- 82 demostracion
example
(h1 : =Vx, P x)
: dx, =P x :=
by contra
( assume h2 : —3x, —P X,
have h8 : Vx, P x, from
(XA xo, by contra (A h4, h2 (xo, h4))),
hl h8)

-- 92 demostracion
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example
(h1 : =Vx, P x)
: dx, P x :=
by contra
( assume h2 : —3dx, —P x,
hl (A xg, by contra (A h4, h2 (xg, h4))))

-- 102 demostracion

example
(h1 : =Vx, P x)
: dx, =P x :=

by contra (A h2, hl (X xo, by contra (A h4, h2 (xo, h4))))

-- 112 demostracion

example
(h1 : =V¥x, P x)
: dx, =P x :=

-- by library search
not forall.mp hl

-- 122 demostracioén
lemma auxl
(hl : =Vx, P x)
: dx, =P x :=
-- by hint
by finish

-- Ej. 2. Demostrar que
- - dx —-P(x) F —Vx P(x)

-- 12 demostracion

example
(h1 : 9x, =P x)
: VX, P x :=

assume h2 : Vx, P x,
exists.elim hl
( assume x¢ (h3 : =P Xq),
have h4 : P xo, from h2 Xxg,
show false, from h3 h4)

-- 22 demostracion
example
(hl : dx, =P x)
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VX, P x
assume h2 : VXx,
exists.elim hl

( assume x¢ (h3 : =P Xq),

have hd : P xo, from h2 Xxg,

h3 h4)

P x,

-- 32 demostracion

example

(h1 : 9x, =P x)

VX, P x :=
assume h2 : Vx, P x,
exists.elim hl

( assume xo (h3 : =P Xq),

h3 (h2 xq))

-- 42 demostracidn
example

(h1 : 9x, =P x)

: VX, P x :=
assume h2 : Vx, P x,

exists.elim hl
(A xg h3, h3 (h2 xq))

-- 52 demostracion
example
(h1l : dx, =P x)
: —Vx, P x :
A h2, exists.elim hl (A xg h3, h3 (h2 xqg))

-- 62 demostracion

example
(h1l : dx, =P x)
: VX, P x :=

-- by library search
not forall.mpr hl

-- 72 demostracion
example
(hl : dx, =P x)
: —Vx, P x :
assume h2 : Vx, P x,
match hl with (xo, (h3 :
( have h4 :

show false,

—P X0)>
P xg, from h2 Xxq,

from h3 h4)
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end

-- 82 demostracion
example
(h1 : dx, =P x)
: VX, P x :=
begin
intro h2,
cases hl with x¢ h3,
apply h3,
apply h2,
end

example
(h1l : dx, =P x)
: VX, P x :=
begin
intro h2,
obtain (xo, h3) := hl,
apply h3,
apply h2,
end

-- 92 demostracion

example
(h1 : dx, =P x)
VX, P x :=
-- by hint
by tauto

-- 102 demostracidn
lemma aux?2
(h1 : dx, =P x)
VX, P x :=
by finish

#print axioms aux2

-- Ej. 3. Demostrar que
-- =Vx P(x) < dx —P(x)

-- 12 demostracion
example :
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(=Vx, P x) < (3Ix, =P x)
iff.intro
( assume hl : —Vx, P x,

show 3x, =P x, from auxl hl)

( assume h2 : dx, =P x,

show —Vx, P x, from aux2 h2)

-- 22 demostracidn
example :

(=vx, P x) + (3Ix, =P x)
iff.intro auxl aux2

-- 32 demostracién
example :
(=Vx, P x) < (3Ix, =P x)
-- by library search
not forall

-- 42 demostracidn
example :
(=vx, P x) + (3x, =P x)
begin
split,
{ exact auxl, },
{ exact aux2, },
end

-- 52 demostracidn
example :
(=vx, P x) + (3Ix, =P x)
-- by hint
by finish

3.3.2. Pruebas de vx (P(x) A Q(x)) « Vx P(x) A VX Q(X)

» Enlaces al cddigo, a la sesidén en Lean Web y al video.

-- Pruebas de Vx (P(x) N Q(x)) < Vx P(x) AN Vx Q(x)

import tactic

section


./src/2_LPO/Pruebas_de_∀x(P(x)∧Q(x))↔∀xP(x)∧∀xQ(x).lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/2_LPO/Pruebas_de_∀x(P(x)∧Q(x))↔∀xP(x)∧∀xQ(x).lean
https://youtu.be/buEuarWb7QU
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variable {U : Type}
variables {P Q : U -> Prop}

-- Ej. 1. Demostrar
- - Vx (P(x) AN Q(x)) F Vx P(x) AN Vx Q(x)

-- 12 demostracién
example
(h1 : Vx, P x A Q x)
(Vx, P x) A (Vx, Q x) :=
have h5 : Vx, P x, from

assume Xg,

have h3 : P xg A Q xg, from hl Xxq,

show P Xq, from and.elim left h3,
have h9 : Vx, Q x, from

assume Xxi,

have h7 : P x; A Q X1, from hl Xxq,

show Q Xxi, from and.elim right h7,

show (Vx, P x) A (Vx, Q x), from and.intro h5 h9

-- 22 demostracion
example
(hl : Vx, P x A Q x)
(Vx, P x) A (Vx, Q x) :=
have h5 : Vx, P x, from

assume Xg,
have h3 : P xg A Q X9, from hl Xxq,
show P Xxg, from h3.left,
have h9 : Vx, Q x, from
assume Xxi,
have h7 : P x; A Q x;, from hl xq,
show Q X1, from h7.right,

show (Vx, P x) A (Vx, Q x), from (h5, h9)

-- 32 demostracion
example
(h1 : Vx, P x A Q x)
(Vx, P x) A (Vx, Q x) :=
have h5 : Vx, P x, from
assume Xg,
have h3 : P xg A Q Xg, from hl xg,
h3.left,
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have h9 : Vx, Q x, from
assume Xxj,

have h7 : P x3 A Q X1,
h7.right,

show (Vx, P x) A (Vx, Q x), from (h5, h9)

from hl xi,

-- 42 demostracion

example
(hl : Vx, P x A Q x)
(Vx, P x) A (Vx, Q x) :=
have h5 : Vx, P x, from
assume X,
(h1 xg).left,
have h9 : Vx, Q x, from
assume Xxj,

(h1 x1).right,
show (Vx, P x) A (Vx, Q x), from (h5, h9)

-- 52 demostracion

example
(h1 : ¥Vx, P x A Q x)
(Vx, P x) A (Vx, Q x) :=
have h5 : Vx, P x, from
A Xg, (hl xqg).left,
have h9 : Vx, Q x, from
A X1, (hl x;1).right,

show (Vx, P x) A (Vx, Q x), from (h5, h9)

-- 62 demostracion

example
(hl : Vx, P x A Q x)
(Vx, P x) A (Vx, Q x) :=
have h5 : Vx, P x, from
A Xg, (hl xqg).left,
have h9 : Vx, Q x, from
A X1, (hl x7).right,
(h5, h9)
-- 72 demostracidn
example
(h1 : Vx, P x A Q x)

(Vx, P x) A (Vx, Q x)
</\ X0, (hl Xo).left, A X1, (hl x1).right>

-- 82 demostracion
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example
(h1 : ¥x, P x A Q x)
(Vx, P x) A (Vx, Q x)
-- by library search
forall and distrib.mp hl

-- 92 demostracidn
example

(h1 : Vx, P x A Q x)
(Vx, P x) A (Vx, Q x)

begin

split,

{ intro Xxq,
specialize hl xq,
exact hl.left, },

{ intro xi,
specialize hl xq,
exact hl.right, 1},

end

-- 92 demostracién
lemma auxl
(h1 : Vx, P x A Q x)
(Vx, P x) A (Vx, Q x) :=
-- by hint
by finish

-- Ej. 2. Demostrar
- - Vx P(x) N Vx Q(x) F Vx (P(x) N Q(x))

-- 12 demostracidn

example
(h1 : (¥x, P x) A (Vx, Q x))
VX, PXx A QXx :=

assume Xg,
have h3 : vx, P x, from and.elim left hl,
have h4 : P xg, from h3 Xxg,

have h5 : Vx, Q x, from and.elim right hl,
have h6 : Q Xxg, from h5 Xxg,

show P xg A Q Xo, from and.intro h4 h6

-- 22 demostracion
example
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(hl : (Vx, P x) A (Vx, Q x))
:Vx, Px A Q x :=

assume Xg,
have h3 : Vx, P x, from hl.left,
have h4 : P xg, from h3 Xxg,
have h5 : Vx, Q x, from hl.right,
have h6 : Q Xxg, from h5 Xxg,

show P xg A Q X9, from (h4, h6)

-- 32 demostracion

example
(h1 : (¥Vx, P x) A (Vx, Q x))
VX, PXx A QXx :=

assume Xg,
have h3 : Vx, P x, from hl.left,
have h4 : P xg, from h3 Xxg,
have h5 : Vx, Q x, from hl.right,
have h6 : Q Xxg, from h5 Xxg,
(h4, h6)

-- 42 demostracion

example
(h1 : (¥Vx, P x) A (Vx, Q x))
VX, PXx A Qx :=

assume Xg,
have h3 : Vx, P x, from hl.left,
have h4 : P Xxg, from h3 Xxg,

have h5 : Vx, Q x, from hl.right,
<h4, h5 X()>

-- 52 demostracién

example
(hl : (Vx, P x) A (Vx, Q x))
:Vx, P x AQx :=

assume Xgq,
have h3 : Vx, P x, from hl.left,
have h4 : P Xxg, from h3 Xxg,

(h4, hl.right xq)

-- 62 demostracion
example
(hl : (Vx, P x) A (Vx, Q x))
: Vx, Px AQx :=
assume Xg,
have h3 : Vx, P x, from hl.left,
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(h3 xg, hl.right xq)

-- 72 demostracion

example
(h1 : (Vx, P x) A (Vx, Q x))
: Vx, Px A Qx :=

assume Xg,

(hl.left xp, hl.right xo)

-- 82 demostracién

example
(hl : (Vx, P x) A (Vx, Q x))
:Vx, P x AQx :=

A Xo, (hl.left xq, hl.right xq)

-- 92 demostracién
example
(h1 : (¥Vx, P x) A (Vx, Q x))
: Vx, Px A Qx :=
-- by library search
forall and distrib.mpr hl

-- 102 demostracioén
example
(h1 : (Vx, P x) A (Vx, Q x))
:Vx, P x AQx :=
begin
cases hl with h2 h3,
intro Xxq,
split,
{ apply h2, },
{ apply h3, },
end

-- 112 demostracioén

example
(h1 : (¥Vx, P x) A (Vx, Q x))
VX, Px A Qx :=

-- by hint

by tauto

-- 122 demostracioén

lemma aux2
(h1 : (Vx, P x) A (Vx, Q x))
: Vx, Px A QXx :=



116 Capitulo 3. Ldégica de primer orden

by finish

-- Ej. 3. Demostrar
- - Vx (P(x) N Q(x)) < Vx P(x) N Vx Q(x)

-- 12 demostracién
example :

(Vx, P x A Q Xx) +< (Vx, Px) A (Vx, Q x)
iff.intro auxl aux2

-- 22 demostracion
example :
(Vx, P x A Q x) < (Vx, Px) A (Vx, Q x) :=
-- by library search
forall and distrib

-- 32 demostracién
example :
(Vx, P x A Q x) +< (Vx, Px) A (Vx, Q x)
-- by hint
by finish

end
3.3.3. Pruebas de Ix (P(x) v Q(x)) « Ix P(x) Vv Ix Q(x)
= Enlaces al cédigo, a la sesiéon en Lean Web y al video.

-- Pruebas de dx (P(x) V Q(x)) < dx P(x) V dx 0Q(x)

import tactic
section

variable {U : Type}
variables {P Q : U -> Prop}

-- Ej. 1. Demostrar
- - dx (P(x) V Q(x)) F Ix P(x) VvV 3Ix Q(x)


./src/2_LPO/Pruebas_de_∃xP(x)∨∃xQ(x)↔∃x(P(x)∨Q(x)).lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/2_LPO/Pruebas_de_∃xP(x)∨∃xQ(x)↔∃x(P(x)∨Q(x)).lean
https://youtu.be/Ai_IUwbuBBg
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-- 12 demostracion

example
(hl : 9x, P x Vv Q x)
(Ix, P x) VvV (Ix, Q x) :=

exists.elim hl

(assume xg (h2 : P xg V Q Xg),

or.elim h2
( assume h3 : P Xg,

have h4 : dx, P x,

show (3Ix, P x) V (3Ix, Q x),
( assume h6 : Q Xxq,

have h7 : dx, Q x,

show (3Ix, P x) VvV (3x, Q x),

-- 22 demostracion
example
(h1 : Ix, P x VvV Q x)
(Ix, P x) vV (Ix, Q x) :=
exists.elim hl
( assume xg (h2
or.elim h2

: P xo VQ X)),

( assume h3 : P Xg,

have h4 : dx, P x,

show (Ix, P x) Vv (Ix, Q x),
( assume h6 : Q Xg,

have h7 : dx, Q x,

show (3Ix, P x) VvV (3Ix, Q x),

-- 32 demostracion

example
(hl1 : Ix, P x VvV Q x)
(3x, P x) Vv (Ix, Q x) :=

exists.elim hl

( assume Xxg (h2 : P xo V Q Xo),

or.elim h2

( assume h3 : P Xg,
have h4 : dx, P x,
or.inl h4 )

( assume h6 : Q Xxq,
have h7 : dx, Q x,

or.inr h7 ))

-- 42 demostracion

from exists.intro x¢ h3,
from or.inl h4 )

from exists.intro x¢ h6,
from or.inr h7 ))

from (xq, h3),
from or.inl h4 )

from (xo, h6),
from or.inr h7 ))

from (xo, h3),

from (xo, h6),
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example
(h1 : 9x, P x VvV Q x)
(Ix, P x) Vv (3Ix, Q x)
exists.elim hl
( assume xg (h2 : P xg V Q Xqg),
or.elim h2
( assume h3 : P Xg,
or.inl (xo, h3) )
( assume h6 : Q Xg,
or.inr (xo, h6) ))

-- 52 demostracion
example
(h1 : Ix, P x VvV Q x)
(Ix, P x) V (Ix, Q x) :=
exists.elim hl
( assume xg (h2 : P xg V Q Xg),
or.elim h2
(A h3, or.inl (xp, h3) )
(A h6, or.inr (xg, h6) ))

-- 62 demostracion
example
(hl1 : Ix, P x VvV Q x)
(3x, P x) Vv (Ix, Q x) :=
exists.elim hl
(A xo h2, h2.elim (A h3, or.inl (x¢, h3))
(A h6, or.inr (xo, h6)))

-- 72 demostracién
example
(hl : dx, P x Vv Q x)
(Ix, P x) Vv (Ix, Q x) :=
-- by library search
exists or distrib.mp hl

-- 82 demostracion
example
(hl : dx, P x Vv Q x)
(3x, P x) Vv (Ix, Q x) :=
match hl with (xo, (h2 : P xo V Q Xxg)) :=
( or.elim h2
( assume h3 : P Xg,
have h4 : dx, P x, from exists.intro x¢ h3,
show (3Ix, P x) V (3Ix, Q x), from or.inl h4 )
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( assume h6 : Q Xxq,

have h7 : dx, Q x, from exists.intro x¢ h6,
show (Ix, P x) Vv (3Ix, Q x), from or.inr h7 ))

end

-- 92 demostracion
example
(h1 : Ix, P x V Q x)
(3x, P x) Vv (Ix, Q x) :=
begin
cases hl with x¢ h3,
cases h3 with hp hq,
{ left,
use Xg,
exact hp, 1},
{ right,
use Xp,
exact hq, },
end

-- 102 demostracién
example
(h1 : Ix, P x VvV Q x)
(Ix, P x) VvV (Ix, Q x) :=
begin
rcases hl with (xqg, hp | hq),
{ left,
use Xp,
exact hp, 1},
{ right,
use Xq,
exact hq, },
end

-- 112 demostracidn
lemma auxl
(h1 : 9x, P x VvV Q x)
(3x, P x) Vv (Ix, Q x) :=
-- by hint
by finish

-- Ej. 2. Demostrar
-- Ix P(x) vV 3x Q(x) F Ix (P(x) V Q(x))



120 Capitulo 3. Ldégica de primer orden

-- 12 demostracion
example
(hl : (dx, P x) VvV (dx, Q x))
: dx, Px VvV Qx :=
or.elim hl
( assume h2 : dx, P x,
exists.elim h2
( assume xg (h3 : P Xxq),
have h4 : P xg V Q X9, from or.inl h3,
show dx, P x V Q x, from exists.intro xg h4 ))
( assume h2 : Ix, Q Xx,
exists.elim h2
( assume xo (h3 : Q Xgq),
have h4 : P xo V Q X9, from or.inr h3,
show Ix, P x V Q x, from exists.intro xg h4 ))

-- 22 demostracidn
example
(h1 : (3x, P x) V (Ix, Q x))
: dx, Px VvV Qx :=
hl.elim
( assume (xg, (h3 : P Xq)),
have hd : P xo V Q Xy, from or.inl h3,
show Ix, P x VvV Q x, from (xo, h4) )
( assume (xo, (h3 : Q Xq)),
have hd : P xo V Q xo, from or.inr h3,
show Ix, P x V Q x, from (xo, h4) )

-- 32 demostracién
example
(h1 : (3x, P x) V (Ix, Q x))
: dx, Px VvV Qx :=
hl.elim
( assume (xg, (h3 : P Xxq)),
have h4 : P xg V Q X9, from or.inl h3,
<X0' h4> )
( assume (xg, (h3 : Q Xxq)),
have hd : P xo V Q Xo, from or.inr h3,
<X(), h4> )

-- 42 demostracion

example
(h1 : (3x, P x) V (Ix, Q x))
: dx, Px VvV Qx :=
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hl.elim
( assume (xg, (h3 : P Xxq)),
(Xg, or.inl h3) )
( assume (xg, (h3 : Q xq)),
(Xo, or.inr h3) )

-- 52 demostracion

example
(h1 : (Ix, P x) V (Ix, Q x))
: dx, Px Vv Qx :=

hl.elim
(A (xo0, h3), (xp, or.inl h3))
(A (xo, h3), (xo, or.inr h3))

-- 62 demostracidn
example
(h1 : (Ix, P x) Vv (Ix, Q x))
: dx, Px VvV Qx:=
-- by library search
exists or distrib.mpr hl

-- 72 demostracidn
example
(h1 : (3x, P x) V (Ix, Q x))
: dx, Px VvV Qx :=
begin
cases hl with hp hq,
{ cases hp with xg hxg,
use Xg,
left,
exact hxg, },
{ cases hqg with x; hxq,
use xi,
right,
exact hxy, },
end

-- 82 demostracién

example
(h1 : (dx, P x) Vv (dx, Q x))
: dx, Px Vv Qx :=

begin
rcases hl with (xo, hxg) | (x1, hxy),
{ use Xxg,

left,
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exact hxgy, I,
{ use xi,
right,
exact hxy, },
end

-- 92 demostracidn

lemma aux2
(h1 : (3x, P x) V (Ix, Q x))
: dx, Px VvV Qx :=

-- by hint

by finish

-- Ej. 3. Demostrar
-- dx (P(x) V Q(x)) + 3Ix P(x) VvV 3Ix Q(x)

-- 12 demostracién
example :

(Idx, P x Vv Q x) < (Ix, P x) VvV (Ix, Q x) :=
iff.intro auxl aux2

-- 22 demostracion
example :

(Ix, Px VvV Q x) & (Ix, P x) VvV (Ix, Q x) :=
(aux1, aux2)

-- 32 demostracidn
example :
(Ix, P x Vv Q x) « (Ix, P x) VvV (Ix, Q x) :=
-- by library search
exists or distrib

end

3.3.4. Pruebas de dxdy P(x,y) < Jy3ix P(x,y)

» Enlaces al cddigo, a la sesién en Lean Web y al video.

-- Pruebas de dxdyP(x,y) < dydxP(x,y)



./src/2_LPO/Pruebas_de_∃x∃yP(x,y)↔∃y∃xP(x,y).lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/2_LPO/Pruebas_de_∃x∃yP(x,y)↔∃y∃xP(x,y).lean
https://youtu.be/N8u54DEyb0o
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import tactic
section

variable {U : Type}
variable {P : U -> U -> Prop}

-- Ej. 1. Demostrar que
-- Ix3dyP(x,y) — dydxP(x,y)

-- 12 demostracion
example :

(dx, 3y, Pxy) - (Fy, 3x, Pxy)

assume hl : 4 x, 3y, Pxy,
exists.elim hl
( assume xo (h2 : 3y, P xoy),
exists.elim h2
( assume yo (h3 : P Xo Yo),

have h4 : 4 x, P x yg, from exists.intro xo h3,
show 9y, 94 x, P x vy, from exists.intro yy h4))

-- 22 demostracion
example :

(dx, Jy, Pxy) - (Fy, 3x, Pxy)

assume (Xo, Yo, (hl : P Xo Yo)),
have h2 : 3 x, P x yg, from (xo, hl),
show (3 y, 3 x, Pxy), from (yo, h2)

-- 32 demostracion
example :

(I x, 3y, Pxy) - (Jy, 3x, Pxy)

assume (xg, Yo, (hl : P Xo yo)),

show (3 y, 3 x, P xy), from (yg, (X0, hl))

-- 42 demostracion
example :

(dx, Jy, Pxy) = (Jdy, 3x, Pxy)

assume (Xo, Yo, (hl : P Xo Yo)),

show (3 y, 3 x, Pxy), from (yg, Xo, hl)

-- 52 demostracion
example :

(4 x, dy, Pxy) —- (dy, 4 x, Pxy)
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assume (Xg, Yo, (hl : P Xxq Yo)),
<y0: X0, h1>

-- 62 demostracion
example :

(4 x, dy, Pxy) - (dy, 9 x, Pxy) :=
A <X0, Yo, h1>' <y01 X0, h1>

-- 72 demostracién
example :
(dxy, Pxy) — (dy x, Pxy)
-- by library search
exists comm.mp

-- 82 demostracion
example :
(4 x, dy, Pxy) - (dy, 9 x, Pxy) :=
begin
intro hl,
cases hl with x¢ h2,
cases h2 with ygy h3,
use yo,
use Xg,
exact h3,
end

-- 92 demostracidn
example :
(dx, dy, Pxy) - (dy, 3x, Pxy) :=
begin
intro hl,
cases hl with xg h2,
cases h2 with ygy h3,
use [yo, Xol,
exact h3,
end

-- 102 demostracién
example :

(4 x, dy, Pxy) — (Fy, 3x, Pxy) :=
begin

intro hl,

rcases hl with (xg, yo, h2),

use [yo, Xol,

exact h2,
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end

-- 112 demostracion
example :

(I x, Jy, Pxy) — (Jdy, 3 x, Pxy)

begin
intro hl,

rcases hl with (xo, yo, h2),

exact (yo, Xo, h2),
end

-- 122 demostracion
example :

(4 x, 4y, Pxy) - (dy, 4 x, Pxy)

begin
rintro (xo, Yo, h2),
exact (yo, Xo, h2),
end

-- 132 demostracion
example :

(dx, Jy, Pxy) = (Fy, 3x, Pxy)

-- by hint
by tauto

-- 142 demostracion
lemma aux :

(4 x, dy, Pxy) = (dy, 94x

by finish

-- Ej. 2. Demostrar que

- - Ix3dyP(x,y) < dydxP(x,y)

-- 12 demostracion
example :

(dxy, Pxy) < (dy x, Pxy)

iff.intro aux aux

-- 22 demostracion
example :

(dxy, Pxy) < (dyx, Pxy)

(aux, aux)
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-- 32 demostracién
example :
(dxy, Pxy) < (dyx, Pxy)
-- by library search
exists comm

-- 42 demostracioén
example :
(dxy, Pxy) < (dyx, Pxy)
-- by hint
by tauto

end

3.4. Reglas de la igualdad

3.4.1. Regla de eliminacion de la igualdad

= Enlaces al cédigo, a la sesiéon en Lean Web y al video.

-- Regla de eliminacidén de la igualdad

import tactic

-- #check @eq.subst

-- Ej. 1. Demostrar que

- - X +1=1+x

-- X+1>1—x+1>0

- - FI1+x>1—1+x>0

variable (U : Type)
variable (x : U)
variable [has add U]
variable [has one U]
variable [has 1t U]
variable [has zero U]

-- 12 demostracion


./src/2_LPO/Regla_de_eliminacion_de_la_igualdad.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/2_LPO/Regla_de_eliminacion_de_la_igualdad.lean
https://youtu.be/xFgxX6ZQtz4
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example
(hl : x + 1 =1+ Xx)
(h2 : x+1>1— x
l1+x>1—1+Xx
eq.subst hl h2

-- 22 demostracién
example
(hl : x+1 =1+ x)
(h2 : x+1>1— x
l1+x>1—>1+ x
hl » h2

-- 32 demostracidn
example
(h1 : x +1 =1+ x)

(h2 : x+1>1— x
l1+x>1—1+x
begin
rw hl at h2,
exact h2,
end

-- 42 demostracidn
example
(hl1 : x + 1 =1+ x)

(h2 : x+1>1— x
l+x>1—1+x
begin
rw «hi,
exact h2,
end

-- 52 demostracion
example
(hl1 : x + 1 =1+ Xx)
(h2 : x+1>1— x
l1+x>1—1+x
-- by hint
by finish

+ 1> 0)

+ 1 >0)

+ 1> 0)

+ 1> 0)
>0 :=
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3.4.2. Pruebas de la transitividad de la igualdad

= Enlaces al cédigo, a la sesién en Lean Web y al video.

-- Pruebas de la transitividad de la igualdad

import tactic

variable (U : Type)
variables (x y z : U)

-- Ej. 1. Demostrar que
-- X=y,y=zFx=2z

-- 12 demostracion

example
(h1 : x =vy)
(h2 1 y = 2)
DX =2z =

eq.subst h2 hl

-- 22 demostracion

example
(hl : x =vy)
(h2 1y = 2)
DX =2z =
h2 » hl

-- 32 demostracion

example
(hl1 : x =vy)
(h2 1y = 2)
DX =z =

eq.substr hl h2

-- 42 demostracion

example
(h1 : x =vy)
(h2 1y = 2)
DX =2z =

eg.trans hl h2


./src/2_LPO/Pruebas_de_la_transitividad_de_la_igualdad.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/2_LPO/Pruebas_de_la_transitividad_de_la_igualdad.lean
https://youtu.be/DHWM7yy88oc
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-- 52 demostracidn
example
(h1 : x
(h2 : vy
DX =2
begin
rw hl,
exact h2,
end

=Yy)
z)

-- 62 demostracién
example
(h1l :
(h2 :
P X =
begin
rw hl,
assumption,
end

X y)
y = 2)
z

-- 72 demostracidn
example
(h1 : x
(h2 : vy
DX =2
begin
rwa hl,
end

y)
z)

-- 82 demostracion

example
(h1 : x =vy)
(h2 1y = 2)
DX =2z =
by rwa hl

-- 92 demostracion

example
(h1 : x =vy)
(h2 1y = 2)
DX =2z =
begin

rwa <h2,

end
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-- 102 demostracion

example
(h1 : x =vy)
(h2 1 y = 2z)
I X =2 5=
begin
rwa h2 at hl,
end

-- 112 demostracion

example
(h1 : x =vy)
(h2 1y = 2)
DX =2z =
by simp *

-- 122 demostracién
example
(hl : x
(h2 : vy
DX =2z =
-- by hint
by finish

y)
z)

3.4.3. Regla de introduccion de la igualdad

» Enlaces al cddigo, a la sesién en Lean Web y al video.

-- Regla de introduccidn de la igualdad

import tactic
#check @eq.refl

variable (U : Type)
variables (x y : U)

-- Ej. Demostrar
-- X=ykFy=x


./src/2_LPO/Regla_de_introduccion_de_la_igualdad.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/2_LPO/Regla_de_introduccion_de_la_igualdad.lean
https://youtu.be/DHWM7yy88oc
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-- 12 demostracion

example

(h1 : x =vy)

Dy =X =
have h2 : x = x, from
show y = X, from
-- 22 demostracidn
example

(h1 : x =vy)

Dy = X =
have h2 : x = x, from
show y = X, from

-- 32 demostracion

example
(h1 : x =vy)
Dy =X =

have h2 : x = x, from
hl » h2

-- 42 demostracion

example
(h1 : x =vy)
Py =X =

hl » eq.refl x

-- 52 demostracion
example

(hl1 : x =vy)

Dy = X =
hl » rfl

-- 62 demostracion

example

(h1 : x =vy)

Ty =X =
-- by library search
eq.symm hl

-- 72 demostracidn
example
(h1 : x =vy)
Dy =X
begin

eq.
.subst hl h2

€q

eq.

hl

eq.

refl x,

refl x,
» h2

refl x,
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rw hl,
end

-- 82 demostracion
example

(h1 : x =vy)

Dy = X =
by rw hl

-- 92 demostracion
example
(h1l :
HEAVARES
by simp

=)

* X X

-- 102 demostracioén
example
(hl : x =vy)
Dy =X =
-- by hint
by tauto

-- 112 demostracion
example

(hl1 : x =vy)

Dy = X =
by finish

-- 122 demostracién

example
(h1 : x =vy)
Ty =X

by solve by elim

3.4.4. Pruebasdey=x—-y=z ->x=2

» Enlaces al cddigo, a la sesién en Lean Web y al video.

-- Pruebas de y =x -y =2 = X =2

-- Ej. 1. Demostrar


./src/2_LPO/Pruebas_de_yIx→yIz→xIz.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/2_LPO/Pruebas_de_yIx→yIz→xIz.lean
https://youtu.be/niY1mj3OSbk
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import tactic

variables (U : Type)

variables (x y z :

-- 12 demostracidn
example : y = x —
assume hl : y = X,
assume h2 : y = z,
have h3 : x =

show x = z,

-- 22 demostracién
example : y = x —
assume hl : y = X,
assume h2 : y = z,

have h3 : x =y, from eq.

eg.trans h3 h2

-- 32 demostracion
example : y = X —
assume hl : y = x,
assume h2 : y = z,

eq.trans (eq.symm hl) h2

-- 42 demostracion

example : y =X >y =2 — X =2 :
A hl h2, eq.trans (eq.symm hl) h2

-- 52 demostracion

example : y =X -y =2 — X
A hl h2, eqg.trans hl.

-- 62 demostracion
example : y = x —

u)

y =12

y, from eq.
from eq.

y =12

y =2

y =z

-- by library search
A h, h.congr left.mp

-- 72 demostracion

example : y =X >y =2 — X =2 :

begin
intros hl h2,

Il
N

symm h2

d
=
I

— X =2z :=
symm hl,
trans h3 h2
— X =2z :=
symm hl,
- X =2z :=
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rwa th,

end

-- 82 demostracion

example : y =X -y =2 — X =2 :=
begin

intros hl h2,

rw hl at h2,

assumption,
end
-- 92 demostracién
example : y =X >y =2 — X =2z :=
begin

intros hl h2,

rwa hl at h2,
end
-- 102 demostracioén
example : y =X -y =2 — X =2 :=
begin

intros hl h2,

calc x =y : hl.symm

. =2z : h2,

end
-- 112 demostracién
example : y =X >y =2 — X =2z :=
-- by hint
by finish
-- 122 demostracién
example : y =X >y =2 — X =2 :=

assume hl : y = x,
assume h2 : y = z,
show x = z,
begin
rw th,
rw h2
end

-- 132 demostracién

example : y =X >y =2 — X =12 :=
assume hl : y = x,

assume h2 : y = z,
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show x = z,
begin
rw [Hh1, h2]
end

-- 142 demostracioén

example : y =X >y =2 — X =2 :=
assume hl : y = x,

assume h2 : y = z,

show x = z, by rw [th, h2]

3.4.5. Pruebasde(x+vy)+z=(x+2z)+y

» Enlaces al cddigo, a la sesién en Lean Web y al video.

-- Pruebas de (x + y) + z = (x + 2) +y

-- Ej. 1. Demostrar que para todo x, y, z en Z se tiene
== (x +y) +z=(x+2)+Yy

import tactic
import data.int.basic

variables (x y z : 7Z)

-- 12 demostracidn
example : (X +Vy) + z= (x+ 2z) +y :=
calc

(x +y) +z

X + (y + z) : add _assoc x y z
X + (z +y) : eq.subst (add comm y z) rfl
(x +2z) +y : eqg.symm (add assoc x z y)

-- 22 demostracién
example : (X +y) + z= (x+2z) +y :=
calc
(x +y) +z=x+ (y+ z) : by rw add assoc
X+ (z +y) : by rw [add comm y z]
(x + z) +y : by rw add assoc


./src/2_LPO/Pruebas_de_(x+y)+zI(x+z)+y.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/2_LPO/Pruebas_de_(x+y)+zI(x+z)+y.lean
https://youtu.be/sI9Krgj0fpA
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-- 32 demostracion

example : (X +y) + 2z = (X +2) +y :=

begin
rw add _assoc,
rw add comm y z,
rw add_assoc,
end

example : (x +y) + 2z
begin

(x +z) +y :=

rw [add assoc, add comm y z, add assoc],

end
-- 42 demostracion
example : (X +y) + z = (x

by rw [add assoc, add comm

-- 52 demostracion

example : (x +y) + z = (x
-- by library search

add right comm x y z

-- 62 demostracién

example : (X +y) + z = (x

-- by hint
by omega

-- 72 demostracion
example : (X +y) + z = (x

by linarith

-- 82 demostracion

example : (X +y) + z = (x
by nlinarith

-- 92 demostracion

example : (X +y) + z = (x
by ring

-- 102 demostracioén
example : (x +y) + z = (x

by finish

z)
z,

z)

+y =
add assoc]
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3.4.6. Pruebas de desarrollo de producto de sumas

= Enlaces al cédigo, a la sesién en Lean Web y al video.

-- Pruebas de desarrollo de producto de sumas

-- Ej. 1. Sean a, b, c y d numeros enteros. Demostrar que
-- (a+b) *(c+d) =a*c+b*c+axd+5b*d

import tactic
import data.int.basic

variables a b c d : Z
-- 12 demostracion

example : (a +b) * (c+d)=a*c+b*c+a*d+b*d:=
calc

(a +b) * (c +d)
=(a+b) *c+ (a+b) *d : by rw left distrib
=(a*c+b*c)+ (a+b)*d : by rw right distrib
=(a*c+b*c)+ (a*d+Db*d : by rw right distrib
—a*c+b*c+ax*xd+bx*d : by rw ladd_assoc

-- 22 demostracion
example : (a +b) * (c+d)=a*c+b*c+a*d+b*d:=
by rw [left distrib, right distrib, right distrib, Hadd_assoc]

-- 32 demostracién
example : (a +b) * (c+d) =a*c+b*c+a*d+b*d:=
begin
rw left distrib,
rw right distrib,
rw right distrib,
rw add_assoc,
end

-- 42 demostracién
example : (a +b) * (c+d)=a*c+b*c+a*d+b*d:=
calc
(a+b) * (c +d)
=(a+b) *c+ (a+b) *d : by rw mul add
...=(a*c+b*c)+ (a+b) *d : by rw add mul


./src/2_LPO/Pruebas_de_desarrollo_de_producto_de_sumas.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/2_LPO/Pruebas_de_desarrollo_de_producto_de_sumas.lean
https://youtu.be/78wuVCsvkP8
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(a*c+b*c)+(a*d+b*d : by rwadd mul
a*c+b*c+a*d+b*d : by rw lHadd_assoc

-- 52 demostracion

example : (a + b) * (c + d)
-- by hint

by linarith

a*c+b*c+a*d+b*d:

-- 62 demostracion
example : (a + b) * (c + d)
by nlinarith

af*fc+b*c+a*d+b*d:

-- 72 demostracién
example : (a +b) * (c+d) =a*c+b*c+a*d+Db*d:
by ring
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Conjuntos

4.1. Elementos basicos sobre conjuntos

4.1.1. Pruebas de la reflexividad de la inclusion de con-
juntos

» Enlaces al cddigo, a la sesién en Lean Web y al video.

- Prueba de la reflexividad de la inclusidén de conjuntos

-- Ej. 1. Demostrar
-- ACA

import data.set
variable U : Type
variable x : U
variables A B C : set U

-- f#reduce x € A
-- #reduce B C C

-- 12 demostracidn
example : A[C| A :=
begin

intros x h,

exact h,
end

139


./src/3_Conjuntos/Prueba_de_la_reflexividad_de_la_inclusion_de_conjuntos.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/3_Conjuntos/Prueba_de_la_reflexividad_de_la_inclusion_de_conjuntos.lean
https://youtu.be/uAUAaOKL41A
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-- 22 demostracion
example : A[] A :=
assume X,

assume h : x [ A,

show x [d A, from h

-- 32 demostracion

example : A :=
assume X,
assume h : x [g A,

-- 42 demostracion
example : A 1=
assume X,

Ah:x|dA h

-- 52 demostracion
example : A[C] A :=
assume X,

id

-- 62 demostracion

example : A 1=
A X, id

-- 72 demostracidn

example : A [C] A :=

-- by library search
set.subset.rfl

open set

-- 82 demostracion

example : A 1=
subset.rfl

-- 92 demostracidn
example : A i=
-- by hint

by tauto

-- 102 demostracién
example : A =



4.1. Elementos béasicos sobre conjuntos 141

by finish
-- 112 demostracion

example : A [C] A :=
by refl

4.1.2. Pruebas de la antisimetria de la inclusion de con-
juntos

= Enlaces al cédigo, a la sesion en Lean Web y al video.

-- Pruebas de la antisimetria de la inclusidén de conjuntos

-- Ej. 1. Demostrar
-- ACB BCAFA=B

import data.set

variable U : Type
variables A B : set U

open set

-- 12 demostracion
example
(h1 : A | B)
(h2 : B | A)
: A=B
begin
ext,
split,
{ intro h,
exact hl h, },
{ intro h,
exact h2 h, },
end

-- 22 demostracion
example


./src/3_Conjuntos/Pruebas_de_la_antisimetria_de_la_inclusion_de_conjuntos.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/3_Conjuntos/Pruebas_de_la_antisimetria_de_la_inclusion_de_conjuntos.lean
https://youtu.be/t8dxr4jjvMM
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(hl : A
(h2 : B
: A=B
ext

( assume x,

iff.intro
(assume h : x [g| A,

B)
A)

sl

show x || B, from hl h)

( assume h : x [¢| B,

show x || A, from h2 h))

-- 32 demostracion

example
(h1 : A[d] B)
(h2 : B[ A)
: A=B :=
ext
(A X,
iff.intro
(A h, hl h)
(A h, h2 h))

-- 42 demostracion
example

(h1 : A d] B)
(h2 : B |c] A)

: A=B

eq of subset of subset
( assume x,

assume h : xA,

show x || B, from hl h)

( assume Xx,
assume h : x |¢ B,

show x [g A, from h2 h)

-- 52 demostracion
example

(h1 : A[]] B)
(h2 : B[] A)
: A=B :=

eq of subset of subset hl h2

-- 62 demostracion



4.1. Elementos béasicos sobre conjuntos

143

example
(h1 : Al B)
(h2 : B | A)
: A=B :=

-- by library search
subset.antisymm hl h2

4.1.3.

» Enlaces al cddigo, a la sesidon en Lean Web y al video.

-- Introduccion de la intersecciodn

-- Ej. 1. Demostrar
-- XeA—->xeB—>xeANB

import data.set

variable U : Type
variables A B : set U
variable x : U

open set
-- #freduce x € AN B

-- 12 demostracién
example : x | A —» x [ B — x| AB :=
begin
intros hl h2,
simp,
split,
{ exact hl, },
{ exact h2, 1},
end

-- 22 demostracion

example : x | A —» x [ B — x| A B :=

begin

Introduccion de la interseccion


./src/3_Conjuntos/Introduccion_de_la_interseccion.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/3_Conjuntos/Introduccion_de_la_interseccion.lean
https://youtu.be/EWBe22M3ef4
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intros hl h2,

split,

{ exact hl, },

{ exact h2, 1},
end

-- 32 demostracion

example : x € A — x| B — x| A B :

assume hl : x [¢ A,
assume h2 : x [d B,
show x |[¢f A N B, from and.intro hl h2

-- 42 demostracion

example : x |/ A — x[g/ B — x[g/ A B :

assume hl : x [¢ A,
assume h2 : x |¢ B,
show x [c| A [N B, from (hl, h2)

-- 52 demostracion
example : x | A —» x| B — x [ A B :
assume hl : x A,

assume h2 : x |¢ B,
(h1, h2)

-- 62 demostracion

example : x € A — x [ B — x [ A B :

A hl h2, (h1, h2)

-- 72 demostracion

example : x € A - x| B — x| A B :

-- by library search
mem_inter

4.1.4. Introduccion de la union

» Enlaces al cddigo, a la sesién en Lean Web y al video.

-- Regla de introduccién de la unidn

-- Ej. 1. Demostrar


./src/3_Conjuntos/Introduccion_de_la_union.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/3_Conjuntos/Introduccion_de_la_union.lean
https://youtu.be/PKcVmmBFB-c
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import data.set

variable U : Type
variables A B : set U
variable x : U

open set
-- #reduce x € A U B

-- 12 demostracidn
example : A[C/A|JB :=
begin

intros x h,

simp,

left,

exact h,
end

-- 22 demostracion
example : AC]A[JB :
begin

intros x h,

left,

exact h,
end

-- 32 demostracion
example : AC/A[JB :
assume X,

assume h : x [ A,

show x [€] A U B, from or.inl h

-- 42 demostracion

example : AC/A[JB :

assume X,
assume h : x |g A,
or.inl h

-- 52 demostracion

example : A[C/A[JB :

assume X,
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Ah: xe A, or.inl h

-- 62 demostracion

example : A[C/A[JB :

assume x, or.inl

-- 72 demostracion

example : A[C]A[JB :

A X, or.inl

-- 82 demostracion

example : AC/A[JB :

-- by library search
subset union left A B

-- 92 demostracion

example:AAB:

A X, mem union left B

-- 102 demostracion

example : AC]A[JB :

-- by hint
by finish

-- 112 demostracion

example : A[C/A[JB :

by simp

4.1.5. EIl conjunto vacio

» Enlaces al cddigo, a la sesidén en Lean Web y al video.

-- Regla del conjunto vacio

import data.set


./src/3_Conjuntos/Minimimalidad_del_vacio.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/3_Conjuntos/Minimimalidad_del_vacio.lean
https://youtu.be/MfoCvy36UP8
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variable U : Type
variables A : set U
variable x : U

open set

-- #reduce () : set U)
-- #reduce x € (0 : set U)

-- 12 demostracion
example : A =
begin
intros x h,
simp at h,
exfalso,
exact h,
end

-- 22 demostracion
example : A =
begin
intros x h,
exfalso,
exact h,
end

-- 32 demostracion

example : A :=

assume X,

assume h : x [d () : set V),
show x |d A, from false.elim h

-- 42 demostracion

example : A =

A X, A h, false.elim h

-- 52 demostracion

example : A =

A, false.elim

-- 62 demostracion

example : A :=

-- by library search
empty subset A
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-- 72 demostracion

example : A :=

assume X,
assume h : x [g (| : set U),
show x A, from absurd h (not mem empty x)

-- 82 demostracion

example : A :=

A x h, absurd h (not mem empty x)

-- 92 demostracion

example : A =

-- by hint

by tauto

-- 102 demostracion
example : A :=
by finish

-- 112 demostracion

example : A :=

by simp

4.1.6. Diferencia de conjuntos: A\ B C A

» Enlaces al cddigo, a la sesidon en Lean Web y al video.

-- Diferencia de conjuntos: A\ B C A

- A\ BCA

import data.set
variable U : Type
variables A B : set U

variable x : U

open set


./src/3_Conjuntos/Pruebas_de_diff(A,B)⊆A.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/3_Conjuntos/Pruebas_de_diff(A,B)⊆A.lean
https://youtu.be/iYlXqLMs5wc
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-- #reduce (A | B)
-- #reduce x € A | B

-- 12 demostracidn
example : A\ B[] A :
begin

intros x h,

simp at h,

exact h.left,
end

-- 22 demostracion
example : A\ B[] A :
begin

intros x h,

exact h.left,
end

-- 32 demostracion

example : A\ B[] A :

assume X,

assumeh:xAB,

show x || A, from h.left

-- 42 demostracion

example : A\ B[] A :

assume X,

assumeh:xAB,

and.left h

-- 52 demostracion

example : A\ B[] A :

assume X,
A h, and.left h

-- 62 demostracion

example : A\ B[] A :

assume x, and.left

-- 72 demostracion

example : A\ B[] A :

A, and.left

-- 82 demostracion
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example : A\ B[] A :=

-- by library search
diff subset A B

-- 92 demostracion

example : A\ B[] A :=

assume X,

assumeh:xAB,

show x | A, from mem of mem diff h
-- 102 demostracidn

example : AN B[C A :=

A, mem of mem diff

-- 112 demostracién

example : AN B|C A :=
by finish [subset_def]

4.1.7. Complementario de un conjunto: Pruebas de A \
B C B¢

= Enlaces al cédigo, a la sesiéon en Lean Web y al video.

-- Complementario de un conjunto: Pruebas de A \ B C B¢

- A\ B C B

import data.set
variable {U : Type}
variables A B : set U
variable x : U

open set

-- f#reduce x € B¢
-- #reduce B¢


./src/3_Conjuntos/Pruebas_de_diff(A,B)⊆Bᶜ.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/3_Conjuntos/Pruebas_de_diff(A,B)⊆Bᶜ.lean
https://youtu.be/VIVvmAtq9nA
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-- 12 demostracion

example : A |\ B ]| B :

begin
intros x h,
simp at *,
exact h.right,
end

-- 22 demostracion

example : A \ B ]| B :

begin
intros x h,
exact h.right,
end

-- 32 demostracion

example : A |\ B ]| B :

assume X,

assume hl : x [g A\ B,

have h2 : x [¢ B, from

show x [d B, from

-- 42 demostracion

example : A |\ B ]| B :

assume X,

assume hl : xA B,

show x [g B, from and.

-- 52 demostracion

example : A |\ B ]| B :

assume X,
A hl, and.right hl

-- 62 demostracion

example : A \ B []| B :

assume X,
and.right

-- 72 demostracion

example : A \ B []| B :

A, and.right

-- 82 demostracion

example : A \ B ]| B :

and.right hl,
2

>

right hl
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A, not mem of mem diff

4.1.8. Pruebas de la conmutatividad de la interseccion

» Enlaces al cddigo, a la sesién en Lean Web y al video.

-- Pruebas de la conmutatividad de la interseccion

-- Ej. 1. Demostrar
-- ANBCBNA

import data.set

variable {U : Type}
variables A B : set U
variable x : U

open set

-- 12 demostracion
example : AN B[] B[ A :
begin

intros x h,

simp at *,

split,

{ exact h.right, },

{ exact h.left, 1},
end

-- 22 demostracidn
example : A B[] B[ A :
begin

intros x h,

split,

{ exact h.right, 7},

{ exact h.left, 1},
end

-- 32 demostracion

example:ABBA:


./src/3_Conjuntos/Pruebas_de_la_conmutatividad_de_la_interseccion.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/3_Conjuntos/Pruebas_de_la_conmutatividad_de_la_interseccion.lean
https://youtu.be/b9RzBNk6Tzg
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begin
rintros x (hl, h2),
split,
{ exact h2, 1},
{ exact hl, 1},
end

-- 42 demostracion

example : A B[] B[ A :=

begin
rintros x (hl, h2),
exact (h2, hl),
end

-- 52 demostracion

example : A B[] B[ A :=

assume X,

assumeh:xAB,

have hl : x |¢ A, from and.left h,
have h2 : x |g B, from and.right h,
show x | B N/ A, from and.intro h2 hl

-- 62 demostracion

example : A B[] B[ A :=

assume X,

assumeh:xAB,

have hl : x A/\xB, from h,
have h2 : x
show x [d B [ A, from h2

[]M]

-- 72 demostracion

example : A B[] B[ A :=

assume X,

assumeh:xAB,

show x || B N A, from and.comm.mp h

-- 82 demostracion

example : A B[] B A :

assume X,

assumeh:xAB,

and.comm.mp h

-- 92 demostracion

example : A B[] B[ A :

B A x|/ A, from and.comm.mp hl,
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assume X,
A h, and.comm.mp h

-- 102 demostracion

example : A B[] B[] A

assume X,
and.comm.mp

-- 102 demostracion

example : A B[] B[] A

A, and.comm.mp

-- 112 demostracion

example : A B[] B[] A

-- by hint
by finish

-- 122 demostracion

lemma aux : AN B[/ B|A :=

by simp

-- Ej. 2. Demostrar
-- ANB=BNA

-- 12 demostracion

example : A B =B [ A

begin

apply eq of subset of subset,

{ exact aux A B, },
{ exact aux B A, },
end

-- 22 demostracion

example : A B =B[A:
eq of subset of subset (aux A B)

-- 32 demostracion

example : A B =B [ A

-- by library search
inter comm A B

-- 42 demostracion

example : A B =B [ A

(aux B A)
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-- by hint
by finish

4.2. Identidades conjuntistas

4.2.1. Pruebas de la propiedad distributiva de la inter-
seccion sobre la union.

» Enlaces al cddigo, a la sesién en Lean Web y al video.

-- Pruebas de AN (BUC) = (AnB) U ((AnC)

import data.set
open set

variable {U : Type}
variables A B C : set U

-- Ej. 1. Demostrar
-- AnNn((BUC) C (ANnB) U (AnNC)

-- 12 demostracion
example :
AN BYO [ ARNB YN :=
begin
intros x h,
cases h with ha hbc,
cases hbc with hb hc,
{ left,
split,
{ exact ha, },
{ exact hb, }},
{ right,
split,
{ exact ha, },
{ exact hc, }},
end


./src/3_Conjuntos/Pruebas_de_A∩(B∪C)_igual_(A∩B)∪(A∩C).lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/3_Conjuntos/Pruebas_de_A∩(B∪C)_igual_(A∩B)∪(A∩C).lean
https://youtu.be/sFJQHZ9fLZs
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-- 22 demostracidn
example :
AN BYCO [ ANB Y (AN :=
begin
intros x h,
cases h with ha hbc,
cases hbc with hb hc,
{ left,
split,
{ assumption, },
{ assumption, }},
{ right,
split,
{ assumption, },
{ assumption, }},
end

-- 32 demostracion
example :
AN BYO [ AaRNB YKo :=
begin
intros x h,
cases h with ha hbc,
cases hbc with hb hc,
{ left,
split,
assumption', },
{ right,
split,
assumption', },
end

-- 42 demostracién
example :
AN BUO I (ANB) U MAC :=
begin
rintros x (ha, (hb | hc)),
{ left,
split,
assumption', },
{ right,
split,
assumption', },
end
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-- 52 demostracion
example :

AN BYCO [ ANB Y (AN :=

assume X,

assume h : x [g A (B[J ),

have x €| A, from and.left h,
have x €| B |U C, from and.right h,

or.elim (x B C)

( assume : X || B,

have x | A [0 B, from and.intro |<x A x B,

show x | (A [ B) |U (A C), from or.inl this)
( assume : x | C,

have x | A [ C, from and.intro [x ¢ Ab| [{x |¢] C}],

show x |¢| (A | B) (ANl C), from or.inr this)

[m]m]

[M]m]
[M]

-- 62 demostracion
lemma inter union 11 :

AU @B U ®po :=

assume X,

assume h : x [g A (B[J ),

have ha : x [¢ A, from and.left h,

have hbc : x [/ B |J C, from and.right h,
or.elim hbc
( assume hb : x |¢ B,

have hab: x |¢/ A [0 B, from and.intro ha hb,

show x €| (AN B) U (A0 C), from or.inl hab)
( assume hc : x |¢ C,

have hac : x [l A [N C, from and.intro ha hc,

show x |¢| (A |0 B) (ANl C), from or.inr hac)

-- Ej. 2. Demostrar
-- (AnB) U(ANC) CAN (BUZC)

-- 12 demostracion

example :

(ANB) U Ao gAa@YO :=
begin

intros x h,

cases h with hab hac,

{ split,

{ exact hab.left, },
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{ left,
exact hab.right, }},
{ split,
{ exact hac.left, },
{ right,
exact hac.right, }},
end

-- 22 demostracion

example :
(ANB) U Ao gAaBYO :=
begin
rintros x ((ha, hb) | (ha, hc)),
{ split,
{ exact ha, },
{ left,
exact hb, }},
{ split,
{ exact ha, },
{ right,

exact hc, }},
end

-- 32 demostracidn
lemma inter union 12 :

A Y@adodapedo :=

assume X,

assume : x | (A B) U (A0,

or.elim this

( assume h : x [g A [ B,

have x |g A, from and.left h,
have x |e| B, from and.right h,
have x || B |U C, from or.inl this,

show AN (B|J C), from and.intro x A this)
(assume h : x [g A [ C,

have A, from and.left h,
C, from and.right h,
B U C, from or.inr this,

AN (BU C), from and.intro [<x | Ab| this)

-- Ej. 3. Demostrar
-- (ANB)U((ANC) =AnN (BUC)

X

have
have

>
[m]MImIm] = [Mim]

xX X X

show
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-- 12 demostracioén
example :
ANl BYC =((ANB) Y (ANO
-- by library search
inter distrib left A B C

-- 22 demostracion
theorem inter union :

ANl B[JC = (ANB YKo
eq of subset of subset

(inter union 11 A B C)

(inter union 12 A B ()

-- 32 demostracioén
example :
ANl BYC =((ANB) U MARNO
begin
ext,
simp,
exact and or distrib left,
end

-- 42 demostracioén
example :
AN BUYO =B YKo
begin
ext,
exact and or distrib left,
end

-- 52 demostracion
example :

AN BYC =((ANB) U (ANO

ext (A x, and or distrib left)

4.2.2. Pruebasde (ANnBc)uB=AUB

= Enlaces al cédigo, a la sesién en Lean Web y al video.

-- Pruebas de (AN Bc) UB=AUSB



./src/3_Conjuntos/Prueba_de_(A∩Bᶜ)∪B_igual_A∪B.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/3_Conjuntos/Prueba_de_(A∩Bᶜ)∪B_igual_A∪B.lean
https://youtu.be/Co3dEzqLVzM
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-- Ej. 1. Demostrar

-- (ANB¢) UB=AUB
import data.set

open set

variable U : Type
variables A B C : set U

-- 12 demostracion

example : (AN B) [JB=A|B :=

calc
(AN B) UB=(AB) N (B|JB) : by rw union distrib right
... = (AU B) N univ : by rw compl union self
. =AUB : by rw inter_univ

example : (AN B) JCc= (Ao BYO :=

-- by library search
union distrib right A B C

example : B [J B = univ :=
-- by library search
compl _union_self B

example : A [0 univ = A :=
-- by library search

inter univ A

-- 22 demostracion

examp1.e:(AB)B=A|3;=

begin
rw union distrib right,
rw compl union_self,
rw inter univ,

end

-- 32 demostracion
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example : (A B) YB=A[]B :=

by rw [union distrib right, compl union self, inter univ]

-- 42 demostracion

example:(AB)B:AB;=

by simp [union distrib right]

4.3. Familias de conjuntos

4.3.1. Union e interseccion de familias de conjuntos

» Enlaces al cddigo, a la sesién en Lean Web y al video.

-- Unidén e interseccidon de familias de conjuntos

variables {I U : Type}

-- Ej. 2. Definir la funcidn

- - Union : (I — set U) — set U

-- tal que (Union A) es la unidn de de los conjuntos de
-- la familia A.

def Union (A : I — set U) : set U :=
{x | 3i:I, xdAi}

-- Ej. 3. Definir la funcién

-- Inter : (I — set U) — set U

-- tal que (Inter A) es la interseccién de de los
-- conjuntos de la familia A.


./src/3_Conjuntos/Union_e_interseccion_de_familias_de_conjuntos.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/3_Conjuntos/Union_e_interseccion_de_familias_de_conjuntos.lean
https://youtu.be/AnB6Gm477M4
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def Inter (A : I — set U) : set U :=
{x | Vi:I xdAi}

-- Ej. 4. Declarar

-- + x como una variable sobre U y

-- + A como una variable sobre familas de conjuntos de
-- U con indice en A.

variable x : U
variable (A : I — set U)

-- Ej. 5. Demostrar que
- - X € Union A+ 31, x e A1

example
(h : x |d union A)

D 3d, x|dAid =

-- Ej. 6. Demostrar que
- - x € x € Inter AV i, xe€ Ai

example
(h : x |d Inter A)

P Vi, x| Ad =

notation “ binders *, ° r:(scoped f, Union f) :=r

notation “ binders ', ° r:(scoped f, Inter f) :=r
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-- Ej. 9. Demostrar que
- - xelJi, AiF-3Ji, xeAli

th e xgJi Ai)
: i, X i

-- Ej. 10. Demostrar que
- - xexei, AiFV i xeAlil

4.3.2. Pertenencia a uniones e intersecciones de fami-
lias

= Enlaces al cédigo, a la sesiéon en Lean Web y al video.

-- Pertenencia a uniones e intersecciones de familias

import data.set
open set

variables {I U : Type}
variables {A : I — set U}
variable {x : U}

-- Ej. 1. Demostrar que
-- (x e i, Ai) & (F i, x € A1)


./src/3_Conjuntos/Pertenencia_a_uniones_e_intersecciones_de_familias.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/3_Conjuntos/Pertenencia_a_uniones_e_intersecciones_de_familias.lean
https://youtu.be/KoJCz46QfXA
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-- 12 demostracion
example :

xgdUi Ai) & 3i, x[gAi) :=

-- by library search
mem_Union

-- 22 demostracion
example :

(xlgJi, Ai) < (31, x|gAi) :=

by simp

-- Ej. 2. Demostrar que
oL (x e (i, Ai) & (Vi, x € Ai)

-- 12 demostracion
example :

(x[g i, Ad) & (Vi, x[dAi):=

-- by library search
mem Inter

-- 22 demostracion
example :

(x g i Ad) & (Vi x[gAi) :=

by simp

4.3.3. Pruebas de la distributiva de la interseccidon ge-
neral sobre la interseccion

= Enlaces al cédigo, a la sesiéon en Lean Web y al video.

-- Pruebas de la distributiva de la interseccién general sobre la interseccién

-- Ej. 1. Demostrar
-- (Wi, AinBi)= (i, A1) n ()i, B i)

import data.set
import tactic


./src/3_Conjuntos/Pruebas_de_la_propiedad_distributiva_de_la_interseccion.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/3_Conjuntos/Pruebas_de_la_propiedad_distributiva_de_la_interseccion.lean
https://youtu.be/D10o8AZhyYE
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open set

variables {I U : Type}
variables {A B : I — set U}

-- 12 demostracidn
example :
(i, AiBi)= (i, Ai)N (N i, Bi) :=
begin
ext,
split,
{ intro h,
rw mem Inter at h,
split,
{ rw mem_Inter,
intro i,
exact (h i).left, },
{ rw mem_Inter,
intro i,
exact (h i).right, }},
{ rintro (h1l, h2),
rw mem Inter at *,
intro 1,
exact (hl1 i, h2 i), },
end

-- 22 demostracién
example :
(i, AifBi)= (i, Ai) N (O i, Bi) :=
ext [§
assume x : U,
iff.intro
(assumeh:xi,AiBi,
have h1 : V i, x | A i [ B i,
from mem Inter.mp h,
have h2 : V i, x [g A i,
from assume i, and.left (hl i),
have h3 : V i, x [ B i,
from assume i, and.right (hl i),

have h4 : x | [N i, A i,

from mem Inter.mpr h2,

have h5 : x [ [) i, B i,

from mem Inter.mpr h3,

showx(i,Ai)(i,Bi).
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from and.intro h4 h5)
(assume h : x g (N i, A i) (O i, B i),
have hl : V i, x [ A i,
from mem Inter.mp (and.left h),
have h2 : V i, x [g B i,
from mem Inter.mp (and.right h),
have h3 : V i, x [ A i[B i,
from assume i, and.intro (hl i) (h2 i),

show x [ [ i, A i B i,

from mem Inter.mpr h3)

-- 32 demostracién
example :
(i, AijNBi)= (i, Ai) A (i, B i)
-- by library search
Inter inter distrib A B

-- 42 demostracion
example :

(i, AippBi) = (i, Adi) A (0i, Bi)
(

ext (by finish)

4.3.4. Reglas de la interseccion general

= Enlaces al cédigo y a la sesiéon en Lean Web.

-- Reglas de la interseccidén general

import data.set
open set

section

variables {I U : Type}
variables {A : I — set U}
variable {x : U}

-- Regla de introduccidén de la interseccién

-- 12 demostracion
example


./src/3_Conjuntos/Reglas_de_la_interseccion_general.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/3_Conjuntos/Reglas_de_la_interseccion_general.lean
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(h : Vi, xgAi)
DX EIII i, A1l :=
begin
simp,
assumption,
end

-- 22 demostracion
theorem Inter.intro
(h : Vi, xlgAi)

cxlg i, Al

by simp; assumption

-- Regla de eliminacién de la interseccién

-- 12 demostracion
example
th : x g i Ai)
(i : I)

DX EIA i:=

begin
simp at h,
apply h,
end

-- 22 demostracidn
@[elab _simple]
theorem Inter.elim
th : xgNi Ai)
(i : I)

DX EIA i:=

by simp at h; apply h

end

4.3.5. Reglas de la union general

= Enlaces al cddigo y a la sesién en Lean Web.

-- Reglas de la unidén general



./src/3_Conjuntos/Reglas_de_la_union_general.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/3_Conjuntos/Reglas_de_la_union_general.lean
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import data.set
open set

variables {I U : Type}
variables {A : I — set U}
variable {x : U}
variable (i : I)

-- Regla de introduccién de la unidn

-- 12 demostracidn
example

(h : x|dAi)

s xlg Ui, A=
begin

simp,

existsi i,

exact h
end

-- 22 demostracion
theorem Union.intro

(h : x|dAi)
s xlg Ui, A=

by {simp, existsi i, exact h}

-- Regla de eliminacidén de la unidn

-- 12 demostracion
example
{b : Prop}
(hy : x| Ui, Ai)
(hy : V (i:1I), xg/Ai — b)
b =
begin
simp at hy,
cases hy with i h,
exact hy i h,
end

-- 22 demostracion
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theorem Union.elim
{b : Prop}
(hy : x| Ui, Ai)

(hy : V (i:1I), xg/Ai— b)
b =

by {simp at hy;, cases h; with i h, exact hy i h}

4.3.6. Pruebas de interseccion sobre union general

» Enlaces al cddigo, a la sesidén en Lean Web y al video.

-- Pruebas de interseccién sobre unidn general

import data.set
open set

variables {I U : Type}
variables {A : I — set U}
variable {C : set U}

-- Ej. 1. Demostrar
-- cn (Yi, Ai) C (Ui, CnNA i)

-- 12 demostracion
example :
Ch (Ui, Ad)[d (Ui, cAi
begin
rintros x (hC, hu),
rw mem Union at hU,
cases hU with i hA,
apply mem Union.mpr,
use i,
split,
assumption',
end

-- 22 demostracion
example :


./src/3_Conjuntos/Pruebas_de_interseccion_sobre_union_general.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/3_Conjuntos/Pruebas_de_interseccion_sobre_union_general.lean
https://youtu.be/0jiyLryyubA

170 Capitulo 4. Conjuntos

ch (UL, Ad) [d (Ui, cpAi) :=

begin
intros x h,
simp * at *,
end

-- 32 demostracion
lemma inter Uni 11 :

Ch (Ui, Ad)[d (Ui, cnAi) :=

by {intros x h, simp * at *}

-- Ej. 2. Demostrar
-- (Ui, cnAi) CCcn (Yi, A1)

-- 12 demostracion

example :

(Ui, cnad|dcpn (Ui, Ai) :=
begin

intros x h,

rw mem Union at h,
cases h with i hi,
cases hi with hC hA,
split,
{ exact hC, 1},
{ apply mem Union.mpr,
use i,
exact hA, },
end

-- 22 demostracién
example : (U i, c A i) g c (Ui, A i) :=
begin
intros x h,
rw mem_Union at h,
rcases h with (i, hC, hA),
split,
{ exact hC, 1},
{ apply mem Union.mpr,
use i,
exact hA, },
end

-- 32 demostracion



4.3. Familias de conjuntos 171

example :

(Ui, cpai)ydch (UL, Ai) :=
begin

intros x h,

simp * at *,
end

-- 42 demostracion
lemma inter Uni 12 :

(Ui cpai)dch (Ui, Adi) :=

by {intros x h, simp * at *}

-- Ej. 3. Demostrar
- - cn (Yi, Ai)=(YJi, CcnA i)

-- 12 demostracion
example :

i (Ui A= (Ui CAL =

eq of subset of subset inter Uni 11 inter Uni 12

-- 22 demostracion
example :

Ci (Ui, Ad) = (Ji, C[Aid) :=
-- by library search
inter Union C A

-- 32 demostracion
example :

c Ui, Ad) = (Ui, cAi :=

ext |4 by simp

-- 42 demostracion
example :

C (Ui, Ad) = (Ui CAL :=

by {ext, simp}

4.3.7. Pruebasde (Ui, "), Aij) < (N, Ui, Aij)

m Enlaces al cddigo, a la sesidon en Lean Web y al video.


./src/3_Conjuntos/Uniones_de_intersecciones.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/3_Conjuntos/Uniones_de_intersecciones.lean
https://youtu.be/9vTnKpMSblI
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-- Pruebas de (Ui, Nj, A1 j) < ((j, Ui, A 1 j)

import data.set
open set

variables {I J U : Type}
variables (A : I — J — set U)

-- 12 demostracién
example : (Ui, [Ni, A i) d (i, Ui, Adj) :=
begin
intros x h,
rw mem Union at h,
cases h with i hi,
rw mem Inter at hi,
apply mem Inter.mpr,
intro j,
apply mem Union.mpr,
use i,
exact (hi j),
end

-- 22 demostracion
example : (Ui, [Ni, A i j) (i, Ui, Aij) :=
begin
intros x h,
simp * at *,
cases h with i hi,
intro j,
use i,
exact (hi j),
end
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4.4. Conjunto potencia

4.4.1. Definicion del conjunto potencia

= Enlaces al cédigo y a la sesiéon en Lean Web.

-- Definicién del conjunto potencia

variable {U : Type}

def powerset (A : set U) : set (set U) :=
{B : set U | B[] A}

example
(A B : set U)
(h : B |e powerset A)

:BA:=

4.4.2. Pruebas de A c o (A U B)

» Enlaces al cddigo y a la sesién en Lean Web.

-- Pruebas de A € o (A U B)

import data.set
open set

variable {U : Type}
variables (A B : set U)

#reduce powerset A
#reduce B |¢| powerset A

#reduce g A

#reduce B A

-- 7?2 demostracion

example : A (A [J B) :=

begin


./src/3_Conjuntos/Definicion_del_conjunto_potencia.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/3_Conjuntos/Definicion_del_conjunto_potencia.lean
./src/3_Conjuntos/Pruebas_de_A∈P(A∪B).lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/3_Conjuntos/Pruebas_de_A∈P(A∪B).lean
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intros x h,

simp,

left,

exact h,
end

-- ?2 demostracion

example : A (A U B)

begin
intros x h,
exact or.inl h,
end

-- ?2 demostracion

example : A (A B)

A X, or.inl

-- ?2 demostracion

example : A (A U B)

assume X,
assume : x |g A,

show x [ A |U B, from or.inl [x

4.4.3. Monotonia del conjunto potencia: pAC 9B < A C

» Enlaces al cddigo, a la sesidén en Lean Web y al video.

-- Monotonia del conjunto potencia: p A C p B < A

import data.set
open set

variable {U : Type}
variables {A B C : set U}

-- #reduce p A
-- #reduce B € p A

-- Ej. 1. Demostrar


./src/3_Conjuntos/Monotonia_del_conjunto_potencia.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/3_Conjuntos/Monotonia_del_conjunto_potencia.lean
https://youtu.be/2b8GQdRazxQ

4.4. Conjunto potencia

175

-- 12 demostracién
example : [ A[Cl g B - AC B :=
begin
intro h,
apply subset of mem powerset,
apply h,
apply mem powerset,
exact subset.rfl,
end

-- 22 demostracion
example : [p ACl g/ B — A B :
begin
intro h,
apply h,
exact subset.rfl,
end

-- 32 demostracion

example : g A[Cl g B - A B :=
begin

intro h,

exact (h subset.rfl),
end

-- 42 demostracion

example : [g ACl g/ B — A B :

A h, h subset.rfl

-- 52 demostracidn
example : [g ACl g/ B - A B :
assume hl : [d A B,

have h2 : A [d A, from subset.rfl,
have h3 : A A, from h2,

have h4 : A B, from hl h3,
show A B, from h4

-- 62 demostracion
example : g A[Cl g B - A B :=
assume hl : [d A B,

have h2 : A [d A, from subset.rfl,
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have h3 : A A, from h2,
hl h3

-- 72 demostracidn
example : [ A[Cl g B - A B :=
assume hl : [g A B,

have h2 : A [d A, from subset.rfl,
hl h2

-- 82 demostracion
example : [ A[Cl g/ B -~ A B
assume hl : [d A B,

hl subset.rfl

-- 92 demostracion

1emmaaux1:AB—>A

A h, h subset.rfl

-- 102 demostracion

example : [p ACl g/ B — A B :

powerset mono.mp

-- Ej. 2. Demostrar
== ACB = popAC p8B

-- 12 demostracidn
example : A[C|B — [d Al [g B :=
begin
intro h,
intros C hCA,
apply mem powerset,
apply subset.trans hCA h,
end

-- 22 demostracién
example : A[C| B — [ A[]|[d B :=
begin
intros h C hCA,
apply subset.trans hCA h,
end

-- 32 demostracion

o
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lemma aux2 : A[C|B — [d ACl[¢ B :=

A h C hCA, subset.trans hCA h

-- 42 demostracion

example : A[C/B — [d Al [gB :=

powerset mono.mpr

-- Ej. 3. Demostrar
== p ACpB— ACB

-- 12 demostracion

example : [g A[C g B + A [C

iff.intro auxl aux2

oe]
Il

-- 22 demostracion

example : [ A[Cl g B «+ A B :=

-- by library search
powerset mono

-- 32 demostracion

example : [g A[Cl |/ B < A B :

-- by hint
by finish

-- 42 demostracion

example : [ A[Cl[d B <+ A B :

by simp
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Capitulo 5

Relaciones

5.1. Relaciones de orden

5.1.1. Las irreflexivas y transitivas son asimeétricas

» Enlaces al cddigo, a la sesidon en Lean Web y al video.

-- Las irreflexivas y transitivas son asimétricas

-- Ej. 1. Demostrar que las relaciones irreflexivas y
-- transitivas son asimétricas.

variable A : Type
variable R : A — A — Prop

-- #reduce irreflexive R
-- f#reduce transitive R

-- 12 demostracion
example
(hl : irreflexive R)
(h2 : transitive R)
:VXxy, Rxy - = RyXx:=
begin
intros x y h3 h4,
apply hl x,
apply h2 h3 h4,
end

179


./src/4_Relaciones/Las_irreflexivas_y_transitivas_son_asimetricas.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/4_Relaciones/Las_irreflexivas_y_transitivas_son_asimetricas.lean
https://youtu.be/4DLWcRsISdE
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-- 22 demostracion
example
(hl : irreflexive R)
(h2 : transitive R)
:VXxy, Rxy - = RyXx:=
begin
intros x y h3 h4,
apply (hl x) (h2 h3 h4),
end

-- 32 demostracion
example

(h1l : irreflexive R)

(h2 : transitive R)

V¥V Xy, Rxy > " Ryx:=
A Xy h3 h4, (hl x) (h2 h3 h4)

-- 42 demostracién
example

(hl : irreflexive R)

(h2 : transitive R)

:VXy, Rxy > - Ryx:=
assume X y,
assume h3 : R x
assume h4 : Ry x,
have h5 : R x x, from h2 h3 h4,
have hé : = R x x, from hl x,
show false, from h6 h5

Y,
X

5.1.2. Las partes estrictas son irreflexivas

» Enlaces al cddigo, a la sesién en Lean Web y al video.

-- Las partes estrictas son irreflexivas

-- Ej. 1. La parte estricta de una relacién R es la

-- relacién R' definida por
-- R'ab:=RabAa#b

-- Demostrar que la parte estricta de cualquier


./src/4_Relaciones/Las_partes_estrictas_son_irreflexivas.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/4_Relaciones/Las_partes_estrictas_son_irreflexivas.lean
https://youtu.be/nWIRDiyQ-14
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-- relacidn es irreflexiva.

import tactic
section

parameter {A : Type}
parameter (R : A — A — Prop)

definition R' (a b : A) : Prop :=
RabaAna#hb

#reduce irreflexive R

-- 12 demostracion
example :
irreflexive R' :=
begin
intros a h,
cases h with hl h2,
apply h2,
refl,
end

-- 22 demostracion
example :
irreflexive R' :=
assume a,
assume : R' a a,
have a # a, from and.right this,
have a = a, from rfl,

show false, from [{a # ab|[<a = ap|

end

5.1.3. Las partes estrictas de los ordenes parciales son
transitivas

m Enlaces al cddigo, a la sesidon en Lean Web y al video.


./src/4_Relaciones/Las_partes_estrictas_de_los_ordenes_parciales_son_transitivas.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/4_Relaciones/Las_partes_estrictas_de_los_ordenes_parciales_son_transitivas.lean
https://youtu.be/4XBqKYFVjto

182 Capitulo 5. Relaciones

-- Las partes estrictas de los 6rdenes parciales son transitivas

-- Ej. 1. La parte estricta de una relacién R es la

-- relacién R' definida por

-- R'ab:=RabAaz#b

-- Demostrar que si R es un orden parcial, entonces su
-- parte estricta es transitiva.

import tactic
section

parameter {A : Type}

parameter (R : A — A — Prop)
parameter (reflR : reflexive R)
parameter (transR : transitive R)
parameter (antisimR : anti symmetric R)
variables {a b c : A}

definition R' (a b : A) : Prop :=
RabaAna#hb

include transR
include antisimR

-- 12 demostracién
example : transitive R' :=
begin
rintros a b c (hl,h2) (h3,h4),
split,
{ apply (transR hl h3), 1},
{ intro h5,
apply h4,
apply (antisimR h3),
rw HhS,
exact hl, 1},
end

-- 22 demostracion
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local infix < := R

local infix < := R'

example : transitive (<) :=
assume a b c,

assume h; : a < b,

assume hy : b < c,

have a < b, from and.left hyp,

have a # b, from and.right hy,

have b < ¢, from and.left ho,

have b # c, from and.right hs,

have a < ¢, from transR [{a < b [<b < c]],
have a # c, from

assume : a = C,
have ¢ < b, from eq.subst [a = c}| []a <
have b = ¢, from antisimR [fo < c}|[]c < b]],

show false, from [{b # cp|[]o = ],

show a < ¢, from and.intro [a < cp| [a # c}

end

5.1.4. Las partes simétricas de las reflexivas son refle-
xivas

= Enlaces al cédigo, a la sesiéon en Lean Web y al video.

-- Las partes simétricas de las reflexivas son reflexivas

-- Ej. 1. La parte simétrica de una relacidén R es la
-- relacién S definida por

-- Sxy:=RxyANRyx

-- Demostrar que la parte simétrica de una relacidn
-- reflexiva es reflexiva.

section

parameter A : Type
parameter R : A —- A — Prop


./src/4_Relaciones/Las_partes_simetricas_de_las_reflexivas_son_reflexivas.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/4_Relaciones/Las_partes_simetricas_de_las_reflexivas_son_reflexivas.lean
https://youtu.be/7IynBV5XiRQ
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parameter reflR : reflexive R
include reflR
def S (xy : A) :=Rxy ARYyX

-- 12 demostracidn
example : reflexive S :=
begin

intro x,

split,

{ exact (reflR x), },

{ exact (reflR x), },
end

-- 22 demostracion

example : reflexive S :=

assume Xx,

have R x x, from reflR x,

show S x x, from and.intro this this

-- 32 demostracion

example : reflexive S :=

assume Xx,

show S x x, from and.intro (reflR x) (reflR x)

-- 42 demostracion

example : reflexive S :=
assume Xx,

and.intro (reflR x) (reflR x)

-- 52 demostracioén
example : reflexive S :=

A x, (reflR x, reflR x)

end

5.1.5. Las partes simétricas son simétricas

» Enlaces al cddigo, a la sesién en Lean Web y al video.


./src/4_Relaciones/Las_partes_simetricas_son_simetricas.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/4_Relaciones/Las_partes_simetricas_son_simetricas.lean
https://youtu.be/-B9CkdlvS2s
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-- Las partes simétricas son simétricas

-- Ej. 1. La parte simétrica de una relacién R es la
-- relacién S definida por
-- Sxy:=RxyANRyx

-- Demostrar que la parte simétrica de cualquier
-- relacién es simétrica.

section
parameter A : Type
parameter R : A — A — Prop

def S (xy : A) ;=R Xy AR YyX

-- 12 demostracidn
example : symmetric S :=
begin

intros x y h,

split,

{ exact h.right, 7},

{ exact h.left, },
end

-- 22 demostracion
example : symmetric S :=
begin

intros x y h,

exact (h.right, h.left),
end

-- 32 demostracién
example : symmetric S :=
A xy h, (h.right, h.left)

-- 42 demostracion

example : symmetric S :=
assume X Yy,

assume h : S x vy,

have hl : R x y, from h.left,
have h2 : Ry x, from h.right,
show S y x, from (h2, hl)
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-- 52 demostracioén

example : symmetric S :=

assume x vy,

assume h : S x vy,

show S y x, from (h.right, h.left)
-- 62 demostracion

example : symmetric S :=

A xy h, (h.right, h.left)

end

5.2. Ordenes sobre numeros

5.2.1. Pruebasden+1<mFFn<m+1

= Enlaces al cédigo, a la sesiéon en Lean Web y al video.

-- Pruebas de n + 1 <mkn<m+1

-- Ej. 1. Demostrar que si n y m son numeros naturales
-- tales que n + 1 < m, entonces n <m + 1.

import tactic
variables n m : N

-- 12 demostracion

example
(h :n+1<m
:n<m+1:=
calc
n <n+1: 1t add one n
<m : h
<m+ 1 : lt add one m

-- 22 demostracion
example


./src/4_Relaciones/Pruebas_de_desigualdad_entre_naturales.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/4_Relaciones/Pruebas_de_desigualdad_entre_naturales.lean
https://youtu.be/rV_seI6Zlac
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(h :n+1<m)
:n<m+1:=
have hl : n < n + 1, from 1t add one n,
have h2 : n < m, from 1t of 1t of le hl h,
have h3 : m <m + 1, from 1t add one m,
show n <m+ 1, from lt.trans h2 h3

-- 32 demostracion
example
(h :n+1C<
:n<m+1:=
begin
apply 1t trans (1t _add one n),
apply 1t of le of 1t h (1t add one m),
end

)

3

-- 42 demostracion
example
(h :n+1<m)
:n<m+1:=
1t trans (1t _add one n) (lt of le of 1t h (lt add one m))

-- 52 demostracion
example
(h :n+1K<
cn<m+1:=
-- by suggest
nat.lt.step h

)

3

-- 62 demostracién
example
(h :n+1K<
cn<m+1:=
-- by hint
by omega

)

3

-- 72 demostracion
example
(h :n+ 1<
:n<m+1:=
by linarith

3

)

-- 82 demostracion
example
(h :n+1<m
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th<m+ 1 :=
by nlinarith

5.3. Relaciones de equivalencia

5.3.1. Las equivalencias son predrdenes simétricos

» Enlaces al cddigo, a la sesién en Lean Web y al video.

-- Las equivalencias son predérdenes simétricos

-- Ej. 1. Un preorden es una relacién reflexiva y

-- transitiva.

-- Demostrar que las relaciones de equivalencias son
-- los prérdenes simétricos.

import tactic

variable {A : Type}
variable R : A -+ A — Prop

def preorden (R : A —+ A — Prop) : Prop :=
reflexive R A transitive R

-- #print equivalence
-- #print symmetric

-- 12 demostracion
example :
equivalence R < preorden R A symmetric R :=
begin
split,
{ rintros (hl, h2, h3),
exact ((hl, h3), h2), },
{ rintros ((hl, h3), h2),
exact (hl, h2, h3), },
end


./src/4_Relaciones/Las_equivalencias_son_preordenes_simetricos.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/4_Relaciones/Las_equivalencias_son_preordenes_simetricos.lean
https://youtu.be/fhMF-JcSlKc
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-- 22 demostracién
example :

equivalence R <> preorden R A symmetric R :
(A (h1, h2, h3), ((h1, h3), h2),

A ((h1, h3), h2), (hl, h2, h3))

-- 32 demostracion
example :
equivalence R <> preorden R A symmetric R :
iff.intro
( assume hl : equivalence R,
have h2 : reflexive R, from and.left hl,
have h3 : symmetric R, from and.left (and.right hl),
have h4 : transitive R, from and.right (and.right hl),
show preorden R A symmetric R,
from and.intro (and.intro h2 h4) h3)
( assume hl : preorden R A symmetric R,
have h2 : preorden R, from and.left hl,
show equivalence R,
from and.intro (and.left h2)
(and.intro (and.right hl) (and.right h2)))

-- 42 demostracién
example :
equivalence R «> preorden R A symmetric R :
begin
unfold equivalence preorden,
tauto,
end

-- 52 demostracioén
example :

equivalence R <> preorden R A symmetric R :
by finish [preorden]

5.3.2. Las relaciones reflexivas y euclideas son de equi-
valencia

» Enlaces al cddigo, a la sesién en Lean Web y al video.

-- Las relaciones reflexivas y euclideas son de equivalencia



./src/4_Relaciones/Las_relaciones_reflexivas_y_euclideas_son_de_equivalencia.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/4_Relaciones/Las_relaciones_reflexivas_y_euclideas_son_de_equivalencia.lean
https://youtu.be/OxcHaXGmmu4
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-- Una relacidn binaria (=) es euclidea si
- - V{abc}, a~b—c~b—a=xc

-- El objetivo de esta teoria es demostrar que si una
-- relacién es reflexiva y euclidea, entonces es de
-- equivalencia.

import tactic
section

parameter {A : Type}
parameter (R : A — A — Prop)

local infix ~ := R

parameter reflexivaR : reflexive (=)
parameter euclideaR : V {abc}, a~b —>c~b—a~xc

include reflexivaR euclideaR

-- Ej. 1. Demostrar que las relaciones reflexivas y
-- y euclideas son simétricas.

-- 12 demostracién
example : symmetric (=) :=
begin
intros a b h,
exact euclideaR (reflexivaR b) h,
end

-- 22 demostracion
example : symmetric (=) :=
A a b h, euclideaR (reflexivaR b) h

-- 32 demostracién

lemma simetricaR : symmetric (~) :=
assume a b (hl : a =~ b),

have h2 : b ~ b, from (reflexivaR b),
show b ~ a, from euclideaR h2 hl
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-- Ej. 2. Demostrar que las relaciones reflexivas y
-- y euclideas son transitivas.

-- 12 demostracidn
example : transitive (=) :=
begin
rintros a b ¢ hl h2,
apply euclideaR hl,
exact euclideaR (reflexivaR c) h2,
end

-- 22 demostracion
lemma transitivaR : transitive (=) :=
A ab chl h2, (euclideaR hl) (euclideaR (reflexivaR c) h2)

-- 32 demostracién

example : transitive (=) :=

assume a b c (hl : a =~ b) (h2 : b = ¢),

have h3 : ¢ ~ b, from euclideaR (reflexivaR c) h2,
show a ~ c, from euclideaR hl h3

-- Ej. 3. Demostrar que las relaciones reflexivas y
-- y euclideas son de equivalencia.

-- 12 demostracion
example : equivalence (~) :=
begin
unfold equivalence,
exact (reflexivaR, simetricaR, transitivaR),
end

-- 22 demostracion
example : equivalence (~) :=

(reflexivaR, simetricaR, transitivaR)

end
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Capitulo 6

Funciones

6.1. Funciones en Lean

6.1.1. Definicion de la composicion de funciones

» Enlaces al cddigo y a la sesién en Lean Web.

-- Definicién de la composicidén de funciones

namespace reservado
variables {X Y Z : Type}

def comp (f : Y = Z) (g : X = Y) : X = Z :=
A x, f (g x)

infixr ° @ T 1= comp
end reservado

#print notation [
#print function.comp

193


./src/5_Funciones/Definicion_de_la_composicion_de_funciones.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/5_Funciones/Definicion_de_la_composicion_de_funciones.lean
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6.1.2. Definicion de la funcion identidad

= Enlaces al cédigo y a la sesiéon en Lean Web.

-- Definicién de la funcidén identidad

namespace reservado
variable {X : Type}

def id (x : X) : X :=
X

end reservado

6.1.3. Extensionalidad funcional

» Enlaces al cddigo, a la sesidon en Lean Web.

-- Extensionalidad funcional

-- Viix:X), fx=9x
-- entonces, las funciones f y g son iguales.

variables {X Y : Type}
variables (f g : X — Y)

example
(h : ¥ x, fx=gx)
=g :=

funext h


./src/5_Funciones/Definicion_de_la_funcion_identidad.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/5_Funciones/Definicion_de_la_funcion_identidad.lean
./src/5_Funciones/Extensionalidad_funcional.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/5_Funciones/Extensionalidad_funcional.lean
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6.1.4. Propiedades de la composicion de funciones (ele-
mento neutro y asociatividad)

» Enlaces al cddigo, a la sesién en Lean Web y al video.

-- Propiedades de la composicidon de funciones

import tactic
open function

variables {X Y Z W : Type}

-- Ej. 1. Demostrar que
- - id o f =f

-- 12 demostracidn
example
(f: X =)
: id f=1f:=
begin

ext,

calc (id [ f) x = id (f x) : by rw comp_app

=f x : by rw id.def,

end

-- 22 demostracion
example

rw comp_app,
rw id.def,
end

-- 32 demostracion
example


./src/5_Funciones/Propiedades_de_la_composicion_de_funciones.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/5_Funciones/Propiedades_de_la_composicion_de_funciones.lean
https://youtu.be/6-VglWN0e7g
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ext,
rw [comp app, id.def],
end

-- 42 demostracion
example
(f: X =)
: id f=1f:=
begin

ext,

calc (id [ f) x = id (f x) : rfl

ce f x . rfl,

end

-- 52 demostracion
example

(f : X =)

: id f=1f.:=
rfl

-- 62 demostracién
example

(f: X =)

: id f=1f:=
-- by library search
left id f

-- 72 demostracion

example

(f : X =)

: id o f = f :=
comp.left id f

-- Ej. 2. Demostrar que
-- folid="f"

-- 12 demostracion

example

(f : X =)

: flid = f :=
begin

ext,

calc (f @ id) x = f (id x) : by rw comp_app
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end

-- 22 demostracion
example

(f : X =)
: floid=f :=
begin

ext,

rw comp_app,

rw id.def,
end

-- 32 demostracion

example

(f : X —Y)

: floid=f :=
begin

ext,

rw [comp app, id.def],
end

-- 42 demostracion
example

(f : X =)

: f o id = f :=
begin

ext,

calc (f [d id) x

end

-- 52 demostracion
example

(f: X =)
: floid=f :=
rfl

-- 62 demostracion
example

(f: X =)

: floid=f :=
-- by library search
right id f

= f (id x)

: by rw id.def,

rfl
rfl,
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-- 72 demostracidn
example
(f : X =)
fldid="*f :=
comp.right id f

-- Ej. 3. Demostrar que
-- (f og) o h=1°o (go h)

-- 12 demostracidn
example

(f :Z — W)

(g : Y — 2Z2)

(h : X =)

(flg) [dh-=
begin

ext,
calc ((f @

f o (g g h)

h x) : by
)) : by
) : by
X : by

|
—~ = —h — QO

end

-- 22 demostracion
example

(f : Z — W

(g : Y — 2Z2)

(h : X =)

(f 9 g) @h
begin

ext,
rw comp_app,
end

flo (g g h)

-- 32 demostracion
example
(f : Z — W
(g : Y — 2Z2)
(h : X =)
(f 9 g) @h

begin

fl(@h :=

rw comp_app
rw comp app
rw comp_app

rw comp_app
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ext,
calc ((f 9 g) [ h) x

= (f[d g (hx

= f (g (h x))

=f ((gfh x

= (fld (g h) x :
end

-- 42 demostracion

example
(f:Z — W)
(g : Y — 2Z2)
(h : X =)

(fjg) [ h="F[ (g h

rfl

-- 52 demostracion

example
(f :Z — W
(g : Y — 2)
(h : X =)

(fja) dh="F[ (g h)

comp.assoc T g h

:rfl

:rfl

rfl

rfl

6.1.5. Funciones inyectivas, suprayectivas y biyectivas

» Enlaces al cddigo y a la sesién en Lean Web.

-- Funciones inyectivas, suprayectivas y biyectivas

-- Ej. 1. Definir las funciones inyectivas,

-- Suprayectivas y biyectivas.

variables {X Y Z : Type}

def injective (f : X — Y) : Prop :

V{|X1 XQ’}, fX1=fX2—>X1=

def surjective (f : X — Y)

X2

: Prop :


./src/5_Funciones/Funciones_inyectivas_suprayectivas_y_biyectivas.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/5_Funciones/Funciones_inyectivas_suprayectivas_y_biyectivas.lean
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Vy, dx, Tx=y

def bijective (f : X — Y) : Prop :=
injective f A surjective f

6.1.6. La identidad es biyectiva

= Enlaces al cédigo, a la sesiéon en Lean Web y al video.

-- La identidad es biyectiva

import tactic
open function
variables {X : Type}

-- #print injective
-- #print surjective
-- #print bijective

-- 12 demostracién
example : injective (@id X) :=
begin
intros x; Xg h,
exact h,
end

-- 22 demostracion
example : injective (@id X) :=
)\X1X2h,h

-- 32 demostracién
example : injective (@id X) :=
A X1 Xo, id

-- 42 demostracion
example : injective (@id X) :=


./src/5_Funciones/La_identidad_es_biyectiva.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/5_Funciones/La_identidad_es_biyectiva.lean
https://youtu.be/KrjzxBs_EuU
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assume Xj; X,
assume h : id x; = id Xo,
show x; = X9, from h

-- 52 demostracién

example : injective (@id X)
--by library search
injective id

-- 62 demostracion

example : injective (@id X)
-- by hint

by tauto

-- 72 demostracién

example : injective (@id X)
-- by hint

by finish

-- 12 demostracién
example : surjective (@id X
begin
intro x,
use X,
exact rfl,
end

-- 22 demostracion

example : surjective (@id X)

begin

intro x,

exact (x, rfl),
end

-- 32 demostracion

example : surjective (@id X)

A x, (x, rfl)

-- 42 demostracion

example : surjective (@id X)

assume Yy,
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show 3 x, id x =y, from exists.intro y rfl

-- 52 demostracioén

example : surjective (@id X)
-- by library search
surjective id

-- 62 demostracion

example : surjective (@id X)
-- by hint

by tauto

-- 12 demostracién
example : bijective (@id X) :=
and.intro injective id surjective id

-- 22 demostracion
example : bijective (@id X) :=
(injective id, surjective id)

-- 32 demostracion
example : bijective (@id X) :=

-- by library search
bijective id

6.1.7. La composicion de funciones inyectivas es inyec-
tiva

= Enlaces al cédigo, a la sesiéon en Lean Web y al video.

-- La composicién de funciones inyectivas es inyectiva

-- Ej. 1. Demostrar que la composicidén de dos funciones
-- 1Inyectivas es una funcidén inyectiva.


./src/5_Funciones/La_composicion_de_funciones_inyectivas_es_inyectiva.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/5_Funciones/La_composicion_de_funciones_inyectivas_es_inyectiva.lean
https://youtu.be/iBWppcXaoyQ
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import tactic
open function

variables {X Y Z : Type}
variable {f : X — Y}
variable {g : Y — Z}

-- 12 demostracién
example
(Hf : injective f)
(Hg : injective g)
. injective (g |9 f)
begin
intros x y h,
apply Hf,
apply Hg,
exact h,
end

-- 22 demostracioén
example
(Hf : injective f)
(Hg : injective g)
. injective (g |9 f)
begin
intros x y h,
apply Hf,
exact Hg h,
end

-- 32 demostracioén
example

(Hf : injective f)

(Hg : injective g)

. injective (g |9 f)
begin

intros x y h,

exact Hf (Hg h),
end

-- 42 demostracién
example
(Hf : injective f)
(Hg : injective g)
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. injective (g |9 f)
A Xy h, Hf (Hg h)

-- 52 demostracién
example
(Hf : injective f)
(Hg : injective g)
. injective (g [d )
assume X y,
assume hl : (gl f) x = (g9 f) vy,
have h2 : f x = f y, from Hg hl,
show x = y, from Hf h2

-- 62 demostracién
example
(Hf : injective f)
(Hg : injective g)
. injective (g [ f) :=
assume X y,
assume hl : (gl f) x = (g9 f) y,
show x =y, from Hf (Hg hl)

-- 72 demostracion
example
(Hf : injective f)
(Hg : injective g)
. injective (g [ f) :=
assume X y,
assume hl : (gl f) x = (g9 f) y,
Hf (Hg hl)

-- 82 demostracion
example
(Hf : injective f)
(Hg : injective g)
. injective (g |9 f)
A x y hl, Hf (Hg hl)

-- 92 demostracioén
example
(Hg : injective g)
(Hf : injective f)
. injective (g |9 f)
-- by library search
injective.comp Hg Hf
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-- 102 demostracioén
example

(Hg : injective g)

(Hf : injective f)

: injective (g [ f) :=
-- by hint
by tauto

6.1.8. La composicion de funciones suprayectivas es su-
prayectiva

» Enlaces al cddigo, a la sesién en Lean Web y al video.

-- La composicién de funciones suprayectivas es suprayectiva

-- Ej. 1. Demostrar que la composicién de dos funciones
-- suprayectivas es una funcién suprayectiva.

import tactic
open function

variables {X Y Z : Type}
variable {f : X — Y}
variable {g : Y — Z}

-- 12 demostracién
example

(hf : surjective f)

(hg : surjective g)

. surjective (g d f) :=
begin

intro z,

cases hg z with y hy,

cases hf y with x hx,

use X,

simp,

rw hx,

exact hy,


./src/5_Funciones/La_composicion_de_funciones_suprayectivas_es_suprayectiva.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/5_Funciones/La_composicion_de_funciones_suprayectivas_es_suprayectiva.lean
https://youtu.be/omEhi6MuBuc
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end

-- 22 demostracién
example

(hf : surjective f)

(hg : surjective g)

. surjective (g d f) :=
begin

intro z,

cases hg z with y hy,

cases hf y with x hx,

use X,

calc (g @ f) x = f x)

(
y

N Q «Q

end

-- 32 demostracidn
example
(hf : surjective f)
(hg : surjective g)
: surjective (g [d f) :=
assume z,
exists.elim (hg z)
( assume y (hy : g
exists.elim (hf y

y = 2),
)

( assume x (hx : f x =
z
X

y)
have g (f x) = z,
show 3 x, g (f x) z,
-- 42 demostracién
example

(hf : surjective f)

(hg : surjective g)

: surjective (g [o f)
-- by library search
surjective.comp hg hf

-- 52 demostracioén
example
(hf : surjective f)
(hg : surjective g)
. surjective (g [o f)
A z, exists.elim (hg z)
(A y hy, exists.elim (hf y)

: by rw comp_app
: congr_arg g hx
. hy,

’

from eq.subst (eq.symm hx) hy,
= from exists.intro x this))
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(AN x hx, exists.intro x
(show g (f x) = z,
from (eq.trans (congr_arg g hx) hy))))

6.1.9. La composicion de funciones biyectivas es biyec-
tiva

» Enlaces al cddigo, a la sesién en Lean Web y al video.

-- La composicién de funciones biyectivas es biyectiva

-- Ej. 1. Demostrar que la composicién de dos funciones
-- biyectivas es una funcidén biyectiva.

import tactic
open function

variables {X Y Z : Type}
variable {f : X — Y}
variable {g : Y — Z}

-- 12 demostracion
example
(hf : bijective f)
(hg : bijective g)
: bijective (g [ f) :=
begin
split,
{ apply injective.comp,
{ exact hg.left, },
{ exact hf.left, }},
{ apply surjective.comp,
{ exact hg.right, },
{ exact hf.right, }},
end

-- 22 demostracion
example


./src/5_Funciones/La_composicion_de_funciones_biyectivas_es_biyectiva.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/5_Funciones/La_composicion_de_funciones_biyectivas_es_biyectiva.lean
https://youtu.be/59wTRENsv04
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(hf : bijective f)

(hg : bijective g)

: bijective (g [ f) :=
begin

split,

{ exact injective.comp hg.l hf.1, },

{ exact surjective.comp hg.2 hf.2, },
end

-- 32 demostracion
example
(hf : bijective f)
(hg : bijective g)
. bijective (g [ f) :=
(injective.comp hg.1 hf.1,
surjective.comp hg.2 hf.2)

-- 42 demostracién
example
(hf : bijective f)
(hg : bijective g)
: bijective (g [ f) :=
have giny : injective g, from hg.left,
have gsupr : surjective g, from hg.right,
have finy : injective f, from hf.left,
have fsupr : surjective f, from hf.right,
show bijective (g [d f),
from and.intro (injective.comp giny finy)
(surjective.comp gsupr fsupr)

-- 52 demostracién
example

(hf : bijective f)

(hg : bijective g)

: bijective (g @ f) :=
-- by library search
bijective.comp hg hf

-- 62 demostracion
example :
bijective f — bijective g — bijective (g @ f) :=
begin
rintros (f iny,f supr) (g iny,g supr),
exact (injective.comp g iny f iny,
surjective.comp g supr f supr),
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end

-- 72 demostracién
example :

bijective f — bijective g — bijective (g @ f) :=
begin

rintros (f iny,f supr) (g iny,g supr),

exact (g iny.comp f iny,

g supr.comp f supr),

end

-- 82 demostracién
example :

bijective f — bijective g — bijective (g @ f)
| (f iny,f supr) (g _iny,g supr) :=

(g iny.comp f iny, g supr.comp f supr)

-- 92 demostracién
example :

bijective f — bijective g — bijective (g @ f) :=
A (f _iny,f supr) (g iny,g supr),

(g_iny.comp f iny, g supr.comp f supr)

6.1.10. Las composiciones con las inversas son la iden-
tidad

» Enlaces al cddigo, a la sesidon en Lean Web y al video.

-- Las composiciones con las inversas son la identidad

import tactic

open function

variables {X Y Z : Type}
variable {f : X — Y}
variable {g : Y — X}

#reduce left inverse g f
#reduce right inverse g f


./src/5_Funciones/Las_composiciones_con_las_inversas_son_la_identidad.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/5_Funciones/Las_composiciones_con_las_inversas_son_la_identidad.lean
https://youtu.be/U7o0Wxtmdwc
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-- Ej. 1. Demostrar que si g es una inversa por la

-- izquierda de f, entonces
-- g of =1id

-- 12 demostracidn
example
(h : left inverse g f)
c g f=id:=
begin
apply funext,
intro x,
rw comp_app,
rw id.def,
rw h,
end

-- 22 demostracién
example
(h : left inverse g f)
g f=id:=
begin
apply funext,
intro x,
calc (g [d f) x
=g (f x) : by rw comp app
..o= X : by rw h
. = 1id x : by rw id.def,
end

-- 32 demostracién
example
(h : left inverse g f)
g f=id:=
begin
funext,
dsimp,
rw h,
end

-- 42 demostracidn
example
(h : left inverse g f)
i gl f=id :=
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funext h

-- 52 demostracién
example
(h : left inverse g f)
gl f=id :=
-- by library search
left inverse.id h

-- Ej. 2. Demostrar que si g es una inversa por la

-- derecha de f, entonces
-- f og=1id

-- 12 demostracién
example
(h : right inverse g f)
: flog=1id :=
begin
apply funext,
intro x,
rw comp_app,
rw id.def,
rw h,
end

-- 22 demostracion
example

(h : right inverse g f)

: flog=id:=
begin

apply funext,

intro x,

calc (f [d g) x

(

= f (g x) : by rw comp_app
..o =X : by rw h
. = 1id x : by rw id.def,

end

-- 32 demostracion
example
(h : right inverse g f)
: flg=1id:=
begin
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funext,

dsimp,

rw h,
end

-- 42 demostracion

example
(h : right inverse g f)
: flg=1id:=
funext h

-- 52 demostracién
example
(h : right inverse g f)
: flg=id:=
-- by library search
right inverse.id h

6.1.11. Las funciones con inversa por la izquierda son
inyectivas

» Enlaces al cddigo, a la sesidén en Lean Web y al video.

-- Las funciones con inversa por la izquierda son inyectivas

import tactic
open function

variables {X Y : Type}
variable {f : X — Y}
variable {g : Y — X}

-- Ej. 1. Demostrar que si f tiene inversa por la
-- izquierda, entonces f es inyectiva.

-- 12 demostracién
example
(h : left inverse g f)


./src/5_Funciones/Las_funciones_con_inversa_por_la_izquierda_son_inyectivas.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/5_Funciones/Las_funciones_con_inversa_por_la_izquierda_son_inyectivas.lean
https://youtu.be/4M9PWJpXtfI
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: injective f :=
begin
intros x; X9 hl,
rw d(h x1),
rw [q(h x2),
rw hl,
end

-- 22 demostracién
example

(h : left inverse g f)

: injective f :=
begin

intros x; xo hl,

calc x; = g (f x1) : (h xp).symm
g (f xo) : congr_arg g hl
X9 : h X2,

end

-- 32 demostracion
example

(h : left inverse g f)

: injective f :=
begin

intros x; xo hl,

calc x; = g (f xg) : by rwh
. g (f x2) : by rw hl
X9 : by rw h

end

-- 42 demostracién
example
(h : left inverse g f)
: injective f :=
assume Xj; X,
assume hl : f x; = f Xo,
show xX; = X, from

calc x; = g (f xq) : by rwh
. =9 (f x9) : by rw hl
. = Xg : by rw h

-- 52 demostracion
example
(h : left inverse g f)
: injective f :=
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-- by library search
left inverse.injective h

-- 62 demostracion
example
(h : left inverse g f)
: injective f :=
assume XxXi Xg,
assume hl : f x; = f Xo,
show x; = X9, from
calc x; = g (f x1) : (h xy).symm
. =g (f x9) : congr_arg g hl
. = X9 :hXQ

-- 72 demostracién
example
(h : left inverse g f)
: injective f :=
A X1 xo hl, (trans (h x;).symm
(trans (congr_arg g hl)
(h x2)))

6.1.12. Las funciones con inversa por la derecha son su-
prayectivas

» Enlaces al cddigo, a la sesién en Lean Web y al video.

-- Las funciones con inversa por la derecha son suprayectivas

import tactic
open function

variables {X Y : Type}
variable {f : X — Y}
variable {g : Y — X}

-- Ej. 1. Demostrar que si f tiene inversa por la
-- derecha, entonces f es suprayectiva


./src/5_Funciones/Las_funciones_con_inversa_por_la_derecha_son_suprayectivas.lean
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-- 12 demostracioén
example
(h : right inverse g f)
: surjective f :=
begin
intro vy,
use gy,
exact h vy,
end

-- 22 demostracién
example
(h : right inverse g f)
: surjective f :=
Ay, gy, hy)

-- 32 demostracién
example
(h : right inverse g f)
: surjective f :=
assume vy,
show 4 x, f x =y,
from exists.intro (g y)

-- 42 demostracioén
example
(h : right inverse g f)
: surjective f :=
-- by library search

right inverse.surjective h

6.2. La funcidn inversa

6.2.1. Las funciones inyectivas tienen inversa por la iz-

quierda

» Enlaces al cddigo, a la sesién en Lean Web y al video.

-- Las funciones inyectivas tienen inversa por la izquierda
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import tactic
open classical function
local attribute [instance] prop decidable

variables {X Y : Type}

-- Ej. 1. Definir la funcidn

-- inversa :: (X = Y) = X — (Y — X)

-- tal que (inversa f d) es la funcidn que a cada

-- y €Y le asigna

-- + alguno de los elementos x tales que f(x) =y, si
-- existen dichos elementos y

-- + d, en caso contrario.

noncomputable def inversa (f : X — Y) (d : X) : Y — X :

Ay, if h : 4 x, f x =y then some h else d

-- Notacién:
variable (f : X — Y)
variable (d : X)
variable (y : Y)

-- Ej. 2. Demostrar que si

- - dx, fx=y

-- entonces,

== f ((inversa f d) y) =y

-- 12 demostracién
example
(h : 4 x, fx=y)
: f ((inversa f d) y) =y :=
calc f ((inversa f d) y)
f (some h) : congr rfl (dif pos h)
y : some_spec h

-- 22 demostracién
lemma inversa cuando existe
(h : 4 x, fx=y)
: T ((inversa f d) y) =y :=
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have hl : (inversa f d) y = some h,
from dif pos h,

have h2 : f (some h) =y,
from some spec h,

show f (inversa f d y) =y,
from eq.subst (eq.symm hl) h2

-- Ej. 3. Demostrar que si f es inyectiva, entonces
-- (inversa f d) es inversa de f por la izquierda.

-- 12 demostracién
example
(h : injective f)
: left inverse (inversa f d) f :=
begin
intro x,
apply h,
rw inversa cuando existe f d,
use X,
end

-- 22 demostracion
lemma inversa es inversa por la izquierda
(h : injective f)
: left inverse (inversa f d) f :=
let g := (inversa f d) in
assume X,
have hl : 4 x', f x' = f x,
from exists.intro x rfl,
have h2 : f (g (f x)) = f x,
from inversa cuando existe f d (f x) hl,
show g (f x) = x,
from h h2

-- Ej. 4. Demostrar que si f es inyectiva, entonces

-- f tiene inversa por la izquierda.

-- 12 demostracidn
example

(d : X)

(h : injective f)
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: has_left inverse f :=
begin

unfold has left inverse,

use (inversa f d),

exact (inversa es inversa por la izquierda f d h),
end

-- 22 demostracioén
example
(d : X)
(h : injective f)
: has_left inverse f :=
have hl : left inverse (inversa f d) f,
from inversa es inversa por la izquierda f d h,
have h2 : 4 g, left inverse g f,
from exists.intro (inversa f d) hl,
show has left inverse f,
from h2

-- 32 demostracion
example
(d : X)
(h : injective f)
: has left inverse f :=
have hl : left inverse (inversa f d) f,
from inversa es inversa por la izquierda f d h,
show has left inverse f,
from exists.intro (inversa f d) hl

6.3. Funciones y conjuntos

6.3.1. La composicion de inyectivas parciales es inyec-

tiva

» Enlaces al cddigo, a la sesién en Lean Web y al video.

-- La composicién de inyectivas parciales es inyectiva



./src/5_Funciones/La_composicion_de_inyectivas_parciales_es_inyectiva.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/5_Funciones/La_composicion_de_inyectivas_parciales_es_inyectiva.lean
https://youtu.be/-D0bilml760
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-- conjunto de elementos de Y, f una funcién de X en Y
-- y g una funcién de Y en Z. Si B contiene a la imagen
-- de A por f, f es inyectiva sobre A y g es inyectiva
-- sobre B, entonces (g o f) es inyectiva sobre A.

import data.set
open set function

variables {X Y Z : Type}
variable (A : set X)
variable (B : set Y)
variable (f : X — Y)
variable (g : Y — 2)

-- #reduce maps to f A B
-- #reduce inj on f A
-- #reduce inj on g B

-- 12 demostracion
example
(h : maps to f A B)
(hf : inj on f A)
(hg : inj on g B)
: inj_on (g o f) A :=
begin
intros x1 x1A x2 x2A hl,
apply hf x1A x2A,
apply hg,
{ exact h x1A, },
{ exact h x2A, },
exact hl,
end

-- 22 demostracion
example

(h : maps to f A B)

(hf : inj on f A)

(hg : inj on g B)

: inj_on (g o f) A :=
begin

intros x1 x1A x2 x2A hl,

apply hf x1A x2A,

apply hg (h x1A) (h x2A),

exact hl,
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end

-- 32 demostracién
example

(h : maps to f A B)

(hf : inj on f A)

(hg : inj on g B)

. inj_on (g o f) A :=
begin

intros x1 x1A x2 x2A hl,

apply hf x1A x2A,

exact (hg (h x1A) (h x2A)) hl,
end

-- 42 demostracioén
example
(h : maps to f A B)
(hf : inj on f A)
(hg : inj on g B)
. inj on (g o f) A :=
begin
intros x1 x1A x2 x2A hl,
exact hf x1A x2A (hg (h x1A) (h x2A) hl),
end

-- 52 demostracioén
example
(h : maps _to f A B)
(hf : inj on f A)
(hg : inj on g B)
. inj on (g o f) A :=
A x1 x1A x2 x2A hl, hf x1A x2A (hg (h x1A) (h x2A) hl)

-- 62 demostracion
example
(h : maps to f A B)
(hf : inj on f A)
(hg : inj on g B)
. inj_on (g o f) A :=
assume x1 : X,
assume x1A : x1 [¢| A,
assume x2 : X,
assume x2A : x2 |g A,

have fx1B : f x1 | B, from h x1A,
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have fx2B : f x2 [/ B, from h x2A,

assume hl : g (f x1) =g (f x2),

have h2 : f x1 = f x2, from hg fx1B fx2B hl,
show x1 = x2, from hf x1A x2A h2

-- 72 demostracioén
example

(h : maps _to f A B)

(hf : inj on f A)

(hg : inj on g B)

. inj on (g o f) A :=
-- by library search
inj on.comp hg hf h

6.3.2. La composicion de suprayectivas parciales es su-
prayectiva

» Enlaces al cddigo, a la sesidén en Lean Web y al video.

-- La composicién de suprayectivas parciales es suprayectiva

-- Ej. 1. Sean A un conjunto de elementos de X, B un
-- conjunto de elementos de Y, C un conjunto de

-- elementos de Z, f una funcién de X en Y y g una

-- funcidén de Y en Z. Si f es suprayectiva de A en B y
-- g es suprayectiva de B en C, entonces (g o f) es

-- suprayectiva de A en C.

import data.set
open set function

variables {X Y : Type}
variable (A : set X)
variable (B : set Y)
variable (C : set Z)
variable (f : X — Y)
variable (g : Y — 2)

-- #reduce surj on f A B


./src/5_Funciones/La_composicion_de_suprayectivas_parciales_es_suprayectiva.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/5_Funciones/La_composicion_de_suprayectivas_parciales_es_suprayectiva.lean
https://youtu.be/2NJA1c7wGVo

222 Capitulo 6. Funciones

-- #reduce surj on g B C
-- #reduce surj on (g o f) A C

-- 12 demostracioén
example

(hf: surj on f A B)

(hg : surj on g B C)

. surj_on (g o f) AC :=
begin

intros z zC,

simp,

specialize (hg zC),

simp at hg,

cases hg with y hl,

specialize (hf hl.left),

simp at hf,

cases hf with x h2,
use Xx,

split,

{ exact h2.left, },
{ calc g (f X) =gy : by rw h2.right
. =2 : by rw hl.right },
end

-- 22 demostracion
example
(hf: surj on f A B)
(hg : surj on g B (C)
: surj on (g o f) AC :=
begin
intros z zC,
specialize (hg zC),
cases hg with y hl,
specialize (hf hl.left),
cases hf with x h2,
use X,
split,
{ exact h2.left, },
{ calc g (f x) =gy : by rw h2.right
z : by rw hl.right },

end

-- 32 demostracién
example
(hf: surj on f A B)
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(hg : surj on g B C)

: surj on (g o f) AC :=
begin

intros z zC,

cases (hg zC) with y hl,

cases (hf hl.left) with x h2,

use X,

split,

{ exact h2.left, },

{ calc g (f x) =gy : by rw
z : by rw

end

-- 42 demostracion
example
(hf: surj on f A B)
(hg : surj on g B Q)
: surj on (g o f) AC :=
begin
intros z zC,
cases (hg zC) with y hl,
cases (hf hl.left) with x h2,
exact (x,
(h2.left,
calc g (f x) =

|
(e}

y
end

-- 52 demostracién
example

(hf: surj on f A B)

(hg : surj on g B Q)

: surj on (g f) AC :
assume z,
assume zC : z [g| C,
exists.elim (hg zC)

(assume y (hl : y B A gy

h2.right
hl.right },

by rw h2.right

: by rw hl.right)),

=z),

exists.elim (hf (and.left hl))

(assume x (h2 : x [ A A f
show 3x, x [ A A g (f x)
exists.intro x
(and.intro
(and.left h2)
(calc

g (fx) =gy : by rwand.right h2

X =1y,
= z, from
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-- 62 demostracién
example
(hf: surj on f A B)
(hg : surj on g B Q)
. surj on (g o f) AC :=
-- by library search
surj on.comp hg hf

: by rw and.right hl))))

6.3.3. Laimagen de la union es la union de las imagenes

= Enlaces al cédigo, a la sesiéon en Lean Web y al video.

-- La imagen de la unidn es la unidn de las imagenes

import data.set
open set function

variables {X Y : Type}
variable (f : X — Y)
variables (A; Ay : set X)

-- #reduce image f A;
-- #reduce f '' A

-- 12 demostracion
example :

10 (AU A) = F[ AL f[] A

begin
ext vy,
split,
{ intro h,
cases h with x hx,
cases hx with xA Ay fxy,
cases xAjAs with xA; XA,,
{ left,
-- simp,
use X,
exact (xAy, fxy), },
{ right,
use X,


./src/5_Funciones/La_imagen_de_la_union_es_la_union_de_las_imagenes.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/5_Funciones/La_imagen_de_la_union_es_la_union_de_las_imagenes.lean
https://youtu.be/Usm8AnhSDJM
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exact (xAy, fxy), }},
{ intro h,
cases h with yifA; yifA,,
{ cases yifA; with x hl,
cases hl with xA; fxy,
use X,
split,
{ left,
exact xA;, },
{ exact fxy, }},
{ cases yifA, with x hl,
cases hl with xA, fxy,
use X,
split,
{ right,
exact xAs, 1},
{ exact fxy, }}},
end

-- 22 demostracion
example :

fE(A1A2)=fEA1fEAQ:

begin
ext vy,
split,
{ rintro (x, (xA; | xAs), fxy),
{ exact or.inl (x, xA;, fxy), },
{ exact or.inr (x, xAs, fxy), }},

{ rintro ((x, xA;, fxy) | (x, xAz, fxy)),

{ exact (x, or.inl xA;, fxy), },
{ exact (x, or.inr xAgz, fxy), }},
end

-- 32 demostracion
example :

10 (AL U A) = F AL F[] Ay

ext (assume y, iff.intro

( assume h : ny (A1A2),

exists.elim h
( assume x hl,

have xAjA2 : X |gl Ay U Ay, from hl.left,
have fxy : f x =y, from hl.right,

or.elim xA{A

( assume xA;, or.inl (x, xA;, fxy))
( assume xAz, or.inr (x, xAy, fxy))))
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( assume h : nyAleAg,
or.elim h
( assume yifA; : y g f['] A,
exists.elim yifA;
( assume x hl,
have xA; : x || A;, from hl.left,
have fxy : f x =y, from hl.right,
(x, or.inl xA;, fxy)))
(assume yifA; : y | f [''] Ay,
exists.elim yifA,
( assume x hl,
have xA; : x |€| Ay, from hl.left,
have fxy : f x =y, from hl.right,
(x, (or.inr xAg), fxy)))))

-- 42 demostracion
example :
10 (AL U A = F AL F[] Ay
-- by library search
image union f A; As

-- 52 demostracion
example :

] (A YA = F[ AU F[]A

by finish [ext iff, iff def]
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Numeros naturales, recursion e
induccion

7.1. Definiciones por recursion
7.1.1. Definiciones por recursion sobre los naturales

» Enlaces al cddigo, a la sesién en Lean Web y al video.

- Definiciones por recursién sobre los naturales

- Ej. 1. Definir el tipo nat de los numeros naturales
- con los constructores zero (para el numero cero) y
- succ (para el sucesor).

namespace reservado

inductive nat : Type
| zero : nat
| succ : nat — nat

end reservado

- Ej. 2. Abrir el espacio de nombre de los numeros
- naturales.


./src/6_Naturales/Definiciones_por_recursion_sobre_los_naturales.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/6_Naturales/Definiciones_por_recursion_sobre_los_naturales.lean
https://youtu.be/XbJiD-K9IDI
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open nat

-- Ej. 3. Definir la funcidn

-- factorial : N — N

-- tal que (factorial n) es el factorial de n. Por ejemplo,
-- factorial 3 ==

-- 12 definicién

def factorial : N — N

| O =1

| (succ n) := (succ n) * factorial n

-- 22 definicidn

def factorial2z : N — N

| © = 1

| (n + 1) := (n + 1) * factorial2 n

-- El caculo es
-- #eval factorial 3
- - #eval factorial 300

-- Ej. 6. Definir por recurién la funcién
-- potencia de dos : N — N
-- tal que (potencia de dos n) es 2”n. Por ejemplo,

-- 12 definicidn

def potencia de dos : N — N

| © 1

| (succ n) 2 * potencia de dos n
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-- 12 definicidn

def potencia de dos2 : N — N

| © =1

| (n + 1) :=2 * potencia de dos2 n

-- Ej. 7. Calcular (potencia de dos 3) y
-- (potencia de dos 10).

-- El célculo es
-- #eval potencia de dos 3
-- #eval potencia de dos 10

-- Ej. 9. Definir la funcidn

-- potencia : N - N — N
-- tal que (potencia m n) es m™n. Por ejemplo,
-- potencia 2 3 = 8

-- potencia 3 2 = 9

def potencia : N — N — N
[ mo 1
[ m (n + 1) potencia m n * m

-- #eval potencia 2 3
-- #eval potencia 3 2

-- #eval pow 2 3
-- #eval pow 3 2

-- f#eval 273
-- f#eval 372

-- Ej. 10. Sean m, n € N. Demostrar,
-- mNo = 1
- m~(n+l) = m™n * m
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variables m n : N

-- 12 demostracion
example : mY0 = 1 :

nat.pow zero m

-- 22 demostracion

example : mIO =1 :=rfl
-- 12 demostracioén
example : mY(n+1) = m%n * m := nat.pow succ m n

-- 22 demostracidn
example : mYy(n+1) = mY * m :

Il
-
—h
—~

-- Ej. 11. Definir la funcién

-- fib : N — N

-- tal que (fib n) es el n-ésimo numero de Fibonacci.
-- Por ejemplo,

-- fib 4 = 3

-- fib 5 =5

-- fib 6 = 8

>
It
N
1l

fib (n + 1) + fib n

-- f#eval fib 4
-- f#eval fib
-- f#feval fib 6

(S,

7.1.2. Operaciones aritméticas definidas

» Enlaces al cddigo, a la sesiéon en Lean Web y al video.

-- Operaciones aritméticas definidas

import data.nat.basic


./src/6_Naturales/Operaciones_aritmeticas_definidas.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/6_Naturales/Operaciones_aritmeticas_definidas.lean

7.2. Recursién e induccidn 231

open nat

variables m n : N

-- Suma

#check @nat.add zero m --:m+ 0 =0

#check @nat.add succ mn -- : m + succ n = succ (m + n)
-- Producto

#check @nat.mul zero m --:m*0 =0

#check @nat.mul succmn -- : m * succn=n*n+m
-- Potencia

#check @nat.pow zero m --:rm”~0 =1

#check @nat.pow succ mn -- : m ~ succ n=m"n *m
-- Predecesor

#check @pred zero -- : pred 0 =0

#check @pred succ n -- ! pred (succ n) =n

7.2. Recursion e induccion

7.2.1. Prueba por induccion 1: (vneN)O+n=n

m Enlaces al cddigo, a la sesidon en Lean Web y al video.

-- Pruebas por induccién 1: @ + n = n

=c m+ 0 =m

import tactic
open nat
variables (m n : N)

-- 12 demostracion
example : m + 0 =m :=


./src/6_Naturales/Prueba_por_induccion_1.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/6_Naturales/Prueba_por_induccion_1.lean
https://youtu.be/qALe8Xk5Lcs

232 Capitulo 7. NUmeros naturales, recursién e induccion

nat.add zero m

-- 22 demostracion
example : m + 0 =m :=
rfl

-- Ej. 2. Sean m y n ndmeros naturales. Demostrar que
== m+ (n+1) = (m+n) +1

-- 12 demostracién
example : m + (n + 1)
add succ m n

Il
3
+
S
I
'_.I

Il

-- 22 demostracion
example : m + (n + 1)
rfl

(m+n) +1 :=

-- Ej. 3. Sean n un numero natural. Demostrar que
-- 0 +n=n

-- 12 demostracidn
example : O + n = n :=
begin
induction n with n HI,
{ rw nat.add zero, },
{ rw add succ,
rw HI, },
end

-- 22 demostracion
example : O + n = n :=
begin

induction n with n HI,

{ rw nat.add zero, },

{ rw [add succ, HI], },
end

-- 32 demostracidn
example : 0 + n = n :=
begin

induction n with n HI,
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{ simp, 1},
{ simp [add succ, HI], },
end

-- 42 demostracion
example : O + n = n :=
begin
induction n with n HI,
{ simp only [nat.add zero], },
{ simp only [add succ, HI], },
end

-- 52 demostracion
example : O + n =n :=
by induction n;
simp only [*,
nat.add zero,
add succ]

-- 62 demostracidn
example : 0 + n = n :
by induction n;

simp

-- 72 demostracion
example : O + n = n :
hat.rec on n
( show 06 + 0 = 0, from nat.add zero 0)
( assume n,
assume HI : 0 + n = n,
show 0 + succ n = succ n, from
calc
0 + succ n

succ (0 + n) : by rw add succ
succ n : by rw HI)

-- 82 demostracion
example : O + n = n :=
nhat.rec on n
( show 0 + 0 = 0, from rfl)
( assume n,
assume HI : 0 + n = n,
show 0 + succ n = succ n, from
calc
0 + succ n succ (0 + n) : rfl
succ n : by rw HI)
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-- 92 demostracion

example : 0 + n =n :

nat.rec on n rfl (A n HI, by rw [add succ, HI])

-- 102 demostracion

example : 0 + n=n :

nat.rec on n rfl (A n HI, by simp only [add succ, HI])

-- 112 demostracion

example : O + n = n :

-- by library search
zero_add n

-- 122 demostracion

example : O + n =n :

-- by hint
by simp

-- 132 demostracion

example : 0 + n =n :

by finish

-- 142 demostracion

example : 0 + n =n :

by linarith

-- 152 demostracion

example : O + n =n :

by nlinarith

-- 162 demostracion

example : O + n =n :

by norm_num

-- 172 demostracion

example : O + n =n :

by ring

-- 182 demostracion

example : O + n =n :

by omega

-- 192 demostracion

example : 0 + n=n :
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by tidy

-- 202 demostracién
example : O + n = n :=
-- by tidy ?

by simp at *

-- 212 demostracién

lemma ceromas : V.n : N, O + n=n

| O := rfl

| (n+1) congr_arg succ (cero_mas n)

-- 222 demostracion

lemma cero mas2 : Vv n : N, 0 + n =n
| © := by simp
| (n+1) := by simp

-- 232 demostracién

lemma cero mas3 : Vv n : N, O + n=n

| © := by simp only [add zero]

| (n+1l) := by simp only [add zero, add succ, cero _mas3 n]

-- 242 demostracidn

lemma cero mas4 : Vv n : N, O + n=n

| © := by rw [add zero]

| (n+1l) := by rw [add succ, cero mas4 n]

7.2.2. Prueba por induccion 2: (vmnkecN)(m + n) + k
=m + (n + k)

» Enlaces al cddigo, a la sesidén en Lean Web y al video.

-- Prueba por induccién 2: Y mn k : N, (m+ n) + k=m+ (n + k)

-- Ej. 1. Sean m, n y k numeros naturales. Demostrar que
- - (m+n) + k=m+ (n+ k)

import tactic


./src/6_Naturales/Prueba_por_induccion_2.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/6_Naturales/Prueba_por_induccion_2.lean
https://youtu.be/H5sIsvoAt6A
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naturales, recursidén e induccién

open nat
variables (m n k : N)

-- 12 demostracion
example : (m+n) + k=m+ (n + k) :=
begin
induction k with k' HI,
{ rw nat.add zero,
rw nat.add zero, },
{ rw add succ,
rw HI,
rw add succ, },
end

-- 22 demostracion
example : (m+n) + k=m+ (n + k) :=
begin
induction k with k' HI,
{ rw [nat.add zero, nat.add zero], },
{ rw [add succ, HI, add succ], },
end

-- 32 demostracion

example : (m + n) + k=m+ (n + k) :=
begin

induction k with k HI,

{ simp, },

{ simp [add succ, HI], },
end

-- 42 demostracidn
example : (m + n) + k=m+ (n + k) :=
begin
induction k with k HI,
{ simp only [add zerol, },
{ simp only [add succ, HI], },
end

-- 52 demostracioén
example : (m+n) + k=m+ (n + k)
by induction k;

simp only [*, add zero, add succ]

-- 62 demostracion



7.2. Recursién e induccidn 237

example : (m + n) + kK
by induction k;
simp [*, add succ]

m+ (n + k) :=

-- 72 demostracion
example : (m + n) + kK

m+ (n + k) :=

begin
induction k with k HI,
{ calc
(m+n) +0
=m+n : by rw nat.add zero
... =m+ (n + 0) : by rw nat.add zero, },
{ calc
(m + n) + succ k
= succ ((m + n) + k) : by rw add succ
= succ (m+ (n + k)) : by rw HI
=m + succ (n + k) : by rw add_succ
=m+ (n + succ k) : by rw add succ, },
end

-- 82 demostracién
example : (m + n) + k=m+ (n + k) :=

begin
induction k with k HI,
{ calc
(m+n) +0=m+ (n+0) : rfl, },
{ calc
(m + n) + succ k
= succ ((m + n) + k) : rfl
= succ (m+ (n + k)) : by rw HI
=m + succ (n + k) : rfl
=m+ (n + succ k) : rfl, },
end

-- 92 demostracion
example : (m+n) + k=m+ (n + k) :=
nat.rec on k
( show (m+n) + 0 =m+ (n + 0), from rfl )
( assume k,
assume HI : (m + n) +
show (m + n) + succ k
calc
(m + n) + succ k
succ ((m +n) + k) : rfl
succ (m + (n + k)) : by rw HI

k=m+ (n + k),
=m+ (n + succ k), from
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m + succ (n + k) :rfl
m + (n + succ k) :rfl )

-- 102 demostracioén
example : (m+n) + k=m+ (n + k) :=
nat.rec on k rfl (A k HI, by simp only [add succ, HI])

-- 112 demostracioén
example : (m + n) + Kk
-- by library search
add assoc m n k

+ (n + k) :=

1l
3

-- 122 demostracién

example : (m +n) + k=m+ (n + k) :=
-- by hint

by finish

-- 132 demostracion
example : (m + n) + k=m+ (n + k) :=

by linarith

-- 142 demostracion

example : (m + n) + k=m+ (n + k) :=
by nlinarith

-- 152 demostracioén

example : (m+n) + k=m+ (n + k) :=
by omega

-- 162 demostracioén

example : (m + n) + k=m+ (n + k) :=

by ring

-- 172 demostracion
lemma asociativa suma :
Vk:N, (m+n) +k=m+ (n+ k)
| © = rfl
| (k + 1) congr_arg succ (asociativa suma k)

-- 182 demostracién
lemma asociativa suma2 :
Vk:N, (m+n)+k=m+ (n+ k)
| O := by simp
| (k + 1) := by simp [add succ, asociativa suma2 k]



7.2. Recursién e induccidn 239

-- 192 demostracién
lemma asociativa suma3 :
Vk:N, (m+n)+k=m+(n+ k)
| © := by simp only [nat.add zero]
| (k + 1) := by simp only [nat.add zero, add succ, asociativa suma3 K]

7.2.3. Prueba por inducciéon 3: (vmnc N)succm + n =
succ (m + n)

» Enlaces al cddigo, a la sesién en Lean Web y al video.

-- Prueba por induccién 3: Y m n : N, succ m + n = succ (m + n)

-- Ej. 1. Sean m y n ndmeros naturales. Demostrar que
== succ m + n = succ (m + n)

import tactic
open nat
variables (m n : N)

-- 12 demostracidn
example : succm + n = succ (m + n) :=
begin
induction n with n HI,
{ rw nat.add zero,
rw nat.add zero, },
{ rw add succ,
rw HI, },
end

-- 22 demostracion
example : succ m + n = succ (m + n) :=
begin
induction n with n HI,
{ simp only [nat.add zero], },
{ simp only [add succ, HI], },
end
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-- 32 demostracioén
example : succ m + n = succ (m + n) :=
by induction n;

simp only [*, nat.add zero, add succ]

-- 42 demostracién
example : succm + n = succ (m + n) :=
by induction n;

simp [*, add succ]

-- 52 demostracion
example : succ m + n = succ (m + n) :=
nat.rec _on n

(show succ m + 0 = succ (m + 0), from

calc
succ m + 0
= succ m : by rw nat.add zero
= succ (m + 0) : by rw nat.add zero)
(assume n,

assume HI : succ m + n = succ (m + n),
show succ m + succ n = succ (m + succ n), from

calc
SuUCC m + succ n
= succ (succ m + n) : by rw add succ
= succ (succ (m + n)) : by rw HI
= succ (m + succ n) : by rw add succ)

-- 62 demostracidn
example : succm + n = succ (m + n) :=
nat.rec_on n
(show succ m + 0
(assume n,
assume HI : succ m + n = succ (m + n),
show succ m + succ n = succ (m + succ n), from

succ (m + 0), from rfl)

calc
SUCC m + succ n
= succ (succ m + n) : rfl
= succ (succ (m + n)) : by rw HI
= succ (m + succ n) : rfl)

-- 72 demostracion
example : succm + n = succ (m + n) :=
nat.rec on n rfl (A n HI, by simp only [add succ, HI])
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-- 82 demostracién
example : succ m + n =
-- by library search
succ_add m n

-- 92 demostracion
example : succ m + n =
-- by hint

by omega

-- 102 demostracion

lemma suc_suma : V nm :

| noO := rfl
| n (m+l) := congr_arg

-- 112 demostracion

lemma suc_suma2 : ¥V nm : N, (succ n) + m = succ (n + m)

| noO := by simp

| n (m+l) := by simp [add succ, suc suma2 n m]

-- 122 demostracién

lemma suc_suma3 : ¥V nm : N, (succ n) + m = succ (n + m)

| noO := by simp only [add zero]

| n (m+l) := by simp only [add zero, add succ, suc_suma3 n m]

Succ

Succ

N,

Succ

(m + n)

(m+ n) :=

(succ n) + m =

(suc_suma n m)

succ (n + m)

7.2.4. Prueba porinduccion4: (vmneNym+n=n+m

» Enlaces al cddigo, a la sesidén en Lean Web y al video.

-- Prueba por induccién 4: Y mn : N, m + n

n

+

m

-- Ej. 1. Sean m y n numeros naturales. Demostrar que

- - m+n=n+m

import tactic
open nat

variables (m n : N)
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-- #check nat.add zero
-- #check nat.add succ
-- #check nat.zero add
-- #check nat.succ _add

-- 12 demostracion
example : m+ n=n+m :=
begin
induction n with n HI,
{ rw nat.add zero,
rw nat.zero add, },
{ rw add_succ,
rw HI,
rw succ_add, },
end

-- 22 demostracion

example : m+ n=n+m :=

begin
induction n with n HI,
{ simp only [nat.add zero, nat.zero add] },
{ simp only [add succ, HI, succ_add] },

end

-- 32 demostracién
example : m+ n=n+m :=
by induction n;
simp only [*, nat.add zero, add succ, succ add, nat.zero_add]

-- 42 demostracién
example : m+ n=n+m :=
by induction n;
simp [*, add succ, succ add]

-- 52 demostracion
example : m+ n=n+m :=
nat.rec_on n
(showm + @ =0 + m, from
calcm + 0
=m : by rw nat.add zero
... =0+ m: by rw nat.zero _add )
(assume n,
assume HI : m + n =n + m,
show m + n.succ n.succ + m, from
calc
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m + succ n

= succ (m + n) : by rw add succ
succ (n + m) : by rw HI
succ n + m : by rw succ _add)

-- 62 demostracién
example : m+ n=n+m :=
nat.rec_on n
(showm + 0 = 0 + m, by rw [nat.zero add, nat.add zero])

(assume n,
assume HI : m + n=n + m,
calc
m + succ n = succ (m + n) : rfl
. = succ (n + m) : by rw HI
. =succ n +m : by rw succ _add)

-- 72 demostracidn
example : m+ n=n+m :=
nat.rec_on n
(by simp only [nat.zero add, nat.add zero])
(A n HI, by simp only [add succ, HI, succ add])

-- 82 demostracioén
example : m+n=n+m :=
nat.rec on n
(by simp)
(A n HI, by simp [add succ, HI, succ add])

-- 92 demostracién
example : m+n=n+m:
-- by library search
nat.add comm m n

-- 102 demostracioén
example : m+ n=n+m :
-- by hint

by finish

-- 112 demostracién
example : m+ n=n+m :
by linarith

-- 122 demostracioén
example : m+ n=n+m :
by nlinarith
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-- 132 demostracioén
example : m+ n=n+m :
by ring

-- 142 demostracién
example : m+ n=n+m :
by omega

-- 152 demostracién

lemma conmutativa : Vmn : N, m+n=n+m

[ moO := by simp

| m (n+1) := by simp [add succ, conmutativa m n, succ_add]

-- 162 demostracion
lemma conmutativa2 : Vmn : N, m+n=n+m

| m O := by simp only [nat.add zero, nat.zero add]
[ m (n+1) := by simp only [nat.add zero, add succ, conmutativa2 m n, succ_add]

7.2.5. Prueba por induccion 5: (vmnc N) m™(n+l1l) = m
*m™n

» Enlaces al cédigo y a la sesién en Lean Web.

-- Prueba por induccién 5: m~(succ n) = m * m™n

-- Ej. 1. Sean m y n numeros naturales. Demostrar que
- - m~(succ n) =m * m™n

import data.nat.basic
open nat

variables (m n : N)

-- #check nat.pow zero
-- #check nat.pow succ
-- #check nat.mul one
-- #check nat.one _mul
-- #check nat.mul assoc
-- #check nat.mul comm


./src/6_Naturales/Prueba_por_induccion_5.lean
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-- 12 demostracion

example :

begin

m(succ

n) =m* min :=

induction n with n HI,

{ rw
rw
rw
rw

{ rw
rw
rw
rw

end

-- 22 demostracion

nat.
nat.
nat.

nat

nat.

HI,
nat
nat

example :

begin

pow_succ,
pow_zero,
one mul,

.mul_one, 1},

pow_succ,

.mul_assoc,
.mul_comm (mIn), },

m(succ

n) =m* min :=

induction n with n HI,

rw [nat.pow succ, nat.pow zero, one mul, mul one],
rw [nat.pow succ, HI, mul assoc, mul comm (mIn)],

end

-- 32 demostracion

example :

begin

{ simp only [nat.pow succ, nat.pow zero, one mul, mul onel},
{ simp only [nat.pow succ, HI, mul assoc, mul comm (mIn)]},

end

-- 42 demostracion

example :
by induction n;
simp only [*,

-- 52 demostracion

example :
by induction n;

mI(succ n) =m * mIn -

induction n with n HI,

mI(succ n) =m * mIn P =

nat.
nat.
nat.
.mul_one,
nat.
nat.

nat

pow_succ,
pow_zero,
one mul,

mul assoc,
mul_ comm]

mI(succ n) =m * mIn c=
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simp [*,
nat.pow_succ,
mul comm]

-- 62 demostracion
example : m(succ n) = m * mn :=

begin
induction n with n HI,
{ simp, },
{ simp [nat.pow succ, HIJ,
cc, },
end

-- 72 demostracion
example : mY(succ n) =m * mn :=
begin
induction n with n HI,
{ calc
m(succ 0)
=m0 * m : by rw nat.pow_succ

=1*m : by rw nat.pow zero
= m by rw nat.one mul
=m* 1 : by rw nat.mul one

..o=m * mIO : by rw nat.pow zero, },

{ calc

m*(succ (succ n))
= mI(succ n) *m : by rw nat.pow succ
= (m * mYn) *m : by rw HI
=m * (mIn *m) : by rw nat.mul assoc
=m * mI(succ n) : by rw nat.pow succ, },

end

-- 82 demostracion

example : mY(succ n) =m * m :=
nat.rec _on n

(show m(succ 0) = m * mo, from calc
mI(succ 0) mﬂ@ *m : by rw nat.pow succ

=1*m by rw nat.pow zero
=m by rw one mul
=m* 1 by rw mul one
=m * mY0 : by rw nat.pow_zero)

(assume n:
assume HI : mI(succ n) =m * mIn,
show mI(succ (succ n)) =m * mI(succ n), from calc
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mI(succ (succ n)) =

-- 92 demostracion

mY(succ n) * m : by rw nat.pow_succ
(m * mn) * m . by rw HI

m* (mn * m) : by rw mul_assoc

m * mI(succ n) : by rw nat.pow_succ)

example : m7(succ n) = m * (mn) :=

nat.rec_on n

(show mI(succ 0) =m * mIO,
.pow_zero, mul one, one mul])

by rw [nat.pow succ, n
(assume n,
assume HI : m(succ n)

show mI(succ (succ n))
by rw [nat.pow succ,

-- 102 demostracion

at

m * mn,

m * mI(succ n),

HI, mul_assoc, mul_comm (m7n)])

example : m(succ n) = m * (mn) :=

nat.rec on n

(show m(succ 0) = m * o,

by simp )
(assume n,

assume HI : mI(succ n)
show mI(succ (succ n))

m * mn,

m * mY(succ n),

by finish [nat.pow succ, HI] )

-- 112 demostracion

example : m(succ n) = m * (mn) :=

nat.rec on n
(by simp)

(A n HI, by finish [nat.pow succ, HI])

-- 122 demostracion

lemma aux : Vmn : N, mI(succ n) =m * (mIn)

[ m o := by simp

| m (n+1l) := by simp [nat.pow succ,
aux m n,
mul assoc,

mul_comm (m"n) ]

-- 132 demostracion

lemma aux2 : V mn : N, mI(succ n) =m * (mIn)
| m O := by simp only [nat.pow succ,
nat.pow zero,

one mul,
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mul one]

| m (n+1) := by simp only [nat.pow succ,
aux2 m n,
mul assoc,
mul_comm (mn)]

-- 142 demostracioén

lemma aux3 : V mn : N, mI(succ n) =m * (mIn)

[ mo by simp

| m (n+1) by simp [nat.pow succ, aux3 m n] ; cc

7.2.6. Prueba por induccion 6: (mnkc N) m™(n + k) =
m~n *m~k

» Enlaces al cddigo, a la sesidon en Lean Web.

-- Prueba por induccién 6: (Y m n k € N) m™(n + k) = m™n * m™k

import data.nat.basic
import tactic
open nat

variables (m n k : N)

-- 12 demostracioén
example : my(n + k) = mn * mk :=
begin
induction k with k HI,
{ rw add zero,
rw nat.pow_zero,
rw mul one, },
{ rw add succ,
rw nat.pow succ,
rw HI,
rw nat.pow succ,
rw mul_assoc, },
end

-- 22 demostracion

example : my(n + k) = mp * mk :=

begin


./src/6_Naturales/Prueba_por_induccion_6.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/6_Naturales/Prueba_por_induccion_6.lean

7.2. Recursién e induccidn

249

induction k with k HI,

{ calc
m(n + 0)
= mn . by rw add zero
=m% * 1 : by rw mul one
... =mn * mY0 : by rw nat.pow zero, },
{ calc

m(n + succ k)
= mI(succ (n + k)) : by rw nat.add succ
.= mI(n + k) *m : by rw nat.pow_succ
co=mn f ok fom : by rw HI
.= mn * (mk £ m) : by rw mul_assoc
.= m3n * mY(succ k) : by rw nat.pow_succ,
end

-- 32 demostracidn
example : my(n + k) = mn * mk :=
begin
induction k with k HI,
{ rw [add zero,
nat.pow zero,
mul onel, },
{ rw [add succ,
nat.pow_succ,
HI,
nat.pow succ,
mul assoc], },
end

-- 42 demostracién
example : my(n + k) = mn * mk :=
begin

induction k with k HI,

{ simp only [add zero,
nat.pow _zero,
mul one], },

{ simp only [add succ,
nat.pow succ,
HI,
nat.pow succ,
mul assoc], 1},

end

-- 52 demostracion
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example : my(n + k) = mn * mk :=

begin
induction k with k HI,
{ simp, },
{ simp [HI,
nat.pow succ,
mul assoc], },
end

-- 62 demostracion

example : my(n + k) = mn * mk :=

by induction k; simp [*, nat.pow succ, mul assoc]

-- 72 demostracion

example : my(n + k) = mn * mk :=

nat.rec on k

(show m(n + 0) = mn * mYo, from

calc
m(n + 0)
= mn . by rw add zero
=% * 1 : by rw mul_one
... =mn * mY0 : by rw nat.pow_zero)
(assume Kk,

assume HI : m(n + k) = n * mk,
show mY(n + succ k) = min * mY(succ k), from
calc

mY(n + succ k)
= mI(succ (n + k)) : by rw nat.add succ
. = mI(n + k) *m : by rw nat.pow succ
= mn < mk < m : by rw HI
~=mn * (mYk * m) : by rw mul_assoc
.= mn * mY(succ k) : by rw nat.pow_succ)

-- 82 demostracioén
example : my(n + k) = mn * mk :=
nat.rec on k
(by simp)
(A n HI, by simp [HI, nat.pow succ, mul assoc])

-- 92 demostracion

example : my(n + k) = mn * mk :=

-- by library search
pow add m n k
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7.2.7. Prueba por induccion 7: (v n € N) n # 0 — succ

(pred n) = n

» Enlaces al cddigo, a la sesiéon en Lean Web.

-- Prueba por induccion 7: (VY n € N) n #% 0 — succ (pred n) = n

import data.nat.basic
open nat

variable (n : N)

-- 7?2 demostracidn
example : n # 0 — succ (pred n) = n :=
begin
cases n,
{ intro h,
contradiction, },
{ intro h,
rw pred succ, },
end

-- ?2 demostracion

example : n # 0 — succ (pred n) =n :=
by cases n; simp

-- 7?2 demostracidn

example : n # 0 — succ (pred n) = n :=

nat.cases on n
(assume h : 0 # 0,
show succ (pred 0) = 0,
from absurd rfl h)
(assume n,
assume h : succ n # 0,
show succ (pred (succ n)) = succ n,
by rw pred succ)

-- ?2 demostracién
example : n # 0 — succ (pred n) =n :=
nat.cases on n

(A h, absurd rfl h)

(A n h, by rw pred_succ)
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Capitulo 8

Razonamiento sobre programas

8.1. Razonamiento ecuacional

8.1.1. Razonamiento ecuacional sobre longitudes de lis-
tas

Enlaces al cédigo, a la sesion en Lean Web y al video.

-- Razonamiento ecuacional sobre longitudes de listas

import data.list.basic
open list

variable {« : Type}
variable x : «
variable (xs : list «)

-- Ejercicio 1. Definir, por recursién, la funcidn
-- longitud : list @ — N

-- tal que (longitud xs) es la longitud de la lista
-- Xs. Por ejemplo,

-- longitud [a,c,d] = 3

def longitud : list @ — N
| [ = 0
[ ( :: xs) := longitud xs + 1


./src/7_Programas/Razonamiento_ecuacional_sobre_longitudes_de_listas.lean
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-- Ejercicio 2. Calcular
- - longitud [4,2,5]

-- #eval longitud [4,2,5]
-- da 3

-- Ejercicio 3. Demostrar los siguientes lemas
-- + longitud nil :

-- longitud ([] : list «) = 0

-- + longitud cons :

-- longitud (x :: xs) = longitud xs + 1

@[simp]
lemma longitud nil :
longitud ([] : list a) =0 :=

rfl
@[simp]
lemma longitud cons :
longitud (x :: xs) = longitud xs + 1 :=
rfl

-- Ejercicio 4. Demostrar que
- - longitud [a,b,c] = 3

-- 12 demostracidn
example
(abc: a
: longitud [a,b,c] = 3 :=

calc
longitud [a,b,c]
= longitud [b,c] + 1 : by rw longitud cons
= (longitud [c] + 1) + 1 : by rw longitud cons
= ((longitud [] + 1) + 1) + 1 : by rw longitud cons
= ((06+1) +1) +1 : by rw longitud nil
=3 i rfl

-- 22 demostracion
example
(abc: «a
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: longitud [a,b,c] = 3 :=
calc

longitud [a,b,c]
longitud [b,c] + 1
(longitud [c] + 1)
((longitud [] + 1)
((06+1) +1) +1
3

+
+

-- 32 demostracioén
example
(abc: a
: longitud [a,b,c] = 3 :=
begin
rw longitud cons,
rw longitud cons,
rw longitud cons,
rw longitud nil,
end

-- 42 demostracion
example
(abc: a
: longitud [a,b,c] = 3 :=
by rw [longitud cons,
longitud cons,
longitud cons,
longitud nil]

-- 52 demostracioén
example
(abc: a
: longitud [a,b,c] = 3 :=
by simp only [longitud cons,
longitud nil]

-- 42 demostracidn
example

(abc: a

: longitud [a,b,c] = 3 :=
by simp

-- 62 demostracion
example
(abc: «a

1
1

) + 1 ;

rfl
rfl
rfl
rfl
rfl
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: longitud [a,b,c] = 3 :=
rfl

-- Comentarios sobre la funcién length:

-- + Es equivalente a la funcién longitud.

-- + Para usarla hay que importar la libreria

-- data. list.basic y abrir el espacio de nombre
-- list escribiendo al principio del fichero

-- import data.list.basic

-- open list

-- + Se puede evaluar. Por ejemplo,

- - #eval length [4,2,5,7,2]

-- + Se puede demostrar. Por ejemplo,

- - example

- - (abc: «)

- - : length [a,b,c] = 3 :=
-- rfi

8.1.2. Razonamiento ecuacional sobre intercambio en pa-
res

Enlaces al cédigo, a la sesiéon en Lean Web y al video.

-- Razonamiento ecuacional sobre intercambio en pares

import data.prod
open prod

variables {«a : Type*} {5 : Type*}
variable (x : «)
variable (y : )

-- Ejercicio 1. Definir la funcidn

-- intercambia :: a X f — B X «

-- tal que (intercambia p) es el par obtenido

-- 1ntercambiando las componentes del par p. Por
-- ejemplo,

-- intercambia (5,7) = (7,5)

def intercambia : a X f — [ X «


./src/7_Programas/Razonamiento_ecuacional_sobre_intercambio_en_pares.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/7_Programas/Razonamiento_ecuacional_sobre_intercambio_en_pares.lean
https://youtu.be/mlywLX95XFE
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| (x,y) := (y, x)

-- f#teval intercambia (5,7)

-- Ejercicio 2. Demostrar el lema
-- intercambia simp : intercambia p = (p.2, p.1)

@[simp]

lemma intercambia simp :
intercambia (x,y) = (y,x) :=

rfl

-- Ejercicio 3. (p.6) Demostrar que
-- intercambia (intercambia (x,y)) = (x,y)

-- 12 demostracién
example :

intercambia (intercambia (x,y)) = (x,y) :=
calc intercambia (intercambia (x,y))

-- 22 demostracién
example :
intercambia (intercambia (x,y)) = (X,y)
calc intercambia (intercambia (x,y))
= intercambia (y,Xx) : by simp
.= (x,y) : by simp

-- 32 demostracion
example :

intercambia (intercambia (x,y))
by simp

(x,y)

-- 42 demostracidn
example :

intercambia (intercambia (x,y)) = (x,y)
rfl

-- 52 demostracion
example :

intercambia (y,x) : by rw intercambia simp
(x,y) : by rw intercambia simp
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intercambia (intercambia (x,y)) = (Xx,y) :=
begin

rw intercambia simp,

rw intercambia simp,
end

-- Comentarios sobre la funcidn swap:

-- + Es equivalente a la funcién intercambia.

-- + Para usarla hay que importar la libreria data.prod
-- y abrir espacio de nombre prod el escribiendo al
-- principio del fichero

-- import data.prod

- - open prod

-- + Se puede evaluar. Por ejemplo,

- - #eval swap (5,7)

-- + Se puede demostrar. Por ejemplo,
-- example :

-- swap (swap (x,y)) = (X,y)
-- rfi

-- example :

.- swap (swap (x,y)) = (x,y)
-- -- by library search

== swap _swap (x,y)

8.1.3. Razonamiento ecuacional sobre la inversa de lis-
tas unitarias

Enlaces al cédigo, a la sesién en Lean Web vy al video.

-- Razonamiento ecuacional sobre la inversa de listas unitarias

import data.list.basic
open list

variable {«o : Type*}
variable x : «
variables (xs : list «)

-- Ejercicio 1. Definir, por recursién, la funcidn
- - inversa :: list o« — list «


./src/7_Programas/Razonamiento_ecuacional_sobre_la_inversa_de_listas_unitarias.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/7_Programas/Razonamiento_ecuacional_sobre_la_inversa_de_listas_unitarias.lean
https://youtu.be/1lg_Kvh2g6U
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-- tal que (inversa xs) es la lista obtenida

-- Invirtiendo el orden de los elementos de xs.

-- Por ejemplo,
- - inversa [3,2,5] = [5,2,3]

def inversa : list o« — list «

| [1 []

| (x :: xs) := inversa xs ++ [X]

-- f#feval inversa [3,2,5]

-- Ejercicio 2. Demostrar los siguientes lemas
-- + inversa nil :

-- inversa ([] : list «a) =[]

-- + Inversa cons :

-- inversa (x :: Xs) = inversa XS ++ [x]

@[simp]
lemma inversa nil
inversa ([] : list a) = []

rfl
@[simp]
lemma inversa cons :
inversa (x :: XSs) = inversa Xxs ++ [x] :=
rfl

-- Ejercicio 3. (p. 9) Demostrar que
e inversa [x] = [x]

-- 12 demostracion
example : inversa [x] = [x] :=
calc inversa [x]

= inversa ([] : list a) ++ [x] : by rw inversa cons
([1 : list a) ++ [x] : by rw inversa nil
[x] : by rw nil append

-- 22 demostracidn
example : inversa [x] = [x] :=
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calc inversa [x]

= inversa ([] : list «) ++ [x] : by simp
= ([1 : list «a) ++ [x] : by simp
= [x] : by simp

-- 32 demostracion
example : inversa [X]
by simp

[x] :=

-- 42 demostracion
example : inversa [Xx]
begin

rw inversa cons,

rw inversa nil,

rw nil append,
end

Il
x
Il

-- 52 demostracién

example : inversa [X]

by rw [inversa cons,
inversa nil,
nil append]

Il
X
Il

-- 62 demostracion
example : inversa [X]
rfl

[x] :=

-- Comentarios sobre la funcidn reverse:

-- + Es equivalente a la funcidén inversa

-- + Para usarla hay que importar la libreria
-- data.list.basic y abrir el espacio de nombre
-- list escribiendo al principio del fichero
-- import data.list.basic

- - open list

-- + Se puede evaluar. Por ejemplo,

-- #eval reverse [3,2,5]

-- + Se puede demostrar. Por ejemplo,

-- example : reverse [x] = [x] :=

-- -- by library search

-- reverse singleton x
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8.2. Razonamiento por induccidn sobre los na-
turales

8.2.1. Pruebas de longitud (repite n x) = n
Enlaces al cédigo, a la sesién en Lean Web vy al video.

-- Pruebas de longitud (repite n x) = n

import data.nat.basic

open nat

open list

variable {a : Type}
variable (x : «)
variable (xs : list «)
variable (n : N)

-- Nota. Se usara la funcidén longitud y sus propiedades
-- estudiadas anteriormente.

def longitud : list a@ — nat
| [] =0
[ (x :: xs) longitud xs + 1

@[simp]
lemma longitud nil :
longitud ([] : list «a) = 0 :=

rfl
@[simp]
lemma longitud cons :
longitud (x :: xs) = longitud xs + 1 :=
rfl

-- Ejercicio 1. Definir la funcidn

-- repite :: N — a — list «

-- tal que (repite n x) es la lista formada por n
-- copias del elemento x. Por ejemplo,

- - repite 37 =1[7,7,7]


./src/7_Programas/Pruebas_de_longitud_(repite_n_x)_Ig_n.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/7_Programas/Pruebas_de_longitud_(repite_n_x)_Ig_n.lean
https://youtu.be/gV6fkqJT3AY
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def repite : N — a — list «
| © _ =[]
| (succ n) x := x :: repite n x

-- #eval repite 3 7

-- Ejercicio 2. Demostrar los siguientes lemas
-- + repite cero :

-- repite 0 x = []

-- + repite suc :

-- repite (succ n) x = x :: repite n x

@[simp]

lemma repite cero :
repite 0 x = [] :=

rfl

@[simp]
lemma repite suc :

repite (succ n) x = x :: repite n x :
rfl

-- Ejercicio 3. (p. 18) Demostrar que
- - longitud (repite n x) =n

-- 12 demostracion

example :
longitud (repite n x) =n :=
begin
induction n with n HI,
{ calc
longitud (repite 0 x)
= longitud [] : by rw repite cero
. =0 : by rw longitud nil },
{ calc
longitud (repite (succ n) x)
= longitud (x :: repite n x) : by rw repite suc
= longitud (repite n x) + 1 : by rw longitud cons

n+1 : by rw HI
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. = succ n :rfl, 3},
end

-- 22 demostracion
example : longitud (repite n x) =n :=
begin
induction n with n HI,
{ rw repite cero,
rw longitud nil, },
{ rw repite suc,
rw longitud cons,
rw HI, },
end

-- 32 demostracidn
example : longitud (repite n x) =n :=
begin
induction n with n HI,
{ simp only [repite cero, longitud nil], },
{ simp only [repite suc, longitud cons, HI], },
end

-- 42 demostracion

example : longitud (repite n x) = n :=
begin
induction n with n HI,
{ simp, },
{ simp [HI], },
end
-- 52 demostracién
example : longitud (repite n x) =n :=
by induction n ; simp [*]
-- 62 demostracién
example : longitud (repite n x) =n :=

nat.rec_on n
( show longitud (repite 0 x) = 0, from
calc
longitud (repite 0 x)

( assume n,
assume HI : longitud (repite n x)
show longitud (repite (succ n) x)

n,
succ n, from

longitud [] : by rw repite cero
. =0 : by rw longitud nil )
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calc
longitud (repite (succ n) x)
= longitud (x :: repite n x) : by rw repite suc
= longitud (repite n x) + 1 : by rw longitud cons
=n+ 1 : by rw HI
= succ n : rfl )

-- 72 demostracion
example : longitud (repite n x) =n :=
hat.rec on n

( by simp )

(A n HI, by simp [HI])

-- 72 demostracion
lemma longitud repite 1 :
VvV n, longitud (repite n x) =n

| @ := by calc
longitud (repite 0 x)

longitud ([] : list «) : by rw repite cero
... =0 : by rw longitud nil

| (n+1l) := by calc
longitud (repite (n + 1) x)

= longitud (x :: repite n x) : by rw repite suc
= longitud (repite n x) + 1 : by rw longitud cons
=n+1 : by rw longitud repite 1

-- 82 demostracidn
lemma longitud repite 2 :
vV n, longitud (repite n x) =n
| O by simp
| (n+1) by simp [*]

-- Comentarios sobre la funcién (repeat x n)
-- + Es equivalente a la funcién (repite n x).
-- + Para usarla hay que importar la libreria
-- data. list.basic y abrir el espacio de nombre
-- list escribiendo al principio del fichero
-- import data.list.basic

-- open list

-- + Se puede evaluar. Por ejemplo,

-- #eval list.repeat 7 3

-- + Se puede demostrar. Por ejemplo,

- - example : length (repeat x n) = n :=
-- by induction n ; simp [*]
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-- example : length (repeat x n) = n :=
-- -- by library search
- - length repeat x n

8.3. Razonamiento por induccion sobre listas

8.3.1. Pruebas de la asociatividad de la concatenacion
Enlaces al cédigo, a la sesion en Lean Web y al video.

-- Prueba de la asociatividad de la concatenacidn

import tactic
open list

variable {«a : Type}
variable (x : «)
variables (xs ys zs : list «)

-- Ejercicio 1. Definir la funcidn

-- conc :: list @ — list a — list «

-- tal que (conc xs ys) es la concatencién de las
-- listas xs e ys. Por ejemplo,

-- conc [1,4] [2,4,1,3] = [1,4,2,4,1,3]

def conc : list @ — list a — list «

| [1] ys = Ys
| (x :: xs) ys := x :: (conc Xs ys)

-- #eval conc [1,4] [2,4,1,3]

-- Ejercicio 2. Demostrar los siguientes lemas
-- + conc nil :

-- conc ([] : list «) ys = ys

-- + conc cons :

-- conc (x :: Xs) ys = x :: (conc XS ys)


./src/7_Programas/Prueba_de_la_asociatividad_de_la_concatenacion.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/7_Programas/Prueba_de_la_asociatividad_de_la_concatenacion.lean
https://youtu.be/THc2kJg13yY
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@[simp]
lemma conc_nil
conc ([] : list «a) ys = ys :=

rfl
@[simp]
lemma conc_cons :
conc (x :: Xs) ys = x :: (conc xs ys) :=
rfl

-- Ejercicio 3. (p. 24) Demostrar que
- - conc xs (conc ys zs) = conc (conc xs ys) zs

-- 12 demostracidn
example :

conc Xxs (conc ys zs) = conc (conc Xs ys) zs :
begin

induction xs with a as HI,

{ calc conc [] (conc ys zs)

= conc ys zs : by rw conc nil
... = conc (conc [] ys) zs : by rw conc nil, },
{ calc conc (a :: as) (conc ys zs)
= a :: conc as (conc ys zs) : by rw conc_cons
= a :: conc (conc as ys) zs : by rw HI
= conc (a :: conc as ys) zs : by rw conc cons
= conc (conc (a :: as) ys) zs : by rw Hconc_cons, },

end

-- 22 demostracion
example :

conc xs (conc ys zs) = conc (conc Xs ys) zs :=
begin

induction xs with a as HI,

{ calc conc [] (conc ys zs)

= conc ys zs : by simp
... = conc (conc [] ys) zs : by simp, },
{ calc conc (a :: as) (conc ys zs)
= a :: conc as (conc ys zs) : by simp
. =a :: conc (conc as ys) zs : by simp [HI]
= conc (a :: conc as ys) zs : by simp
= conc (conc (a :: as) ys) zs : by simp, 1},

end
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-- 32 demostracion

example :

conc xs (conc ys zs) = conc (conc Xs ys) zs :=
begin

induction xs with a as HI,

{ by simp, },

{ by simp [HI], },
end

-- 42 demostracién
example :

conc xs (conc ys zs) = conc (conc Xs ys) zs
by induction xs ; simp [*]

-- 52 demostracion
example :
conc xs (conc ys zs) = conc (conc Xs ys) zs
begin
induction xs with a as HI,
{ rw conc_nil,
rw conc nil, },
{ rw conc_cons,
rw HI,
rw conc_cons,
rw conc_cons, },

end

-- 62 demostracién
example :

conc xs (conc ys zs) = conc (conc Xs ys) zs :=
list.rec_on xs

( show conc [] (conc ys zs) = conc (conc [] ys) zs,

from calc
conc [] (conc ys zs)

conc ys zs : by rw conc_nil
S conc (conc [] ys) zs : by rw conc nil )
( assume a as,

assume HI : conc as (conc ys zs) = conc (conc as ys) zs,

show conc (a :: as) (conc ys zs) = conc (conc (a :: as) ys)
from calc
conc (a :: as) (conc ys zs)
= a :: conc as (conc ys zs) : by rw conc_cons
= a :: conc (conc as ys) zs : by rw HI
= conc (a :: conc as ys) zs : by rw conc_cons

conc (conc (a :: as) ys) zs : by rw Hconcicons)

zZSs,
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-- 72 demostracion
example :

conc xs (conc ys zs) = conc (conc xS ys) zs :=
list.rec_on xs

(by simp)

(by simp [*])

-- 82 demostracién
lemma conc_asoc_ 1
V xs, conc xs (conc ys zs) = conc (conc XS ys) zsS
| [1 := by calc
conc [] (conc ys zs)
= conc ys zs : by rw conc nil

. = conc (conc [] ys) zs : by rw conc_nil

| (@ :: as) := by calc

conc (a :: as) (conc ys zs)
= a :: conc as (conc ys zs) : by rw conc _cons
= a :: conc (conc as ys) zs : by rw conc asoc 1
= conc (a :: conc as ys) zs : by rw conc_cons
= conc (conc (a :: as) ys) zs : by rw Hconc_cons

-- 92 demostracién
lemma conc_asoc_2
V Xxs, conc xs (conc ys zs) = conc (conc xs ys) zs
| [1] := by simp
| (a :: as) by simp [conc_asoc 2 as]

-- Comentarios sobre la funcién (++)

-- + Es equivalente a la funcidén conc.

-- + Para usarla hay que importar la libreria

-- data. list.basic y abrir el espacio de nombre
-- list escribiendo al principio del fichero
-- import data.list.basic

-- open list

-- + Se puede evaluar. Por ejemplo,

- - #eval [1,4] ++ [2,4,1,3]

-- + Se puede demostrar. Por ejemplo,

-- example :

-- XS ++ (yS ++ zS) = (XS ++ yS) ++ zs :=
-- -- by library search

-- (append assoc xS ys zs).symm

-- example :
-- (XS ++ yS) ++ zs = XS ++ (ysS ++ zs) :=
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- - -- by library search
-- append assoc Xs ys Zzs

- - example :

-- (XS ++ ysS) ++ zs = XS ++ (ys ++ zs) :=
-- by induction xs ; simp [*]

8.3.2. Pruebas del elemento neutro por la derecha de la
concatenacion

Enlaces al cédigo, a la sesion en Lean Web y al video.

-- Prueba del elemento neutro por la derecha de la concatenacidn

import tactic
import data.list.basic
open list

variable {«a : Type}
variable (x : «)
variables (xs ys : list «)

-- Nota. Se usard la funcidén conc y sus propiedades
-- estudiadas anteriormente.

def conc : list ¢ — list a — list «

| [1 ys = Ys
| (x :: xs) ys :=x :: (conc Xs ys)
@[simp]

lemma conc nil :
conc ([] : list «) ys = ys :

rfl
@[simp]
lemma conc_cons :
conc (x :: Xs) ys = x :: (conc Xs ys) :=

rfl


./src/7_Programas/Prueba_del_elemento_neutro_por_la_derecha_de_la_concatenacion.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/7_Programas/Prueba_del_elemento_neutro_por_la_derecha_de_la_concatenacion.lean
https://youtu.be/W2r2VVWtrP8
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-- Ejercicio 1. (p. 28) Demostrar que
- - conc xs [] = xs

-- 12 demostracidn
example : conc xs [] = xs :=
begin
induction xs with a as HI,
{ rw conc_nil, },
{ rw conc_cons,
rw HI, },
end

-- 22 demostracion
example : conc xs [] = xs :=
begin
induction xs with x xs HI,
{ rw [conc_nil], },
{ rw [conc_cons, HI], },
end

-- 32 demostracion
example : conc xs [] = xs :=
begin
induction xs with x xs HI,
{ simp only [conc nill, 7},
{ simp only [conc cons, HI],
cc, 1,
end

-- 42 demostracion
example : conc xs [] = xs :=

begin
induction xs with x xs HI,
{ simp , 1},
{ simp [HI], },

end

-- 52 demostracioén
example : conc xs [] = xs
by induction xs ; simp [*]

-- 62 demostracién
example : conc xs [] = xs
begin



8.3. Razonamiento por induccién sobre listas 271

induction xs with a as HI,
{ rw conc_nil, },

{ calc
conc (a :: as) []
=a :: (conc as []) : by rw conc_cons
. =a :: as : by rw HI, },
end

-- 72 demostracidn
example : conc xs [] = xs :=
list.rec_on xs
( show conc [] [] =[], from calc
conc [] []1 =[] : by rw conc nil )
( assume a as,

assume HI : conc as [] = as,
show conc (a :: as) [] = a :: as, from calc
conc (a :: as) []
= a :: (conc as []) : by rw conc_cons
. =a :: as : by rw HI)

-- 82 demostracion
example : conc xs [] = xs :=
list.rec_on xs
( show conc [] [] = [], by simp)
( assume a as,
assume HI : conc as []
show conc (a :: as) []

as,
a :: as, by simp [HI])

-- 92 demostracién
example : conc xs [] = xs
list.rec on xs

(by simp)

(A a as HI, by simp [HI])

-- 102 demostracioén
lemma conc nil 1:

vV xs : list «, conc xs [] = xs
| [] by rw conc_nil

| (a :: as) := by calc
conc (a :: as) []
=a :: conc as [] : by rw conc_cons
. =a :: as : by rw conc nil 1

-- 112 demostracion
lemma conc nil 2:
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vV xs : list «, conc xs [] = xs
| [1 := by simp
| (a :: as) := by simp [conc nil 2 as]

-- Comentarios sobre la funcién (++)

-- + Es equivalente a la funcidn conc.

-- + Para usarla hay que importar la libreria
-- data.list.basic y abrir el espacio de nombre
-- list escribiendo al principio del fichero
-- import data.list.basic

-- open list

-- + Se puede evaluar. Por ejemplo,

-- #eval [1,4] ++ [2,4,1,3]

-- + Se puede demostrar. Por ejemplo,

example : xs ++ [] = xs :=

by induction xs ; simp [*]

example : xs ++ [] = xs :
-- by library search
append nil xs

example : xs ++ [] = xs :
by simp

8.3.3. Pruebas de longitud (conc xs ys) = longitud xs +
longitud ys

Enlaces al cédigo, a la sesion en Lean Web y al video.

-- Pruebas de la relacidén entre longitud y conc

import tactic
open list

variable {«a : Type}
variable (x : «a)
variables (xs ys zs : list «)

-- Nota. Se usaran las definiciones y propiedades de
-- las funciones longitud y conc estudiadas
-- anteriormente.


./src/7_Programas/Pruebas_de_longitud(conc_xs_ys)_Ig_longitud_xs+longitud_ys.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/7_Programas/Pruebas_de_longitud(conc_xs_ys)_Ig_longitud_xs+longitud_ys.lean
https://youtu.be/XTvWzcnXNJA
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def longitud : list a@ — nat
| [1] =0
[ (x :: xs) longitud xs + 1

@[simp]
lemma longitud nil :
longitud ([] : list «a) = 0 :=

rfl
@[simp]
lemma longitud cons :
longitud (x :: xs) = longitud xs + 1 :=
rfl

def conc : list @ — list a — list «

| [1] ys = Ys
| (x :: xs) ys := x :: (conc Xs ys)
@[simp]

lemma conc_nil :
conc ([] : list «a) ys = ys :=

rfl
@[simp]
lemma conc_cons :
conc (x :: Xs) ys = x :: (conc xs ys) :=
rfl

-- Ejercicio 1. (p. 30) Demostrar que

- - longitud (conc xs ys) = longitud xs + longitud ys

-- 12 demostracion
example :

longitud (conc xs ys) = longitud xs + longitud ys :

begin
induction xs with a as HI,
{ rw conc_nil,
rw longitud nil,
rw zero_add, },
{ rw conc_cons,
rw longitud cons,
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rw HI,
rw longitud cons,
rw add assoc,
rw add comm (longitud ys),
rw add assoc, },
end

-- 22 demostracién
example :
longitud (conc xs ys) = longitud xs + longitud ys :=
begin
induction xs with a as HI,
{ rw conc_nil,
rw longitud nil,
rw zero _add, },
{ rw conc_cons,
rw longitud cons,
rw HI,
rw longitud cons,
-- library search,
exact add right comm (longitud as) (longitud ys) 1 },
end

-- 32 demostracién
example :
longitud (conc xs ys) = longitud xs + longitud ys :=
begin
induction xs with a as HI,
{ rw conc_nil,
rw longitud nil,
rw zero add, },
{ rw conc_cons,
rw longitud cons,
rw HI,
rw longitud cons,
-- by hint,
linarith, 1},
end

-- 42 demostracion
example :

longitud (conc xs ys) = longitud xs + longitud ys :=
begin

induction xs with a as HI,

{ simp, },
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{ simp [HI],
linarith, 1},
end

-- 52 demostracion
example :
longitud (conc xs ys) = longitud xs + longitud ys :=
begin
induction xs with a as HI,
{ simp, 1},
{ finish [HI],},
end

-- 62 demostracién
example :

longitud (conc xs ys) = longitud xs + longitud ys :=
by induction xs ; finish [*]

-- 72 demostracién
example :

longitud (conc xs ys) = longitud xs + longitud ys :=
begin

induction xs with a as HI,

{ calc longitud (conc [] ys)

= longitud ys : by rw conc nil
= 0 + longitud ys : by exact (zero _add (longitud ys)).symm
... = longitud [] + longitud ys : by rw longitud nil },
{ calc longitud (conc (a :: as) ys)
= longitud (a :: conc as ys) : by rw conc cons
= longitud (conc as ys) + 1 : by rw longitud cons

(longitud as + longitud ys) + 1 : by rw HI
(longitud as + 1) + longitud ys : by exact add right comm (longitud as) (lon
longitud (a :: as) + longitud ys : by rw longitud cons, },

end

-- 82 demostracion
example :
longitud (conc xs ys) = longitud xs + longitud ys :=
list.rec_on xs
( show longitud (conc [] ys) = longitud [] + longitud ys, from
calc longitud (conc [] ys)

= longitud ys : by rw conc nil
= 0 + longitud ys : by exact (zero_add (longitud ys)).symm
= longitud [] + longitud ys : by rw longitud nil )

( assume a as,
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assume HI : longitud (conc as ys)

longitud as + longitud ys,

show longitud (conc (a :: as) ys) = longitud (a :: as) + longitud ys, from
calc longitud (conc (a :: as) ys)
= longitud (a :: conc as ys) : by rw conc_cons
= longitud (conc as ys) + 1 : by rw longitud cons

(longitud as + longitud ys) + 1 : by rw HI
(longitud as + 1) + longitud ys : by exact add right comm (longitud as) (1
longitud (a :: as) + longitud ys : by rw longitud cons)

-- 92 demostracion
example :

longitud (conc xs ys) = longitud xs + longitud ys :=
list.rec on xs

( by simp)

(A a as HI, by simp [HI, add right comm])

-- 102 demostracioén
lemma longitud conc 1 :
V xs, longitud (conc xs ys) = longitud xs + longitud ys

| [1 := by calc
longitud (conc [] ys)
= longitud ys : by rw conc nil
= 0 + longitud ys : by rw zero_add
... = longitud [] + longitud ys : by rw longitud nil
| (a :: as) := by calc
longitud (conc (a :: as) ys)
= longitud (a :: conc as ys) : by rw conc_cons
= longitud (conc as ys) + 1 : by rw longitud cons

(longitud as + longitud ys) + 1 : by rw longitud conc 1
(longitud as + 1) + longitud ys : by exact add right comm (longitud as) (long
longitud (a :: as) + longitud ys : by rw longitud cons

-- 112 demostracién
lemma longitud conc 2 :
Vv xs, longitud (conc xs ys) = longitud xs + longitud ys
| [] := by simp
| (@ :: as) := by simp [longitud conc 2 as, add right comm]

-- Comentarios sobre las funciones length y (++)
-- + Para usarlas hay que abrir el espacio de nombre
-- list escribiendo al principio del fichero
-- open list
-- + Se puede demostrar. Por ejemplo,
example :
length (xs ++ ys) = length xs + length ys :=
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by induction xs ; finish [*]

example :

length (xs ++ ys) = length xs + length ys :
-- by library search
length _append xs ys

example :
length (xs ++ ys) = length xs + length ys :
by simp

8.4. Induccion con patrones para funciones re-
cursivas generales

8.4.1. Pruebas de conc (coge n xs) (elimina n xs) = xs
Enlaces al cédigo, a la sesiéon en Lean Web y al video.

-- Pruebas de conc (coge n xs) (elimina n Xxs) = Xs

import tactic
open list
open nat

variable {«a : Type}
variable (x : «)
variables (xs ys : list «)
variable (n : N)

-- Nota. Se usard la definicidén y propiedades de la
-- funcién conc estudiadas anteriormente.

def conc : list ¢ — list a — list «

| [1 ys = ys
| (x :: xs) ys :=x :: (conc Xs ys)
@[simp]

lemma conc _nil :
conc ([] : list «a) ys = ys :=


./src/7_Programas/Pruebas_de_conc_(coge_n_xs)_(elimina_n_xs)_Ig_xs.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/7_Programas/Pruebas_de_conc_(coge_n_xs)_(elimina_n_xs)_Ig_xs.lean
https://youtu.be/H4sJhLqyR_Y
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rfl
@[simp]
lemma conc_cons :
conc (x :: XS) ys = x :: (conc xs ys) :=
rfl

-- Ejercicio 1. Definir la funcidn

- - coge : N — list a — list «

-- tal que (coge n xs) es la lista de los n primeros
-- elementos de xs. Por ejemplo,

- coge 2 [1,4,2,7,0] = [1,4]

def coge : N — 1list a — list «
| © =[]

| (succ ) [] =[]
| (succ n) (x :: xs) X :: coge n XS

-- #eval coge 2 [1,4,2,7]

-- Ejercicio 2. Demostrar los siguientes lemas
-- + coge cero :

-- coge 0 xs =[]

-- + coge nil :

-- coge n [] =[]

-- + coge cons :

-- coge (succ n) (x :: xS) = x :!: coge n XS

@[simp]

lemma coge cero :
coge 0 xs =[] :=

rfl

@[simp]
lemma coge nil :
¥V n, coge n ([] : list «) = []

| 0 = rfl
| (n+l) := rfl
@[simp]

lemma coge cons :
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coge (succ n) (x :: XS) = X :: coge N XS :=
rfl

-- Ejercicio 3. Definir la funcidn

-- elimina : N — list a — list «

-- tal que (elimina n xs) es la lista obtenida eliminando los n primeros
-- elementos de xs. Por ejemplo,

-- elimina 2 [1,4,2,7,0] = [2,7,0]

def elimina : N — list a — list «

| © XS 1= XS
| (succ n) [] =[]
| (succ n) (x :: xs) := elimina n xs

-- #eval elimina 2 [1,4,2,7,0]

-- Ejercicio 4. Demostrar los siguientes lemas
-- + elimina cero :

- - elimina O xs = Xxs

-- + elimina nil :

- - elimina n [] = []

-- + elimina cons :

- - elimina (succ n) (x :: xs) = elimina n XS

@[simp]

lemma elimina cero :
elimina 0 xs = xs :=

rfl

@[simp]
lemma elimina nil
vV n, elimina n ([] : list «) = []
| © = rfl
| (n+l) := rfl

@[simp]
lemma elimina cons :

elimina (succ n) (x :: xs) = elimina n xs :=
rfl
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-- Ejercicio 5. (p. 35) Demostrar que
- - conc (coge n xs) (elimina n xs) = xs

-- 12 demostracion

example :

V xs : list «, conc (coge n xs) (elimina n xSs) = XS
begin

induction n with m HI1,

{ intro,

rw coge cero,
rw elimina cero,
rw conc_nil, 7},
{ intro,
induction xs with a as HI2,
{ rw coge nil,
rw elimina nil,
rw conc _nil, },
{ rw coge cons,
rw elimina cons,
rw conc_cons,
rw (HI1 as), }, },
end

-- 22 demostracion

example :

V xs : list «, conc (coge n xs) (elimina n xs) = Xs
begin

induction n with m HI1,

{ intro,

calc conc (coge 0 xs) (elimina 0 xs)
= conc [] (elimina 0 xs) : by rw coge cero

... = XS : by rw conc _nil, }
{ intro,
induction xs with a as HI2,
{ calc conc (coge (succ m) []) (elimina (succ m)
conc ([] : list «) (elimina (succ m) [])

= conc [] []
e = [1
{ calc conc (coge (succ m) (a :: as)) (elimina (succ m) (a ::
= conc (a :: coge m as) (elimina (succ m) (a :: as))
= conc (a :: coge m as) (elimina m as)
=a :: conc (coge m as) (elimina m as)
=a :: as

conc [] xs : by rw elimina cero

’

[1)

: by rw coge nil
: by rw elimina nil
: by rw conc nil, },
as))

:by
:by
:by
:by

rw
rw
rw
rw

coge _cons
elimina_cons
conc_cons

(HI1 as), 1},

b
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end

-- 32 demostracion
example :
V xs : list «, conc (coge n xs) (elimina n xs) = XS :=
begin
induction n with m HI1,
{ intro,
simp, },
{ intro,
induction xs with a as HI2,
{ simp, 1},
{ simp [HI1 as], }, 1},
end

-- 42 demostracién
example :
V xs : list «, conc (coge n xs) (elimina n xs) = XS :=
nat.rec on n
( assume xs,
show conc (coge 0 xs) (elimina 0 xs)
calc conc (coge O xs) (elimina 0 xs

= xs, from
)
= conc ([] : list «) (elimina O xs) : by rw coge cero

. = conc [] xs : by rw elimina cero
.o = XS : by rw conc _nil)
( assume m,
assume HI1 : V xs, conc (coge m xs) (elimina m xs) = xs,
assume Xxs,
show conc (coge (succ m) xs) (elimina (succ m) xs) = xs, from

list.rec _on xs
( show conc (coge (succ m) []) (elimina (succ m) []) = [], from
calc conc (coge (succ m) []) (elimina (succ m) [])

= conc ([] : list «) (elimina (succ m) []) : by rw coge nil

( assume a as,
assume HI2 : conc (coge (succ m) as) (elimina (succ m) as) = as,

show conc (coge (succ m) (a :: as)) (elimina (succ m) (a :: as)) =
calc conc (coge (succ m) (a :: as)) (elimina (succ m) (a :: as))
= conc (a :: coge m as) (elimina (succ m) (a :: as))
= conc (a :: coge m as) (elimina m as)
=a :: conc (coge m as) (elimina m as)
=a :: as

-- 52 demostracion

a

:by
:by
:by
:by

conc [] [] : by rw elimina nil
[] : by rw conc nil)

::as, from

rw coge co
rw elimina
rw Conc_co
rw (HI1 as
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example :
V xs : list «, conc (coge n xs) (elimina n Xxs) = Xs :=
nat.rec_on n
(by simp)
(A m HI1 xs, list.rec on xs
(by simp)
(by simp [HI1]))

-- 62 demostracién
lemma conc_coge elimina 1 :
vV (n : N) (xs : list «a), conc (coge n xs) (elimina n xs) = xs
| @ xs := by calc
conc (coge 0 xs) (elimina 0 xs)

= conc [] (elimina O xs) : by
= conc [] xs : by
... = XS : by
| (succ m) [] := by calc
conc (coge (succ m) []) (elimina (succ m) [])
= conc ([] : list «) (elimina (succ m) []) : by
. =conc [] [] : by
e = [1 : by
| (succ m) (a :: as) := by calc
conc (coge (succ m) (a :: as)) (elimina (succ m) (a :: as))
= conc (a :: coge m as) (elimina (succ m) (a :: as)) : by
. = conc (a :: coge m as) (elimina m as) : by
. =a :: conc (coge m as) (elimina m as) : by
. =a :: as : by

-- 72 demostracidn
lemma conc_coge elimina 2 :

vV (n : N) (xs : list «a), conc (coge n xs) (elimina n xs) = xs
| © XS := by simp
| (succ m) [] = by simp
| (succ m) (a :: as) := by simp [conc _coge elimina 2]
-- 82 demostracién
lemma conc_coge elimina 3 :
= XS

vV (n : N) (xs : list «), conc (coge n xs) (elimina n xs)
| © XS = rfl
| (succ m) [] rfl
| (succ m) (a :: as) congr_arg (cons a) (conc_coge elimina 3 m as)

-- Comentarios sobre las funciones take y drop:
-- + Para usarlas hay que importar la libreria
-- data. list.basic y abrir el espacio de nombre

rw
rw
rw

rw
rw
rw

rw
rw
rw
rw

coge cero
elimina cero
conc nil

coge nil
elimina nil
conc_nil

coge_cons
elimina cons
conc_cons
conc_coge elimin
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-- list escribiendo al principio del fichero
-- import data.list.basic

-- open list

-- + Se puede calcular. Por ejemplo,
- - #teval take 2 [1,4,2,7]

== #eval drop 2 [1,4,2,7,0]

-- + Se puede demostrar. Por ejemplo,

example :
-- by library search
take append drop n xs

lemma take drop 1 :
vV (n : N) (xs : list «a),

take n xs ++ drop n xs = xs :=

take n xs ++ drop n xs

| © XS = by simp

| (succ n) [] = by simp

| (succ n) (x :: xs) := by simp [take drop 1]
example : take n xs ++ drop n xs = xs :=

by simp

8.5. Razonamiento por casos

8.5.1. Pruebas de esVacia xs = esVacia (conc xs xs)

Enlaces al cédigo, a la sesion en Lean Web y al video.

-- Pruebas de esVacia xs =

esVacia (conc xs xs)

import data.list.basic
open list

variable {«a : Type}
variable (x : «)

variables (xs ys : list «)

-- Nota. Se usara la funcidén conc y sus propiedades
-- estudiadas anteriormente.

def conc :

list « — list ¢ — list «

XS


./src/7_Programas/Pruebas_de_esVacia_xs_Ig_esVacia_(conc_xs_xs).lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/7_Programas/Pruebas_de_esVacia_xs_Ig_esVacia_(conc_xs_xs).lean
https://youtu.be/x5qvLVy6rcU
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| [1] ys :=ys
[ (x :: xs) ys := X (conc xs ys)
@[simp]
lemma conc_nil

conc ([] : list «a) ys = ys :=
rfl
@[simp]
lemma conc_cons :

conc (X :: Xs) ys = X :: (conc xs ys) :=
rfl

-- Ejercicio 1. Definir la funcidn
list o« — bool
-- tal que (esVacia xs) se verifica si xs es la lista

- - esVacia :

-- vacia. Por ej
- - esVacia []
-- esVacia [1

emplo,
= (5
] = ff

def esVacia : list a — bool

| [1 := tt
| = ff

-- f#eval esVacia ([] :

-- #eval esVacia [1,5]

list N)

-- Ejercicio 2. Demostrar los siguientes lemas
-- + esVacia_nil :
([] : list «) = tt :=
-- + esVacia cons :

-- esVacia

-- esVacia

@[simp]

(x :: xs)

lemma esVacia nil

esVacia ([]
rfl

@[simp]

lemma esVacia cons :

esVacia (x ::

xs) = ff :

: list ) = tt
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-- Ejercicio 3 (p. 39) . Demostrar que
- - esVacia xs = esVacia (conc xs XsS)

-- 12 demostracion
example : esVacia xs = esVacia (conc xS Xxs) :=
begin
cases xs with a as,
{ rw conc_nil, 1},
{ rw conc_cons,
rw esVacia cons,
rw esVacia cons, },
end

-- 22 demostracion
example : esVacia xs = esVacia (conc xS Xxs) :=

begin
cases xs with a as,
{ simp, },
{ simp, },

end

-- 32 demostracidn
example : esVacia xs = esVacia (conc xS Xs)
by cases xs ; simp

-- 42 demostracion
example : esVacia xs = esVacia (conc xS XsS)
list.cases on xs
(show esVacia ([] : list «) = esVacia (conc [] [1]),
from congr arg esVacia (conc_nil []))
(assume a as,

show esVacia (a :: as) = esVacia (conc (a :: as) (a :: as)),
from calc
esVacia (a :: as)
= ff : by rw esVacia cons
= esVacia (a :: conc as (a :: as)) : by rw esVacia cons
= esVacia (conc (a :: as) (a :: as)) : by rw conc_cons)

-- 52 demostracion
example : esVacia xs = esVacia (conc xS Xs) :=
list.cases on xs
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(by simp)
(by simp)

-- 62 demostracion
lemma esVacia conc 1
: V xs : list «, esVacia xs = esVacia (conc xs xs)

| [1] := by calc
esVacia [] = esVacia (conc [] []) : by rw conc nil
| (a :: as) := by calc
esVacia (a :: as)
= ff : by rw esVacia cons
= esVacia (a :: conc as (a :: as)) : by rw esVacia cons
= esVacia (conc (a :: as) (a :: as)) : by rw conc_cons

-- 72 demostracion
lemma esVacia conc 2
: V xs : list «, esVacia xs = esVacia (conc xs xs)
| [1] := by simp
| (a :: as) := by simp

-- Comentarios sobre la funcién is nil.

-- + Es equivalente a la funcidn esVacia.

-- + Para usarla hay que importar la libreria
- - data.list.basic y abrir el espacio de nombre
-- list escribiendo al principio del fichero
-- import data.list.basic

-- open list

-- + Se puede evaluar. Por ejemplo,

-- #eval is nil ([] : list N)

- - #eval is nil [1]

-- + Se puede demostrar. Por ejemplo,

example : is nil xs = is nil (xs ++ Xxs) :=

by cases xs ; finish

8.6. Heuristica de generalizacion

8.6.1. Pruebas de equivalencia entre definiciones de in-
versa (Heuristica de generalizacion)

Enlaces al cédigo, a la sesiéon en Lean Web y al video.


./src/7_Programas/Pruebas_de_equivalencia_entre_definiciones_de_inversa.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/7_Programas/Pruebas_de_equivalencia_entre_definiciones_de_inversa.lean
https://youtu.be/m4Ua0cbvL8k
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-- Pruebas de la equivalencia entre definiciones de inversa

import data.list.basic
open list

variable {«a : Type*}
variable (x : «)
variables (xs ys : list «)

-- Nota. Se usara la funcidén inversa y sus propiedades
-- estudiadas anteriormente.

def inversa : list o« — list «
| [] =[]

| (x :: xs) := inversa xs ++ [X]

@[simp]
lemma inversa nil
inversa ([] : list «a) =[] :=

rfl
@[simp]
lemma inversa cons
inversa (x :: xs) = inversa xs ++ [x] :=
rfl

-- Ejercicio 1. Definir la funcidn

- - inversaAc : list a — list «

-- tal que (inversaAc xs) es a inversa de xs calculada
-- usando acumuladores. Por ejemplo,

-- inversaAc [1,3,2,5] = [5,3,2,1]

def inversaAcAux : list o« — list a — list «

| [1] ys :=ys
| (x :: xs) ys := inversaAcAux xs (X :: ys)
@[simp]

def inversaAc : list o« — list o :=
A XS, inversaAcAux xs []
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-- #eval inversaAc [1,3,2,5]

-- Ejercicio 2.Demostrar los
-- + InversaAcAux nil :
-- inversaAcAux [] ys
-- + inversaAcAux cons :

-- inversaAcAux (x :: xs) ys =

- - inversaAcAux xs (x ::

@[simp]

lemma inversaAcAux nil
inversaAcAux [] ys = ys

rfl

@[simp]

lemma inversaAcAux_cons
inversaAcAux (x :: Xs) ys

rfl

-- Ejercicio 3. Demostrar que

inversaAcAux xs (x :: ys) :=

-- inversaAc [1,2,3] = inversa [1,2,3]

example : inversaAc [1,2,3]
rfl

inversa [1,2,3] :=

-- Ejercicio 4. (p. 44) Demostrar que
-- inversaAcAux xs ys = (inversa xs) ++ ys

-- 12 demostracion

example :
YV ys, inversaAcAux Xs ys =
begin
induction xs with a as HI,
{ intro,

rw inversaAcAux nil,
rw inversa nil,
rw nil append, },
{ intro,
rw inversaAcAux cons,

(inversa xs) ++ ys :=
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rw (HI

(@ ::ys)),

rw inversa_cons,
rw append assoc,
rw singleton append, },

end

-- 22 demostracion

example :
YV ys, inversaAcAux Xs ys = (inversa Xxs) ++ ys :=
begin
induction xs with a as HI,
{ intro,
calc inversaAcAux [] ys
= ys : by rw inversaAcAux nil
=[] ++ ys : by rw nil append
... = 1inversa [] ++ ys : by rw inversa nil },
{ intro,
calc inversaAcAux (a :: as) ys
= inversaAcAux as (a :: ys) by rw inversaAcAux_cons
= inversa as ++ (a :: ys) by rw (HI (a :: ys))
= inversa as ++ ([a] ++ ys) by rw singleton append
= (inversa as ++ [a]) ++ ys by rw append assoc
= inversa (a :: as) ++ ys by rw inversa cons },
end

-- 32 demostracion

example :

inversaAcAux xs ys = (inversa xs) ++ ys

begin

induction xs with a as HI generalizing ys,
{ rw inversaAcAux nil,
rw inversa nil,

rw nil

append, },

{ rw inversaAcAux cons,

rw (HI

(@ ::ys)),

rw inversa_cons,
rw append assoc,
rw singleton append, },

end

-- 42 demostracion

example :

inversaAcAux xs ys = (inversa xs) ++ ys

begin

induction xs with a as HI generalizing ys,
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{ calc inversaAcAux [] ys

= ys : by rw inversaAcAux nil
=[] ++ ys : by rw nil append
... = inversa [] ++ ys : by rw inversa nil },
{ calc inversaAcAux (a :: as) ys
= inversaAcAux as (a :: ys) : by rw inversaAcAux_cons
= inversa as ++ (a :: ys) : by rw (HI (a :: ys))

= inversa as ++ ([a] ++ ys) : by rw singleton append
= (inversa as ++ [a]) ++ ys : by rw append assoc
. = inversa (a :: as) ++ ys : by rw inversa cons 1},
end

-- 52 demostracion

example :
inversaAcAux xs ys = (inversa xs) ++ ys :=
begin
induction xs with a as HI generalizing ys,
{ simp, },
{ simp [HI (a :: ys)], },
end

-- 62 demostracion
example :

inversaAcAux xs ys = (inversa xs) ++ ys :=
by induction xs generalizing ys ; simp [*]

-- 72 demostracién
@[simp]
lemma inversa equiv :
V xs : list «, V ys, inversaAcAux Xs ys = (inversa xs) ++ ysS
| [1 := by simp
| (a :: as) by simp [inversa equiv as]

-- Ejercicio 5. (p. 43) Demostrar que
-- inversaAc xs = inversa XS

-- 12 demostracion

example : inversaAc xS = inversa XS :=

calc inversaAc xs

inversaAcAux xs [] : rfl

inversa xs ++ [] : by rw inversa equiv
inversa xs : by rw append nil
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-- 22 demostracién
example : inversaAc Xs = inversa Xs :=
by simp [inversa equiv]

-- 32 demostracion

example : inversaAc xS = inversa Xxs :=
by simp

8.7. Induccion para funciones de orden supe-
rior

8.7.1. Pruebas de la relacion entre length y map.
Enlaces al cédigo, a la sesién en Lean Web vy al video.

-- Pruebas de la relacidn entre length y map

import data.nat.basic
open nat
open list

variables {« : Type*} {8 : Type*}
variable (x : «)
variables (xs : list «)

-- Nota. Se usaran la funcién longitud y sus
-- propiedades estudiadas anteriormente.

def longitud : list o — nat
| [] =0
[ (x :: xs) longitud xs + 1

@[simp]
lemma longitud nil :

longitud ([] : list «a) = 0 :=
rfl

@[simp]
lemma longitud cons


./src/7_Programas/Pruebas_de_longitud_(aplica_a_todo_f_xs)_Ig_longitud_xs.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/7_Programas/Pruebas_de_longitud_(aplica_a_todo_f_xs)_Ig_longitud_xs.lean
https://youtu.be/A5kKPtAgzBA
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longitud (x :: xs) = longitud xs + 1 :=
rfl

-- Ejercicio 3. Definir la funcién

-- aplica : (o« — B) — list « — 'b list

-- tal que (aplica f xs) es la lista obtenida

-- aplicando la funcién f a los elementos de xs. Por
-- ejemplo,

- - aplica (Mx, 2*x) [3,2,5] = [6,4,10]

-- aplica ((*) 2) [3,2,5] [6,4,10]

-- aplica ((+) 2) [3,2,5] [5,4,7]

def aplica : (o« — B) — list o — list g
| £ [1] =[]
| f (x :: xs) := (f x) :: aplica f xs

-- #eval aplica (M, 2*x) [3,2,5]
-- #eval aplica ((*) 2) [3,2,5]
-- #eval aplica ((+) 2) [3,2,5]

-- Ejercicio 4. Demostrar los siguientes lemas

-- + aplica_nil :

-- aplica f [] =[]

-- + aplica cons :

- - aplica f (x :: xs) = (f x) :: aplica f xs

@[simp]
lemma aplica nil

(f : a — B)

: aplica f [] =[] :=
rfl

@[simp]
lemma aplica cons

(f @ a— B)

: aplica f (x :: xs) = (f x) :: aplica f xs :=
rfl

-- Ejercicio 1. (p. 48) Demostrar que
-- longitud (aplica f xs) = longitud xs
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-- 12 demostracion
example
(f : o — B)

: longitud (aplica f xs) = longitud xs :

begin
induction xs with a as HI,
{ rw aplica nil,
rw longitud nil,
rw longitud nil, 7},
{ rw aplica cons,
rw longitud cons,
rw HI,
rw longitud cons, },
end

-- 22 demostracion
example
(f : o — B)

: longitud (aplica f xs) = longitud xs :

begin

induction xs with a as HI,

{ calc longitud (aplica f [])
longitud []
0
- longitud []
{ calc longitud (aplica f (a :: as))
longitud (f a :: aplica f as)
longitud (aplica f as) + 1
longitud as + 1
longitud (a :: as)

end

-- 32 demostracion
example
(f : aa — B)

: longitud (aplica f xs) = longitud xs :

begin
induction xs with x xs HI,
{ simp, },
{ simp [HI], },

end

-- 42 demostracion

: by
: by
: by

: by
: by
: by
: by

rw
rw
rw

rw
rw
rw
rw

aplica nil
longitud nil
longitud nil, 7},

aplica cons
longitud cons

HI

longitud cons, 1},
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example

(f : a — B)

: longitud (aplica f xs) = longitud xs :=
by induction xs ; simp [*]

-- 52 demostracion
lemma longitud aplica

(f : a — B)

: V xs, longitud (aplica f xs) = longitud xs
| [1] = by simp
| (@ :: as) := by simp [longitud aplica as]

-- Comentarios sobre las funcién map:
-- + Es equivalente a la funcidén aplica.
-- + Para usarla hay que importar la libreria
-- data. list.basic y abrir el espacio de nombre
-- list escribiendo al principio del fichero
-- import data.list.basic
-- open list
-- + Se puede evaluar. Por ejemplo,
-- #eval map (Mx, 2*x) [3,2,5]
== #eval map ((*) 2) [3,2,5]
- #eval map ((+) 2) [3,2,5]
-- + Se puede demostrar. Por ejemplo,
example
(f : a — B)
: length (map f xs) = length xs :
by induction xs ; simp [*]

example

(f : o — B)

: length (map f xs)
-- by suggest
length map f xs

length xs :

example

(f @ a— B)

: length (map f xs)
by simp

length xs :
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8.7.2. Pruebas de la distributiva del producto sobre su-

mas

Enlaces al cédigo, a la sesion en Lean Web y al video.

-- Pruebas de la distributiva del producto sobre sumas

import data.nat.basic
open nat
open list

variables {«a : Type*} {5 : Type*}
variable (x : «)

variables (xs : list «)

variable (n : N)

variable (ns : list N)

-- Nota. Se usara la funcidén aplica y sus propiedades
-- estudiadas anteriormente.

def aplica : (o — ) — list a — list g
| f [1 i= [1
| f (x :: xs) := (f x) :: aplica f xs

@[simp]
lemma aplica nil

(f : a — B)

: aplica f [] =[] :=
rfl

@[simp]
lemma aplica cons

(f : o — B)

: aplica f (x :: xs) = (f x) :: aplica f xs :=
rfl

-- Ejercicio 1. Definir la funcidn

-- suma : list N — N

-- tal que (suma xs) es la suma de los elementos de
-- Xs. Por ejemplo,

-- suma [3,2,5] = 10


./src/7_Programas/Pruebas_de_la_distributiva_de_producto_sobre_sumas.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/7_Programas/Pruebas_de_la_distributiva_de_producto_sobre_sumas.lean
https://youtu.be/sBeyykD2MoU
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def suma : list N — N
| [1 =0
| (n :: ns) :=n + suma ns

-- #eval suma [3,2,5]

-- Ejercicio 2. Demostrar los siguientes lemas
-- + suma nil :

-- suma ([] : list N) =0 :=

-- + suma cons :

-- suma (n :: ns) = n + suma ns :=

@[simp]
lemma suma_nil
suma ([] : list N) =0 :=

rfl
@[simp]
lemma suma_cons :
suma (n :: nNnS) = n + suma ns :=
rfl

-- Ejercicio 3. (p. 45) Demostrar que
- - suma (aplica (M x, 2*x) ns) = 2 * (suma ns)

-- 12 demostracidn
example :
suma (aplica (A x, 2*x) ns) = 2 * (suma ns) :=
begin
induction ns with m ms HI,
{ rw aplica nil,
rw suma nil,
rw nat.mul zero, },
{ rw aplica cons,
rw suma_cons,
rw HI,
rw suma_cons,
rw mul add, },
end
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-- 22 demostracion
example :

suma (aplica (A x, 2*x) ns) = 2 * (suma ns) :=
begin

induction ns with m ms HI,

{ calc suma (aplica (A (x : N), 2 * x) [])

= suma []
. =0

2 X0
- 2 * suma []
{ calc suma (aplica (A x, 2 * x) (m :: ms))
suma (2 * m :: aplica (A x, 2 * x) ms)
2 *m+ suma (aplica (A x, 2 * x) ms)
m + 2 * suma ms
(m + suma ms)
* suma (m :: ms)

1
* %

= 2
=2

2
end

-- 32 demostracion

example :

suma (aplica (A x, 2*x) ns) = 2 * (suma ns) :=
begin

induction ns with m ms HI,

{ simp, },

{ simp [HI, mul addl, },
end

-- 42 demostracion
example :

suma (aplica (A x, 2*x) ns) = 2 * (suma ns) :=
by induction ns ; simp [*, mul add]

-- 52 demostracion
lemma suma_aplica :

VY ns, suma (aplica (A x, 2*x) ns) = 2 * (suma ns)

| [1] := by simp
[ (m :: ms) by simp [suma aplica ms, mul add]

-- Comentarios sobre las funciones sum y map:

-- + Son equivalentes a las funciones suma y aplica.

-- + Para usarla hay que importar la libreria

-- data. list.basic y abrir el espacio de nombre

-- list escribiendo al principio del fichero
-- import data.list.basic

: by
: by
: by
: by

: by
: by
: by
: by
: by

rw
rw
rw
rw

rw
rw
rw
rw
rw

aplica nil
suma_nil
nat.mul zero
suma nil, },

aplica cons
suma_cons

HI

mul add
suma_cons, },
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-- open list

-- + Se puede evaluar. Por ejemplo,
-- #eval sum [3,2,5]

-- #eval map (M\x, 2*x) [3,2,5]
-- #eval map ((*) 2) [3,2,5]
-- #eval map ((+) 2) [3,2,5]



Capitulo 9

Tipos inductivos

9.1. Tipos abreviados

9.1.1. Razonamiento con tipos abreviados: Posiciones
Enlaces al cédigo, a la sesion en Lean Web y al video.

-- Razonamiento con tipos abreviados: Posiciones

import tactic

-- Ejercicio 1. Definir el tipo Pos como una abreviatura
-- de pares de enteros para representar posiciones.

-- 12 definicidn
-- abbreviation Pos : Type := Z X Z

-- 22 definicion
-- notation Pos' :=7 X Z

-- 32 definicidn
-- local notation "Pos’ :=7Z x Z

-- 42 definicion
def Pos := 7Z x Z


./src/8_Inductivos/Razonamiento_con_tipos_abreviados:_Posiciones.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/8_Inductivos/Razonamiento_con_tipos_abreviados:_Posiciones.lean
https://youtu.be/wuPMtyMRECI
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def origen : Pos :=
(0,0)

-- Ejercicio 3. Definir la funcién

-- izquierda : Pos — Pos

-- tal que (izquierda p) esla posicidén que se encuentra
-- a la izquierda de p. Por ejemplo,

- - izquierda (3,5) = (2,5)

-- 12 definicidn

@[simp]

def izquierda : Pos — Pos :=
A (x,y), (x-1,y)

-- 22 definicidn

@[simp]

def izquierda 2 : Pos — Pos
| (x,y) = (x-1,y)

-- #eval izquierda (3,5)
-- Da: (2,5)

-- Ejercicio 4. Definir la funcidn

-- derecha : Pos — Pos

-- tal que (derecha p) esla posicidén que se encuentra
-- a la derecha de p. Por ejemplo,

- - derecha (3,5) = (4,5)

-- 12 definicidn

@[simp]

def derecha : Pos — Pos :=
A (X,y), (x+1,y)

-- 22 definicidn

@[simp]

def derecha 2 : Pos — Pos
| (x,y) = (x+1,y)

-- f#feval derecha (3,5)
-- Da: (4, 5)
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-- Ejercicio 5. Demostrar que para cualquier posicidn p,
-- izquierda (derecha p) = p

-- 12 demostracién
lemma izquierda derecha :
VY p : Pos, izquierda (derecha p) = p
| (x,y) := by calc izquierda (derecha (x, y))

= izquierda (x+1, y) :by simp
= (x+1-1, vy) :by simp
= (x, Yy) by simp

-- 22 demostracioén
lemma izquierda derecha 2 :

V p : Pos, izquierda (derecha p) = p :=
A (x,y), by simp

-- Ejercicio 6. Definir el tipo Movimiento para
-- representar los movimientos com funciones desde la
-- posicién inicial a la final.

def Movimiento : Type := Pos — Pos

9.2. Tipos parametrizados

9.2.1. Razonamiento con tipos parametrizados: Pares

Enlaces al cédigo, a la sesion en Lean Web y al video.

-- Razonamiento con tipos parametrizados: Pares

import tactic

variable {« : Type}

-- Ejercicio 1. Definir el tipo Par de elementos de
-- tipo a como abreviarura del producto cartesiano de


./src/8_Inductivos/Razonamiento_con_tipos_parametrizados:_Pares.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/8_Inductivos/Razonamiento_con_tipos_parametrizados:_Pares.lean
https://youtu.be/7Y3x8SNMXdQ
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def Par (a : Type) : Type = a X «

-- Ejercicio 2. Definir ejPar como el par de ndmeros
-- enteros (2,5).

def ejPar : Par Z :=
(2,5)

-- Ejercicio 3. Definir la funcién

-- multiplica : Par 7Z — Z

-- tal que (multiplica p) es el producto de las
-- componentes del par p. Por ejemplo,

-- multiplica (2,5) = 10

-- 12 definicidn
def multiplica : Par Z — Z
| (x,y) = x*y

-- 22 definicidn
def multiplica 2 : Par Z — 7Z :=
A (X,y), x*y

-- #eval multiplica (2,5)
-- Da: 10

-- Ejercicio 4. Definir la funcidn

-- copia : a — Par «

-- tal que (copia x) es el par formado con dos copias
-- de x. Por ejemplo,

-- copia tt = (tt, tt)

-- copia (5 : Z) = (5, 5)

-- 12 definicidn
def copia : @ — Par «
| x := (x,x)
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-- 22 definicion
def copia 2 : a« — Par a :=
A X, (x,x)

-- #eval copia (5 : 7Z)
-- Da: (5,5)

-- #eval copia tt
-- Da: (tt, tt)

-- Ejercicio . Demostrar que, para todo entero X,
-- multiplica (copia x) = x~2

-- 12 demostracion
example
(x : Z)
: multiplica (copia x) = X2 :=
calc multiplica (copia x)
multiplica (x, x) :by rw copia
X*X :by rw multiplica
X2 :by rw | pow_two

-- 22 demostracién
attribute [simp] copia multiplica pow_ two

example

(x : Z)

: multiplica (copia x) = X2 :=
calc multiplica (copia x)
multiplica (x, x) :by simp

= X*x :by simp
= X2 by simp
-- 32 demostracién
example
(x : Z)

: multiplica (copia x) = X2 :=
by simp
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9.3. Tipos enumerados

9.3.1. Razonamiento con tipos enumerados: Direcciones
Enlaces al cédigo, a la sesiéon en Lean Web y al video.

-- Razonamiento con tipos enumerados: Direcciones

import tactic

-- Ejercicio 1. Definir el tipo Direccion cuyos
-- constructores son las cuatro direcciones
-- (Izquierda, Derecha, Arriba y Abajo).

inductive Direccion : Type
| Izquierda : Direccion

| Derecha : Direccion
| Arriba : Direccion
| Abajo : Direccion

namespace Direccion
-- #print prefix Direccion

-- Ejercicio 3. Definir la funcidn

-- repr : Direccion — string

-- tal que (repr d) es la cadena que representa a la
-- direccién d. Por ejemplo,

-- repr Derecha = ”"Derecha”

def repr : Direccion — string

| Izquierda := "Izquierda”
| Derecha = "Derecha”

| Arriba = "Arriba”

| Abajo = "Abajo”


./src/8_Inductivos/Razonamiento_con_tipos_enumerados:_Direcciones.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/8_Inductivos/Razonamiento_con_tipos_enumerados:_Direcciones.lean
https://youtu.be/3vDG-M3V_0c
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---#eval repr Derecha
-- Da: ”"Derecha”

-- Ejercicio 4. Declarar repr la funcién para
-- representar direcciones. Por ejemplo,

-- #eval Derecha

-- da Derecha.

instance : has repr Direccion := (repr)

-- f#teval Derecha
-- Da: Derecha

-- Ejercicio 5. Definir la funcidn

- - opuesta : Direccion — Direccion

-- tal que (opuesta d) es la direccién opuesta de d. §
-- Por ejemplo,

-- opuesta Derecha = Izquierda
@[simp]

def opuesta : Direccion — Direccion
| Izquierda := Derecha

| Derecha = Izquierda

| Arriba = Abajo

| Abajo = Arriba

-- #eval opuesta Derecha
-- Da: Izquierda

-- Ejercicio 6. Declarar d como una variable sobre
-- direcciones.

variable (d : Direccion)

-- Ejercicio 7. Demostrar que, para cualquier direccidn
-- d, se tiene que
-- opuesta (opuesta d) = d
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-- 12 demostracion
example :
opuesta (opuesta d) =d :=
begin
cases d,
{ calc opuesta (opuesta Izquierda)
= opuesta Derecha
... = Izquierda
{ calc opuesta (opuesta Derecha)
= opuesta Izquierda
... = Derecha
{ calc opuesta (opuesta Arriba)
opuesta Abajo
- Arriba
{ calc opuesta (opuesta Abajo)
= opuesta Arriba
. = Abajo

end

-- 22 demostracién
example :
opuesta (opuesta d) = d :=
begin
cases d,
{ calc opuesta (opuesta Izquierda)
= opuesta Derecha
... = Izquierda
{ calc opuesta (opuesta Derecha)
opuesta Izquierda
- Derecha
{ calc opuesta (opuesta Arriba)
= opuesta Abajo
... = Arriba
{ calc opuesta (opuesta Abajo)
= opuesta Arriba
. = Abajo

end

-- 32 demostracidn
example :

opuesta (opuesta d) =d :=
begin

cases d,

{ simp, },

:by
:by

:by
:by

:by
:by

:by
:by

:by
:by
:by

:by
:by

:by
:by

simp
simp

simp
simp

simp
simp

simp
simp

simp
simp,

simp
simp,

simp
simp,

simp
simp,

[opuesta]
[opuesta], },

[opuestal]
[opuestal, },

[opuestal]
[opuestal, },

[opuestal]
[opuesta], },

}I

}I
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{ simp, },

{ simp, },

{ simp, },
end

-- 42 demostracion

example :

opuesta (opuesta d) = d

by cases d ; simp

-- 52 demostracion

example :

opuesta (opuesta d) = d

Direccion.cases on d
(show opuesta (opuesta Izquierda)
(show opuesta (opuesta Derecha)
(show opuesta (opuesta Arriba)
(show opuesta (opuesta Abajo)

-- 62 demostracion

example :

opuesta (opuesta d) =d :=
Direccion.cases on d rfl rfl rfl rfl

-- 72 demostracion

example :

opuesta (opuesta d) = d :=
by apply Direccion.cases on d ; refl

-- 82 demostracion

example :

opuesta (opuesta d) =d :=
by apply Direccion.rec on d; refl

-- 92 demostracién
lemma opuesta opuesta :
V d, opuesta

| Izquierda :

| Derecha
| Arriba
| Abajo

(opuesta d) =d
by simp
by simp
by simp
by simp

Izquierda, from

Derecha,
Arriba,
Abajo,

from
from
from

rfl
rfl
rfl
rfl

~— ~— ~— ~—
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end Direccion

9.3.2. Razonamiento con tipos enumerados: Movimien-

tos

Enlaces al cédigo, a la sesién en Lean Web vy al video.

-- Razonamiento con tipos enumerados: Movimientos

import tactic

-- Nota. Usaremos los tipo Pos (como una abreviatura
-- de pares de enteros para representar posiciones) y
-- Direccion (como un tipo enumerado con las cuatro
-- direcciones) y la funcidén opuesta, definidas

-- anteriormente

def Pos : Type = 7Z X Z

inductive Direccion : Type
| Izquierda : Direccion

| Derecha : Direccion
| Arriba : Direccion
| Abajo : Direccion

namespace Direccion

@[simp]

def opuesta : Direccion — Direccion
| Izquierda := Derecha

| Derecha = Izquierda

| Arriba = Abajo

| Abajo = Arriba

-- Ejercicio ?. Definir la funcidn

-- movimiento : Direccion — Pos — Pos

-- tal que (movimiento d p) es la posicién alcanzada
-- al dar un paso en la direccién d a partir de la
-- posicién p. Por ejemplo,


./src/8_Inductivos/Razonamiento_con_tipos_enumerados:_Movimientos.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/8_Inductivos/Razonamiento_con_tipos_enumerados:_Movimientos.lean
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- - movimiento Arriba (2,5) = (2, 6)

@[simp]
def movimiento : Direccion — Pos — Pos
| Izquierda (x,y) := (x-1,y)

| Derecha (x,y) := (x+1,y)
| Arriba (x,y) = (x,y+1)
| Abajo (x,y) = (x,y-1)

-- #eval movimiento Arriba (2,5)
-- Da: (2, 6)

-- Ejercicio ?. Definir la funcion

-- movimientos : list Direccion — Pos — Pos

-- tal que (movimientos ms p) es la posicidén obtenida
-- aplicando la lista de movimientos ms a la posicidn
-- p. Por ejemplo,

-- movimientos [Arriba, Izquierda] (2,5) = (1,6)

def movimientos : list Direccion — Pos — Pos

| [] p:=p
| (m :: ms) p := movimientos ms (movimiento m p)

-- #eval movimientos [Arriba, Izquierda] (2,5)
-- Da: (1,6)

-- Ejercicio ?. Demostrar que para cada direccién d
-- existe una direccién d' tal que para toda posicién p,
-- movimiento d' (movimiento d p) = p

-- 12 demostracion
example :

vV d, 9d', ¥V p, movimiento d' (movimiento d p) =p :=
begin

intro d,

use opuesta d,

rintro (x,y),

cases d,

{ calc movimiento (opuesta Izquierda) (movimiento Izquierda (x,y))

= movimiento (opuesta Izquierda) (x-1,y)

:by simp [movimiento]
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= movimiento Derecha (x-1,y) :by simp [opuesta]
= (x-1+1,y) :by simp [movimiento]
oo = (X,Y) by simp },
{ calc movimiento (opuesta Derecha) (movimiento Derecha (x,y))
= movimiento (opuesta Derecha) (x+1,y) :by simp [movimiento]
= movimiento Izquierda (x+1,y) :by simp [opuesta]
= (x+1-1,y) :by simp [movimiento]
o= (x,y) :by simp },
{ calc movimiento (opuesta Arriba) (movimiento Arriba (x,y))
= movimiento (opuesta Arriba) (x,y+1) :by simp [movimiento]
= movimiento Abajo (x,y+1) :by simp [opuesta]
= (x,y+1-1) :by simp [movimiento]
o= (X,y) :by simp },
{ calc movimiento (opuesta Abajo) (movimiento Abajo (x,y))
= movimiento (opuesta Abajo) (x,y-1) :by simp [movimiento]
= movimiento Arriba (x,y-1) :by simp [opuesta]
= (x,y-1+1) :by simp [movimiento]
= (Xx,y) by simp },

end

-- 22 demostracion
example :

vV d, 4d', V p, movimiento d' (movimiento d p) =p :=
begin

intro d,

use opuesta d,

rintro (x,y),

cases d,
{ calc movimiento (opuesta Izquierda) (movimiento Izquierda (X,y))
= movimiento (opuesta Izquierda) (x-1,y) :by simp
= movimiento Derecha (x-1,y) :by simp
= (x-1+41,y) :by simp
o= (x,y) :by simp 1},
{ calc movimiento (opuesta Derecha) (movimiento Derecha (x,y))
= movimiento (opuesta Derecha) (x+1,y) :by simp
= movimiento Izquierda (x+1,y) :by simp
= (x+1-1,y) :by simp
o= (X,Y) by simp },
{ calc movimiento (opuesta Arriba) (movimiento Arriba (x,y))
= movimiento (opuesta Arriba) (x,y+1) :by simp
= movimiento Abajo (x,y+1) :by simp
= (x,y+1-1) by simp
= (x,Y) :by simp },

{ calc movimiento (opuesta Abajo) (movimiento Abajo (x,y))
= movimiento (opuesta Abajo) (x,y-1) :by simp
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= movimiento Arriba (x,y-1) :by simp
= (x,y-1+1) by simp
= (x,y) :by simp },

end

-- 32 demostracioén
example :

vV d, 4d', V p, movimiento d' (movimiento d p) =p :=
begin

intro d,

use opuesta d,

rintro (x,y),

cases d,

{ simp, },

{ simp, },

{ simp, },

{ simp, },
end

-- 42 demostracidn
example :
vV d, 9d', V p, movimiento d' (movimiento d p) =p :=
begin
intro d,
use opuesta d,
rintro (x,y),
cases d ;
simp,
end

-- 52 demostracién
example :

vV d, 9d', ¥V p, movimiento d' (movimiento d p) =p :=
assume d,
exists.intro (opuesta d)

(assume (x,y),

show movimiento (opuesta d) (movimiento d (x,y)) = (x,y), from

Direccion.cases on d
(calc movimiento (opuesta Izquierda) (movimiento Izquierda (x,y))

= movimiento (opuesta Izquierda) (x-1,y) :by simp
= movimiento Derecha (x-1,y) :by simp
= (x-1+1,y) :by simp
= (X,Y) :by simp)

(calc movimiento (opuesta Derecha) (movimiento Derecha (x,y))
= movimiento (opuesta Derecha) (x+1,y) :by simp
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= movimiento Izquierda (x+1,y) :by simp
= (x+1-1,y) :by simp
o= (Xx,y) :by simp )
(calc movimiento (opuesta Arriba) (movimiento Arriba (x,y))
= movimiento (opuesta Arriba) (x,y+1) :by simp
= movimiento Abajo (x,y+1) :by simp
= (x,y+1-1) :by simp
o= (X,y) :by simp)
(calc movimiento (opuesta Abajo) (movimiento Abajo (x,y))
= movimiento (opuesta Abajo) (x,y-1) :by simp
= movimiento Arriba (x,y-1) :by simp
= (x,y-1+1) by simp
= (x,Y) :by simp))

-- 62 demostracion
example :
vV d, 4d', V p, movimiento d' (movimiento d p) =p :=
assume d,
exists.intro (opuesta d)
(assume (x,y),
show movimiento (opuesta d) (movimiento d (x,y)) = (x,y), from
Direccion.cases on d
(by simp)
(by simp)
(by simp)
(by simp))
-- 72 demostracion
example :
vV d, 4d', V p, movimiento d' (movimiento d p) =p :=
assume d,
exists.intro (opuesta d)
(A (x,y), Direccion.cases on d (by simp) (by simp) (by simp) (by simp))

-- 82 demostracidn
example :
vV d, 94d', V p, movimiento d' (movimiento d p) =p :=
A d, exists.intro (opuesta d)
(A (x,y), Direccion.cases on d (by simp) (by simp) (by simp) (by simp))

end Direccion
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9.3.3. Razonamiento con tipos enumerados: Los dias de
la semana

Enlaces al cédigo, a la sesion en Lean Web y al video.

-- Razonamiento con tipos enumerados: Los dias de la semana

-- Ejercicio ?. Definir el tipo dia cuyos constructores
-- sean los dias de la semana.

inductive dia : Type

| Tunes : dia
| martes : dia
| miercoles : dia
| jueves : dia
| viernes : dia
| sabado : dia
|

domingo : dia

-- Da: dia

-- f#ficheck lunes
-- Da: dia

-- Ejercicio ?. Calcular la lista de las funciones
-- definidas en el espacio de nombres dia.


./src/8_Inductivos/Razonamiento_con_tipos_enumerados:_Los_dias_de_la_semana.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/8_Inductivos/Razonamiento_con_tipos_enumerados:_Los_dias_de_la_semana.lean
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-- #print

-- Da:

dia

dia.

C

dia.
dia.
dia.
dia.
dia.
dia.
dia.
dia.
dia.
dia.
dia.
dia.
dia.
dia.
dia.
dia.
dia.
dia.
dia.
dia.
dia.
dia.
dia.
dia.
dia.
dia.
dia.
dia.
dia.

C

dia.

C

dia.
dia.
dia.
dia.
dia.
dia.

prefix dia

: Type

cases on : [] {C : dia — Sort 1} (n : dia),

lunes — C martes — C miercoles — C jueves — C viernes — C sabado — C domi
domingo : dia

domingo.inj : domingo = domingo — true

domingo.inj arrow : domingo = domingo — [] {P : Sort 1|}, (true — P) — P
domingo.inj eq : domingo = domingo = true

domingo.sizeof spec : domingo.sizeof = 1

has sizeof inst : has sizeof dia

jueves : dia

jueves.inj : jueves = jueves — true

jueves.inj arrow : jueves = jueves — [] {|P : Sort 1}, (true — P) — P
jueves.inj eq : jueves = jueves = true

jueves.sizeof spec : jueves.sizeof = 1

lunes : dia

lunes.inj : lunes = lunes — true

lunes.inj arrow : lunes = lunes — [] {|P : Sort 1|}, (true — P) — P
lunes.inj eq : lunes = lunes = true

lunes.sizeof spec : lunes.sizeof =1

martes : dia

martes.inj : martes = martes — true

martes.inj arrow : martes = martes — [] {{P : Sort l|}, (true — P) — P
martes.inj eq : martes = martes = true

martes.sizeof spec : martes.sizeof = 1

miercoles : dia

miercoles.inj : miercoles = miercoles — true

miercoles.inj arrow : miercoles = miercoles — [] {{P : Sort 1|}, (true — P) —
miercoles.inj eq : miercoles = miercoles = true

miercoles.sizeof spec : miercoles.sizeof = 1

no confusion : [] {P : Sort 1} {vl v2 : dia}, vl = v2 — dia.no confusion type
no confusion type : Sort 1 — dia — dia — Sort 1

rec : [] {C : dia — Sort 1},

lunes — C martes — C miercoles — C jueves — C viernes — C sabado — C domi
rec on : [] {C : dia — Sort 1} (n : dia),

lunes — C martes — C miercoles — C jueves — C viernes — C sabado — C domi
sabado : dia

sabado.inj : sabado = sabado — true

sabado.inj_arrow : sabado = sabado — [] {P : Sort 1|}, (true — P) — P
sabado.inj eq : sabado = sabado = true

sabado.sizeof spec : sabado.sizeof = 1

sizeof : dia — N
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-- dia.viernes : dia
-- dia.viernes.inj : viernes =
-- dia.viernes.inj arrow :
- - dia.viernes.inj eq :
-- dia.viernes.sizeof spec :

viernes — true
viernes = viernes — [] {P :
viernes
viernes.sizeof = 1

viernes = true

-- Ejercicio ?. Calcular el tipo de las reglas de
-- eliminacién (recursores) del tipo dia: dia.rec,

-- dia.rec on y dia.cases on.

-- Recursor (regla de eliminacidn):

-- f#check @dia.rec
-- Da: [J {C : dia — Sort u 1},
-- C lunes —

martes —

miercoles —

jueves —

viernes —

sabado —

domingo
-- — [] (n :

C
c
C
C
C
C

dia), Cn

-- #check @dia.rec on
-- Da: [] {C :
-- C lunes —
C martes —

C miercoles —
C jueves —

C viernes —

C sabado —

C domingo

-- #check @dia.cases on
-- Da: [] {C :
-- C lunes —
martes —
miercoles —
jueves —
viernes —
sabado —
domingo

a0 0000

dia — Sort u 1} (n :

dia — Sort u 1} (n :

dia),

dia),

Sort 1}, (true — P) — P
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-- Ejercicio ?. Definir la funcidn

-- numero_del dia : dia — N

-- tal que (numero del dia d) es el numero del dia de
-- la semana de d. Por ejemplo,

-- numero _del dia martes = 2

-- 12 definicidn
def numero del dia (d : dia) : N :
dia.rec ond 12 3 456 7

-- 22 definicidn
def numero del dia 2 (d : dia) : N :=
dia.cases ond 12 3 456 7

-- 32 definicidn
def numero del dia 3 : dia — N :=
Ad, dia.rec 1 234567d

-- Ejercicio ?. Definir la funcidn

-- siguiente : dia — dia

-- tal que (siguiente d) es el dia siguiente a d. Por
-- ejemplo,

-- siguiente (siguiente jueves) = sabado

-- 12 definicidn
def siguiente : dia — dia :=
A d, dia.cases on d martes miercoles jueves viernes sabado domingo lunes

-- 22 definicidn
def siguiente 2 (d : dia) : dia :=
dia.cases on d martes miercoles jueves viernes sabado domingo lunes

-- 32 definicidn
def siguiente 3 : dia — dia

| lunes := martes

| martes := miercoles
| miercoles := jueves

| jueves := viernes

| viernes := sabado

| sabado := domingo

|

domingo lunes
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-- #reduce siguiente (siguiente jueves)
-- Da: sabado

-- Ejercicio ?. Definir la funcidn

-- anterior : dia — dia

-- tal que (anterior d) es el dia anterior a d. Por
-- ejemplo,

-- siguiente (anterior jueves) = jueves

-- 12 definicidn
def anterior : dia — dia :=
A d, dia.cases on d domingo lunes martes miercoles jueves viernes sabado

-- 22 definicién
def anterior 2 (d : dia) : dia :=
dia.cases on d domingo lunes martes miercoles jueves viernes sabado

-- 32 definicidn
def anterior 3 : dia — dia

| lunes := domingo

| martes := lunes

| miercoles := martes

| jueves := miercoles
| viernes = jueves

| sabado = viernes

| domingo = sabado

-- #reduce siguiente (anterior jueves)
-- Da: jueves

-- Ejercicio ?. Demostrar que
-- siguiente (anterior jueves) = jueves

example : siguiente (anterior jueves) = jueves :=
rfl

-- Ejercicio ?. Demostrar que, para cualquier dia d,
-- siguiente (anterior d) = d
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-- 12 demostracién
example (d: dia)

siguiente (anterior d) =d :=
dia.cases on d

(show siguiente (anterior lunes) = lunes, from rfl)
(show siguiente (anterior martes) = martes, from rfl)
(show siguiente (anterior miercoles) = miercoles, from rfl)
(show siguiente (anterior jueves) = jueves, from rfl)
(show siguiente (anterior viernes) = viernes, from rfl)
(show siguiente (anterior sabado) = sabado, from rfl)
(show siguiente (anterior domingo) = domingo, from rfl)

-- 22 demostracion
example (d: dia)

siguiente (anterior d) =d :=
dia.cases on d rfl rfl rfl rfl rfl rfl rfl

-- 32 demostracion
example (d: dia)

siguiente (anterior d) =d :=
begin

apply dia.cases on d,

refl,

refl,

refl,

refl,

refl,

refl,

refl,
end

-- 42 demostracién
example (d: dia)

siguiente (anterior d) = d
by apply dia.cases on d; refl

-- 52 demostracion
example (d: dia)

siguiente (anterior d) = d
by apply dia.rec on d; refl

-- 62 demostracion
attribute [simp] siguiente anterior

example (d: dia)
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siguiente (anterior d) =d :=
by cases d; simp

end dia

9.3.4. Razonamiento con tipos enumerados con construc-
tores con parametros

Enlaces al cédigo, a la sesién en Lean Web vy al video.

-- Razonamiento con tipos enumerados con constructores con parametros

import data.real.basic

-- Ejercicio 1. Definir el tipo de datos Figuras con

-- tres constructores: Triangulo (con su base y altura),
-- Circulo (con su radio) y Rectangulo (con su base y

-- altura).

inductive Figura : Type

| Triangulo : Q@ — Q — Figura
| Circulo : Q — Figura

| Rectangulo : Q — Q@ — Figura

-- Ejercicio 3. Definir la funcién
-- cuadrado : Q -> Figura
-- tal que (cuadrado n) es el cuadrado de lado n.

@[simp]
def cuadrado : Q -> Figura
| n := Rectangulo n n


./src/8_Inductivos/Razonamiento_con_tipos_enumerados_con_constructores_con_parametros.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/8_Inductivos/Razonamiento_con_tipos_enumerados_con_constructores_con_parametros.lean
https://youtu.be/9VsMx1j-GlI

320 Capitulo 9. Tipos inductivos

-- Ejercicio 5. Definir la funcién

-- area : Figura — Q

-- tal que (area f) es el drea de la figura f. Por
-- ejemplo,

-- area (Circulo 1)

-- area (Circulo 10)
-- area (Triangulo 2 5) 5

- - area (Rectangulo 2 5) 10
-- area (cuadrado 3) =9

31415927/10000000
31415927/100000

@[simp]

def area : Figura — Q

| (Triangulo b h) b*h/2
| (Circulo r) pi*rIZ
| (Rectangulo x y) := x*y

-- #eval area (Circulo 1) -- 31415927/10000000
-- #eval area (Circulo 10) -- = 31415927/100000
-- #eval area (Triangulo 2 5) -- =5

-- #eval area (Rectangulo 2 5) -- 10

-- #eval area (cuadrado 3) -- =

|
©

-- Ejercicio 6. Declarar x como una variable sobre los
-- numeros racionales

-- Ejercicio 7. Demostrar que
- - area (cuadrado x) = x"2

-- 12 demostracion
example :
area (cuadrado x) = XIZ 1=
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calc area (cuadrado x)
= area (Rectangulo x x) :by
.= X*X :by

l. = XIZ :by

-- 22 demostracion
example :

area (cuadrado x) = X"2 :=
calc area (cuadrado x)

= area (Rectangulo x x) :by
= X*x : by
= XIZ by
-- 32 demostracién
example :

area (cuadrado x)
by simp [pow two]

]
x
[ >]
N
]

-- 42 demostracién
example :

area (cuadrado x)
by simp ; ring

Il
P
L]
N
Il

end Figura

9.4. Tipo inductivo:

simp [cuadrado]
simp [area]
simp [pow two]

simp
simp
simp [pow two]

Numeros naturales

9.4.1. El tipo de los numeros naturales

Enlaces al cédigo, a la sesién

en Lean Web y al video.

-- El tipo de los numeros naturales

import tactic

-- Ejercicio 1. Definir el tipo Nat de los numeros


./src/8_Inductivos/El_tipo_de_los_numeros_naturales.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/8_Inductivos/El_tipo_de_los_numeros_naturales.lean
https://youtu.be/oHkkTgP7jng
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-- naturales con los constructores Cero (para el numero
-- 0) y Suc (para la funcidén sucesor).

inductive Nat : Type
| Cero : Nat
| Suc : Nat — Nat

-- #print prefix Nat

-- Ejercicio 3. Definir la funcidn

-- repr : Nat — string

-- tal que (repr n) es la cadena que representa al
-- numero natural. Por ejemplo,

-- repr (Suc (Cero)) = "Suc (Cero)”

def repr : Nat — string

| Cero := "Cero”
| (Suc n) := "Suc (” ++ repr n ++ ")”
-- #eval repr (Suc (Cero)) -- = "Suc (Cero)”

-- Ejercicio 4. Declarar repr la funcién para
-- representar numeros naturales. Por ejemplo,
-- #eval Suc (Cero) = Suc (Cero)

instance : has repr Nat := (repr)
-- #eval Suc (Cero) -- = Suc (Cero)

-- Ejercicio 5. Definir la funcién

-- nat2int : Nat — N

-- tal que (nat2int n) es el numero entero

-- correspondiente al numero natural n. Por ejemplo,
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- - nat2int (Suc (Suc (Suc Cero))) = 3

def nat2int : Nat — N
| Cero 0
| (Suc n) := 1 + nat2int n

-- #eval nat2int (Suc (Suc (Suc Cero)))

-- Ejercicio 6. Definir la funcidn

-- int2nat : N -> Nat

-- tal que (int2nat n) es el ndmero natural

-- correspondiente al numero entero n. Por ejemplo,
- - int2nat 3 = Suc (Suc (Suc (Cero)))

def int2nat : N -> Nat
| O := Cero
| (n+1) Suc (int2nat n)

-- f#eval int2nat 3 -- == Suc (Suc (Suc (Cero)))

-- Ejercicio 7. Definir la funcidn

- - suma : Nat — Nat — Nat

-- tal que (suma m n) es la suma de los ndmero
-- naturales m y n. Por ejemplo,

-- #eval suma (Suc (Suc Cero)) (Suc Cero)
-- Da: Suc (Suc (Suc (Cero)))

def suma : Nat — Nat — Nat
| Cero n:=n
| (Suc m) n := Suc (suma m n)

-- f#eval suma (Suc (Suc Cero)) (Suc Cero)
-- Da: Suc (Suc (Suc (Cero)))

variables (m n : Nat)
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-- Ejercicio 9. Demostrar los siguientes lemas:
-- + suma_1 :

== suma Cero n = n :=

-- + suma 2 :

-- suma (Suc m) n = Suc (suma m n) :=

@[simp]
lemma suma_ 1

suma Cero n = n :=
rfl

@[simp]
lemma suma_2

suma (Suc m) n = Suc (suma m n) :=
rfl

-- Ejercicio 10. Demostrar que
- - suma n Cero = n

-- 12 demostracion
example :

suma n Cero = n :=
begin

induction n with m HI,

{ rw suma_ 1, },

{ rw suma_2,

rw HI, },

end

-- 22 demostracidn
example :

suma n Cero = n :=
begin

induction n with m HI,

{ show suma Cero Cero = Cero,

by rw suma 1, },
{ calc suma (Suc m) Cero
= Suc (suma m Cero) :by rw suma 2

Suc m :by rw congr_arg Suc HI, },

end
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-- 32 demostracidn
example :
suma n Cero = n :=
begin
induction n with m HI,
{ show suma Cero Cero = Cero,
by simp, },
{ calc suma (Suc m) Cero
Suc (suma m Cero) :by simp
Suc m :by simp [HI], },

end

-- 42 demostracion

example :
suma n Cero = n :=
begin
induction n with m HI,
{ simp, },
{ simp [HI], },
end

-- 52 demostracién
example :

suma n Cero = n :=
by induction n ; simp [*]

-- 62 demostracion
example :
suma n Cero = n :=
Nat.rec on n
( show suma Cero Cero = Cero,
by rw suma 1)
( assume m,
assume HI: suma m Cero = m,
show suma (Suc m) Cero = Suc m, from
calc suma (Suc m) Cero
= Suc (suma m Cero) :by rw suma 2
. =Sucm :by rw congr _arg Suc HI)

-- 72 demostracidn
example :

suma n Cero = n :=
Nat.rec on n

( show suma Cero Cero = Cero,
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by simp)
( assume m,
assume HI: suma m Cero
show suma (Suc m) Cero
calc suma (Suc m) Cero
= Suc (suma m Cero) :by simp
Suc m :by simp [HI])

m,
Suc m, from

-- 82 demostracidn
example :
suma n Cero = n :=
Nat.rec on n
( by simp)
( assume m,
assume HI: suma m Cero = m,
by simp [HI])

-- 92 demostracidn
example :

suma n Cero = n :=
Nat.rec on n

(by simp)

(A m HI, by simp [HI])

-- 102 demostracién
lemma suma Cero :
vV n, suma n Cero = n
| Cero := by simp
| (Suc m) by simp [suma Cero m]

9.5. Tipo inductivo: Listas

9.5.1. El tipo de las listas

Enlaces al cédigo, a la sesién en Lean Web y al video.


./src/8_Inductivos/El_tipo_de_las_listas.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/8_Inductivos/El_tipo_de_las_listas.lean
https://youtu.be/wr7PzT8VVgQ
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-- El tipo de las listas

import tactic

variable {« : Type}

-- Ejercicio 1. Definir el tipo Lista con elementos de
-- tipo a con los constructores NIl (para la lista

-- vacia y Cons (para afiadir un elemento al principio
-- de una lista).

inductive Lista (a : Type*)
| Nil : Lista
| Cons : a — Lista — Lista

-- #print prefix Lista

-- Ejercicio 3. Definir la funcidn

- - repr : Lista a — string

-- tal que (repr xs) es la cadena que representa a la
-- lista xs. Por ejemplo,

- - repr (Cons 3 (Cons 7 (Cons 5 Nil)))

-- Da: "(Cons 3 (Cons 7 (Cons 5 Nil)))”

def repr [has repr a] : Lista o — string
[ Nil i= "Nil”
| (Cons x xs) := "(Cons

n

++ has _repr.repr x ++ ” " ++ repr xs ++ ")”
-- #eval repr (Cons 3 (Cons 7 (Cons 5 Nil)))
-- Da: ”(Cons 3 (Cons 7 (Cons 5 Nil)))”

-- Ejercicio 4. Declarar repr la funcién para
-- representar listas. Por ejemplo,
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- - #eval Cons 3 (Cons 7 (Cons 5 Nil))
- - Da: (Cons 3 (Cons 7 (Cons 5 Nil)))

instance [has repr a] : has repr (Lista «) := (repr)

-- #eval Cons 3 (Cons 7 (Cons 5 Nil))
-- Da: (Cons 3 (Cons 7 (Cons 5 Nil)))

-- Ejercicio 5. Declarar x como variable sobre
-- elementos de tipo o« y xs e ys como variables sobre
-- listas de elementos de tipo «

variable (x : «)
variables (xs ys : Lista «a)

-- Ejercicio 6. Definir la funcidn

-- longitud : Lista a« — N

-- tal que (longitud xs) es la longitud de la lista
-- Xs. Por ejemplo,

-- longitud (Cons 2 (Cons 3 (Cons 5 Nil))) = 3

def longitud : Lista a« — N
| Nil =0
| (Cons xs) 1 + longitud xs

-- #eval longitud (Cons 2 (Cons 3 (Cons 5 Nil))) -- = 3

-- Ejercicio 7. Demostrar los siguientes lemas
-- + longitud nil :

-- longitud (Nil : Lista «) = 0

-- + longitud cons :

-- longitud (Cons x xs) = 1 + longitud xs

@[simp]
lemma longitud nil :

longitud (Nil : Lista «) = 0 :=
rfl
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@[simp]
lemma longitud cons :

longitud (Cons x xs) = 1 + longitud xs :=
rfl

-- Ejercicio 8. Definir la funcidn

-- conc : Lista a« — Lista a« — Lista «

-- tal que (conc xs ys) es la concatenacién de las

-- listas xs e ys. Por ejemplo,

-- conc (Cons 2 (Cons 3 Nil)) (Cons 7 (Cons 1 Nil))
-- Da: (Cons 2 (Cons 3 (Cons 7 (Cons 1 Nil))))

def conc : Lista a@ — Lista a — Lista «
[ Nil ys = YyS
| (Cons x xs) ys := Cons x (conc xs ys)

-- #eval conc (Cons 2 (Cons 3 Nil)) (Cons 7 (Cons 1 Nil))
-- Da: (Cons 2 (Cons 3 (Cons 7 (Cons 1 Nil))))

-- Ejercicio 9. Demostrar los siguientes lemas

-- + conc nil :

-- conc Nil ys = ys

-- + conc _cons :

-- conc (Cons x xs) ys = Cons x (conc xs ys)

@[simp]

lemma conc nil :
conc Nil ys = ys :=

rfl

@[simp]
lemma conc_cons :

conc (Cons x xs) ys = Cons x (conc xs ys) :=
rfl

-- Ejercicio 11. Demostrar que
-- longitud (conc xs ys) = longitud xs + longitud ys

-- Para que no use la notacidén con puntos
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set_option pp.structure projections false

-- 12 demostracion
example :

longitud (conc xs ys) = longitud xs + longitud ys :

begin
induction xs with a as HI,
{ rw conc_nil,
rw longitud nil,
rw nat.zero add, },
{ rw conc_cons,
rw longitud cons,
rw HI,
rw longitud cons,
rw add assoc, },
end

-- 22 demostracion
example :

longitud (conc xs ys) = longitud xs + longitud ys :

begin
induction xs with a as HI,
{ simp, 1},
{ simp [HI, add assocl, 1},
end

-- 32 demostracion
example :

longitud (conc xs ys) = longitud xs + longitud ys :

begin
induction xs with a as HI,
{ simp, },
{ finish [HI],},

end

-- 42 demostracion
example :

longitud (conc xs ys) = longitud xs + longitud ys :

by induction xs ; finish [*]

-- 52 demostracidn
example :

longitud (conc xs ys) = longitud xs + longitud ys :

begin
induction xs with a as HI,
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{ calc longitud (conc Nil ys)

= longitud ys : by rw conc nil
= 0 + longitud ys : by rw zero_add
... = longitud Nil + longitud ys : by rw longitud nil },
{ calc longitud (conc (Cons a as) ys)

= longitud (Cons a (conc as ys)) : by rw conc_cons

= 1 + longitud (conc as ys) : by rw longitud cons
= 1 + (longitud as + longitud ys) : by rw HI

= (1 + longitud as) + longitud ys : by rw add_assoc

longitud (Cons a as) + longitud ys : by rw longitud cons, },
end

-- 62 demostracién
example :
longitud (conc xs ys) = longitud xs + longitud ys :=
Lista.rec_on xs
( show longitud (conc Nil ys) = longitud Nil + longitud ys, from
calc longitud (conc Nil ys)

= longitud ys : by rw conc _nil
= 0 + longitud ys : by exact (zero add (longitud ys)).symm
= longitud Nil + longitud ys : by rw longitud nil )

( assume a as,
assume HI : longitud (conc as ys) = longitud as + longitud ys,
show longitud (conc (Cons a as) ys) = longitud (Cons a as) + longitud ys, from
calc longitud (conc (Cons a as) ys)

= longitud (Cons a (conc as ys)) : by rw conc_cons

= 1 + longitud (conc as ys) : by rw longitud cons
= 1 + (longitud as + longitud ys) : by rw HI

= (1 + longitud as) + longitud ys : by rw add assoc

longitud (Cons a as) + longitud ys : by rw longitud cons)

-- 72 demostracioén
example :

longitud (conc xs ys) = longitud xs + longitud ys :=
Lista.rec on xs

( by simp)

(A a as HI, by simp [HI, add assoc])

-- 82 demostracién
lemma longitud conc 1 :
V xs, longitud (conc xs ys) = longitud xs + longitud ys
| Nil := by calc
longitud (conc Nil ys)
longitud ys : by rw conc nil
0 + longitud ys : by rw zero_add



332 Capitulo 9. Tipos inductivos

. = longitud Nil + longitud ys : by rw longitud nil
| (Cons a as) := by calc
longitud (conc (Cons a as) ys)
= longitud (Cons a (conc as ys)) : by rw conc_cons
= 1 + longitud (conc as ys) : by rw longitud cons
= 1 + (longitud as + longitud ys) : by rw longitud conc 1
= (1 + longitud as ) + longitud ys : by rw add _assoc

longitud (Cons a as) + longitud ys : by rw longitud cons
-- 92 demostracion
lemma longitud conc 2 :
V xs, longitud (conc xs ys) = longitud xs + longitud ys
[ Nil := by simp
| (Cons a as) := by simp [longitud conc 2 as, add assoc]

end Lista

9.6. Tipo inductivo: Arboles binarios

9.6.1. Razonamiento sobre arboles binarios: La funcion
espejo es involutiva

Enlaces al cédigo, a la sesion en Lean Web y al video.

-- Razonamiento sobre arboles binarios: La funcidn espejo es involutiva

import tactic

variable {« : Type}

-- Ejercicio 1. Definir un tipo de dato para los
-- drboles binarios, con los constructores hoja y nodo.

inductive arbol (« : Type) : Type
| hoja : a — arbol


./src/8_Inductivos/Pruebas_de_que_la_funcion_espejo_de_los_arboles_binarios_es_involutiva.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/8_Inductivos/Pruebas_de_que_la_funcion_espejo_de_los_arboles_binarios_es_involutiva.lean
https://youtu.be/-jZeVA2BAZo

9.6. Tipo inductivo: Arboles binarios 333

| nodo : « — arbol — arbol — arbol

namespace arbol

-- #print prefix arbol

def ejArbol : arbol N :=
nodo 3 (nodo 2 (hoja 1) (hoja 5)) (hoja 4)

-- Ejercicio 3. Definir la funcidn

- - repr : arbol a — string

-- tal que (repr a) es la cadena que representa al
-- drbol a. Por ejemplo,

- - #eval repr ejArbol

-- Da: "N 3 (N2 (H 1) (H5)) (H 4)”

def repr [has repr a] : arbol a — string
| (hoja x) := "H " ++ has_repr.repr x
| (nodo x 1 d) := "N ” ++ has_repr.repr Xx ++

n

(" ++ repr i ++ ") (" ++ repr d ++ ")"

-- #eval repr ejArbol

-- Ejercicio 4. Declarar repr la funcién para
-- representar los arboles. Por ejemplo,

-- #eval ejArbol

-- --Da: N3 (N2 (H1) (H5)) (H 4)

instance [has repr a] : has repr (arbol «) := (repr)
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-- #eval ejArbol
-- --Da: N3 (N2 (H1) (H5)) (H 4)

-- Ejercicio 5. Definir la funcién

-- espejo : arbol o — arbol «

-- tal que (espejo a) es la imagen especular de a. Por ejmplo,
-- #eval espejo ejArbol

-- --Da: N3 (H4) (N2 (H5) (H1))

def espejo : arbol a — arbol «
| (hoja x) := hoja x
| (nodo x i d) nodo x (espejo d) (espejo i)

-- #eval espejo ejArbol
-~ --Da: N3 (H4) (N2 (H5) (H1))

-- Ejercicio 6. Declarar las siguientes variables:
-- +a 1 d como variables sobre arboles de tipo «.
-- + x como variable sobre elementos de tipo «.

variables (a i d : arbol «)
variable (x : «a)

-- Ejercicio 7. Demostrar los siguientes lemas

-- + espejo 1 :

-- espejo (hoja x) = hoja x

-- + espejo 2 :

-- espejo (nodo x i d) = nodo x (espejo d) (espejo 1)

@[simp]
lemma espejo 1 :

espejo (hoja x) = hoja x :
espejo.equations. eqn 1 X

@[simp]
lemma espejo 2 :

espejo (nodo x i d) = nodo x (espejo d) (espejo i) :=
espejo.equations. eqn 2 x i d
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-- Ejercicio 8. Demostrar que
-- espejo (espejo a) = a

-- 12 demostracidn
example :
espejo (espejo a) = a :=
begin
induction a with x x i d Hi Hd,
{ rw espejo 1,
rw espejo 1, },
{ rw espejo 2,
rw espejo 2,
rw Hi,
rw Hd, },
end

-- 22 demostracion
example :
espejo (espejo a) = a :=
begin
induction a with x x i d Hi Hd,
{ calc espejo (espejo (hoja x))
= espejo (hoja x)

: by exact congr _arg espejo (espejo 1 x)

. = hoja x
: by rw espejo 1, 1},
{ calc espejo (espejo (nodo x i d))
= espejo (nodo x (espejo d)

(espejo 1))

:by exact congr_arg espejo (espejo 2 i d x)

nodo x (espejo (espejo i))
:by rw espejo 2

:by rw Hi
nodo x i d
:by rw Hd, 7},

end

-- 32 demostracion
example :
espejo (espejo a) = a :=
begin
induction a with x i d Hi Hd,

(espejo (espejo d))

nodo x i (espejo (espejo d))
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{ simp, },

{ simp [Hi, Hd], 1},
end

-- 42 demostracién
example :

espejo (espejo a) = a :=
by induction a ; simp [*]

-- 52 demostracion
example :
espejo (espejo a) = a :=
arbol.rec on a
( assume Xx,
calc espejo (espejo (hoja x))
espejo (hoja x)

: by exact congr_arg espejo (espejo 1 x)

hoja x
: by rw espejo 1 )

( assume x i d,
assume Hi : espejo (espejo i)
assume Hd : espejo (espejo d) = d,
calc espejo (espejo (nodo x i d))

1l
-

= espejo (nodo x (espejo d) (espejo 1))

:by exact congr_arg espejo (espejo 2 i d x)

:by rw espejo 2

nodo x i (espejo (espejo d))
:by rw Hi

nodo x i d
:by rw Hd )

-- 62 demostracion
example :

espejo (espejo a) = a :=
arbol.rec on a

(A x, by simp )

(A x 1 d Hi Hd, by simp [Hi,Hd])

-- 72 demostracién
lemma espejo_espejo :

YV a : arbol «, espejo (espejo a) = a
| (hoja x) := by simp

nodo x (espejo (espejo i)) (espejo (espejo d))

| (nodo x i d) := by simp [espejo espejo i, espejo _espejo d]
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end arbol

9.6.2. Razonamiento sobre arboles binarios: Aplanamien-
to e imagen especular

Enlaces al cédigo, a la sesién en Lean Web y al video.

-- Razonamiento sobre arboles binarios: Aplanamiento e imagen especular

import tactic
open list

variable {« : Type}

-- Nota. Se usaran las definiciones de 4rboles e
-- 1Imagen especular estudiadas anteriormente.

inductive arbol (a : Type) : Type
| hoja : a — arbol
| nodo : @« — arbol — arbol — arbol

namespace arbol

def ejArbol : arbol N :=
nodo 3 (nodo 2 (hoja 1) (hoja 5)) (hoja 4)

def repr [has repr a] : arbol o — string

| (hoja x) := "H ” ++ has_repr.repr X
| (nodo x i d) := "N " ++ has_repr.repr x ++ ” (” ++ repr 1 ++ ") (” ++ repr d ++ ")”
instance [has repr al : has repr (arbol «) := (repr)

def espejo : arbol o« — arbol «
| (hoja x) := hoja x
| (nodo x i d) := nodo x (espejo d) (espejo i)

variables (a i d : arbol «)


./src/8_Inductivos/Razonamiento_sobre_arboles_binarios_Aplanamiento_e_imagen_especular.lean
https://www.cs.us.es/~jalonso/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/Logica_con_Lean/master/src/8_Inductivos/Razonamiento_sobre_arboles_binarios_Aplanamiento_e_imagen_especular.lean
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variable (x : «)

@[simp]
lemma espejo 1 :

espejo (hoja x) = hoja x :=
espejo.equations. eqn 1 Xx

@[simp]
lemma espejo 2 :

espejo (nodo x i d) = nodo x (espejo d) (espejo i)
espejo.equations. eqn 2 x i d

-- Ejercicio 1. Definir la funcién

-- aplana : arbol a — list «

-- tal que (aplana a) es la lista obtenida aplanando
-- el arbole a recorriéndolo en orden infijo. Por

-- ejemplo,

- - #eval aplana ejArbol

-- -- Da: [1, 2, 5, 3, 4]

def aplana : arbol a — list «
| (hoja x) i= [x]
| (nodo x i d) := (aplana i) ++ [x] ++ (aplana d)

-- #eval aplana ejArbol
-- --Da: [1, 2, 5, 3, 4]

-- Ejercicio 7. Demostrar los siguientes lemas

-- + aplana 1 :

-- aplana (hoja x) = [x]

-- + aplana 2 :

-- aplana (nodo x i d) = (aplana i) ++ [x] ++ (aplana d)

@[simp]
lemma aplana 1 :

aplana (hoja x) = [x] :=
aplana.equations. eqn 1 Xx

@[simp]
lemma aplana 2 :
aplana (nodo x i d) = (aplana i) ++ [x] ++ (aplana d) :=
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aplana.equations. eqn 2 x i d

-- Ejercicio 3. Demostrar que
-- aplana (espejo a) = rev

-- 12 demostracion
example :
aplana (espejo a) = reverse
begin
induction a with x x i d Hi
{ rw espejo 1,
rw aplana 1,
rw reverse singleton, 1},
{ rw espejo 2,
rw aplana 2,
rw [Hi, Hd],
rw aplana 2,
rw reverse append,
rw reverse append,
rw reverse singleton,
rw append assoc, },
end

-- 22 demostracidn
example :

aplana (espejo a) = reverse
begin

(aplana a)

Hd,

(aplana a)

induction a with x x i d Hi Hd,
{ calc aplana (espejo (hoja x))

= aplana (hoja x)

:by simp only [espejo 1]

[x]
:by rw aplana 1
reverse [x]

:by rw reverse singleton

reverse (aplana (hoja x))
:by simp only [aplana 1], 1},

{ calc aplana (espejo (nodo x i d))

= aplana (nodo x (espejo d)

:by simp only [espejo 2]

:by rw aplana 2

aplana (espejo d) ++ [x] ++ aplana (espejo i)

reverse (aplana d) ++ [x] ++ reverse (aplana i)

(espejo 1))
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:by rw [Hi, Hd]
. = reverse (aplana
:by simp only
. = reverse ([x] ++
:by simp only
. = reverse (aplana
:by simp only
. = reverse (aplana
:by simp only
. = reverse (aplana
:by simp only
end

-- 32 demostracion

example :
aplana (espejo a) = reverse
begin
induction a with x x i d Hi
{ simp, },
{ simp [Hi, Hd], },
end
-- 42 demostracién
example :
aplana (espejo a) = reverse

by induction a ; simp [*]

-- 52 demostracioén
example :

aplana (espejo a) =
arbol.rec on a

( assume X,

reverse

d) ++ reverse [x] ++ reverse (aplana i)
[reverse singleton]

aplana d) ++ reverse (aplana i)
[reverse append]

i ++ ([x] ++ aplana d))

[reverse append]

i ++ [x] ++ aplana d)

[append assoc]

(nodo x i d))

[aplana_2], 1},

(aplana a) :=

Hd,

(aplana a)

(aplana a)

calc aplana (espejo (hoja x))

aplana (hoja x)

:by simp only [espejo 1]

. = [x]
:by rw aplana 1
reverse [x]

:by rw reverse singleton

reverse (aplana (hoja x))

:by simp only [aplana 1])

( assume x i d,
assume Hi : aplana (espejo i)
assume Hd : aplana (espejo d) =

reverse (aplana i),
reverse (aplana d),

calc aplana (espejo (nodo x i d))
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aplana (nodo x (espejo d) (espejo i))
:by simp only [espejo 2]

. = aplana (espejo d) ++ [x] ++ aplana (espejo i)
:by rw aplana 2

. = reverse (aplana d) ++ [x] ++ reverse (aplana i)
:by rw [Hi, Hd]

. = reverse (aplana d) ++ reverse [x] ++ reverse (aplana i)
:by simp only [reverse singleton]

. = reverse ([x] ++ aplana d) ++ reverse (aplana i)
:by simp only [reverse append]

. = reverse (aplana i ++ ([x] ++ aplana d))
:by simp only [reverse append]

. = reverse (aplana i ++ [x] ++ aplana d)
:by simp only [append assoc]

. = reverse (aplana (nodo x i d))

:by simp only [aplana 2])

-- 62 demostracién
example :

aplana (espejo a) = reverse (aplana a) :=
arbol.rec on a

(A x, by simp)

(A x i d Hi Hd, by simp [Hi, Hd])

-- 72 demostracién
lemma aplana espejo :
vV a : arbol «, aplana (espejo a) = reverse (aplana a)
| (hoja x) by simp
| (nodo x i d) by simp [aplana_espejo i,
aplana_espejo d]

end arbol



