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TARTALOM

Algebrai struktirak



ALGEBRAI STRUKTURAK



N-VALTOZOS MUVELET

Definicio.
Legyen H egy halmaz. Egy
p:H'" > H

figgvényt n-valtozés miveletnek neveziink. Egy halmazt és rajta véges sok miveletet
egyltt algebrai struktiranak mondunk. Jelolés:

(H, @1, @),

ahol H ahalmazés ¢, ..., ¢, a H halmazon értelmezett m(iveletek.



FELCSOPORT

Definicio.
Egy (S, #) algebrai struktirat félcsoportnak mondjuk, ha * egy kétvaltozds asszociativ
m(ivelete az S halmaznak, azaz minden a, b, ¢ € S mellett

as(bxc)=(ax*b)=*c.
Leforditva ez azt jelenti, hogy

1. mindena,b € Smellettaxb € S, és

2. mindena,b,c € Seseténa* (b+c)=(a=*b)*c



Definicio. (neutralis elem)

Az (S, *) félcsoportban az s € S elem balrél (jobbrol) neutrdlis,has =t =t (t *s = t)
mindent € S mellett. Ha s € S balrélis és jobbrol is neutralis, akkor s-et egy neutralis
elemnek mondjuk. A félcsoportot neutralis elemes félcsoportnak nevezziik, ha van
benne neutralis elem.

Allitas.

Ha egy félcsoportban, van egy balrdl neutrdlis elem és egy jobbrél neutrdlis elem, akkor
ezek megegyeznek. Emiatt egy neutrdlis elemes félcsoportban neutrélis elem csak egy
van.

A félcsoport additiv irdsmodja esetén természetes a neutrdlis elemet zérusnak, mig
multiplikativ irdsmdéd esetén egységnek nevezni.



CSOPORT

Definicio.

Egy (S, *) egységelemes félcsoportnak rogzitsiik egy s € S elemét. Azt mondjuk, hogy
azselemnekazs’ € Selemabal (jobb)inverze,has’ *s = e (s *s” = e) teljesiil, ahol
e € S afélcsoport neutrdlis eleme. Ha s’ bal és jobb inverze is s-nek, akkor azt mondjuk,
hogy s’ az s inverze.

Egy algebrai struktirat csoportnak neveziink, ha

1. olyan neutrdlis elemes félcsoport,

2. amelyben minden elemnek van inverze.



Formalisabban: hae € G jeloli a G félcsoport neutralis elemét, akkor azt koveteljik
meg Ujabb axiémaként, hogy miden ¢ € G-hez létezzen ¢’ € G, amelyre

grg'=e=g'*g.

Ha ez fennall, akkor a (G, *) egységelemes félcsoportot csoportnak mondjuk.



AZ INVERZ EGYERTELMUSEGE

Allitas.

Egy neutrdlis elemes félcsoportban, ha egy elemnek van egy bal és egy jobb inverze,
akkor ezek megegyeznek.

Emiatt egy csoportban minden elemnek csak egy inverze van.



Példaként gondoljuk meg, hogy az 6sszes H — H fliggvények halmaza a kompozicié
muvelettel neutrdlis elemes félcsoportot, és az 6sszes H — H kdlcsénosen egyértelmd
fliggvények halmaza a kompozicié mUvelettel csoportot alkotnak. Ez utébbi csoportot
mondjuk permutacié csoportnak.

Allitas. (egyszerfisitési szabaly)

Csoportban igaz az egyszerdsitési szabdly, azaz
asc=b+c = a=0.

Definicio. (Abel-csoport)
Egy (G, *) csoportot Abel-csoportnak neveziink, ha a mivelete kommutativ is, azaz
mindens,t € G melletts =t =t * s.



GYURU

Definicio.

A kétml(veletes (R, +, -) algebrai struktarat gylirlinek nevezziik, ha
1. (R, +) Abel-csoport;
2. (R, ) félcsoport;

3. és a két miveletet 6sszekoti a kdvetkezo két disztributivitas:
a-(b+c)=a-b+a-c (a+b)-c=a-c+b-c.

Ha (R, -) neutralis elemes félcsoport, akkor azt mondjuk, hogy R egy egységelemes
gylrd, és ha (R, -) kommutativ félcsoport, akkor azt mondjuk, hogy R egy kommutativ
gyurd.
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TEST

Definicio.

Egy (IF, +, -) kétm(veletes algebrai struktdrat testnek neveziink, ha
1. olyan kommutativ, egységelemes gyir(;
2. amelyben minden nemzérus elemnek van inverze;
3. 6s0 = 1.

A test az algebrai struktura, ahol a az 6sszeadds és szorzas muveletekkel Ggy
szdmolhatunk, mint amit a valés szdmok sordn megszoktuk.
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Példaként két tulajdonsag.
Allitas.
Az (R, +, -) gytiriiben minden a € R mellett

a-0=0és (-1)-a =—-a.

Ami nagyon fontos, hogy egy gyliriben nem feltétlen teljesiil, hogy elemek szorzata
csak Ggy lehet zérus, ha legaldbb az egyik elem zérus. Szdmunkra a legfontosabb példa
a matrixok gy(r(je, ahol pont ennek a hidnya jelenti nehézséget.
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NULLOSZTOMENTESSEG

Definicio. (nullosztomentes gytru)
Egy gy(r(t nullosztomentesnek nevezziik, ha két elem szorzata csak tgy lehet nulla, ha
legalabb az egyik elem nulla.

Allitas.
Nullosztémentes gydiriiben nem zérus elemmel valé szorzatot egyszerdsiteni lehet azaz,
haa,b,c € R,b # 0 esetén

ab=cb = a=c.
Allitas.
Egy test egyben nullosztémentes gy(ird, azaz ha IF egy test, és a, b € IF. Akkor

ab=0 = a=0vagyb = 0.
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IDFAL

Definicio. (ideal)
Egy (R, +, -) kommutativ gyirli egy ] C R nem (res részhalmazat idedlnak nevezziik,
ha
1. mindena, b € | melletta + b € J;
2. mindenc € R ésmindena € | mellettca € J.
Haegy d € R adott, akkor a
{da :a € R}

halmaz egy ideélja R-nek. Ez a d elem tobbszoroseibél allé idedl, amelyet féidealnak is
nevezilink. Ha egy gy(irliben minden idedl egy f6ideal, akkor a gy(ir(t féideal-gylrinek
mondjuk.

Vilagos, hogy {0} és maga az egész R idealok.
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GENERALT IDEAL

Definicié-Allitas.
Legyen adott a kommutativ, egységelemes (R, +, -) gy(ir(iben véges sok a,, ... , a,
elem. Az e véges sok elemet tartalmazé idedlok kozos része maga is idedl, és e metszet

az eredeti véges halmazt tartalmazé legsziikebb ideal. Jeloljik ezt | (a,, a,, ..., a,)
modon.
Tekintsiik a {Z]r.zl ajb; 1 by,...,b € R} halmazt. Vilagos, hogy ez egy ideédl az R

gylr(iben. Masrészt minden az {a,, ..., a,} elemeket tartalmazé ideal, egyben
tartalmazza a {Z]r.zl ab; by, ..., b, € R} halmazt is, ami azt jelenti, hogy

J(ay,...,a,) = {Zajbj :by,..., b, € R}

=1

aza,,...,a, elemeket tartalmazoé legszlikebb idedl. Nevezziik ezt azidedltaza,, ..., a,

elemek generalta idedlnak is. =



A legfontosabb struktirdk szamunkra a kovetkezdk:

+ Egységelemes gy(irli, amelyben a nullosztémentesség nem teljesiil: matrixok.

« Kommutativ egységelemes gy(r(i, amely nullosztémentes de mégsem test:
polinomok.

« Test: avalos vagy a komplex szamok.
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