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TARTALOM

Polinomgyr(ik

Polinomok oszthatdsaga és a maradékos osztas



POLINOMGYURUK



Definicio. (polinom)

Legyen [F egy test. E test feletti polinomokon az 6sszes
p(t) = ap + oyt + ayt® + - + a,t"

alaku formalis algebrai kifejezést értjik. Itt n tetsz6leges nem negativ egész és
ay, ..., tetszbleges, az [F testbeli elemek. Az [F test feletti 6sszes polinomok
halmazat IF [¢] mddon jeloljik.

Afenti definicidban az algebrai kifejezés szé arra utal, hogy az

ap + ayt + ayt’ + -+ + a,t" mlveletek minden t € IF mellett értelmesek, és
eredményiik egy Gjabb [F testbeli elem. Ha t € [F konkrétan meg van adva, akkor a
behelyettesités utan kapott elemet mondjuk a p polinom helyettesitési értékének.



Aformalis algebrai kifejezés arra utal, hogy egy polinomot az egyutthatéi hatarozzak
meg, azaz két polinom akkor és csak akkor azonos, ha az megfelel6 egyiitthatéi
azonosak. Ez szemben all avval, hogy ha a polinomokra mint fliggvényekre tekintenénk,
akkor a helyettesitési értékek egyenlésége jelentené a két polinom azonos voltat. A
formalis sz6 tehat azt jelenti, hogy nem mint fliggvényre gondolunk, hanem egyszeriien
azadott ay, ..., a, rogzitett elemek - ezeket mondjuk egyiitthatéknak -, altal elSirt
mveletekre. Az az elSirds ugyanis, hogy tetszbleges t € [F mellett hajtsuk végre az

Qo+ ayt + apt? + - + a,t"

muveletsort. A mUveletsorr6l és nem annak eredményérél van szé.

Két mUveletsor akkor azonos, ha ugyanazok a m(iveletsort meghatarozé
(g, ay, ..., @) egylitthatok.



Ajelolések megértése is fontos. p (t) € F [f] semmi mast nem jelent, minthogy p ()
egy polinom. Persze a polinom nem keverendd 6ssze a helyettesitési értékével, hiszen
az egyik egy algebrai kifejezés-egyiittes, a masik egy az adott testbeli elem. Szokasos
viszont, hogy ha nincs konkrét t a szvegkdrnyezetben, akkor is p (t) jel6li a polinomot.
Néha egyszeriibben csak p-vel jel6ljik, f6leg akkor ha nincs sz6 behelyettesitésrol,
emiatt érdektelen a valtozd jele. Ritkdbban, de eléfordul, hogy egy konkrét értékre,
mondjuk s € [F-re kell kiértékelniink a polinomot ilyenkor p (s) jeldli azt a testbeli
elemet, amelyet t helyett s-et téve az el6irt mUveletek kiértékelése utan kapunk. A
szovegkornyezetben mindig vildgosnak kell lennie, hogy p (¢) a polinomot jelenti, vagy
egy konkrét t-re kiértékelt testbeli elemet.



POLINOM FOKSZAMA

Definicio.

Legyen p (t) € IF[t] egy polinom. Azt mondjuk, hogy az n nem negativ egész szam e
polinom fokszama, ha n a legnagyobb nemzérus egylitthaté indexe. A legnagyobb
nemzérus egylitthatét foegyiitthatonak nevezziik. Azt mondjuk, hogy egy nemzérus
polinom normalt, ha 1 a féegyiitthatoja.

Ap (t) = 0 konstans zérus polinom foka megallapodas szerint legyen —co. A p polinom
fokszdmat deg p médon jeloljiik.

Latni fogjuk, hogy a konstans zérus polinomra deg p = —oco csak egy kényelmes jel6lés.
Idénként a polinom fokszamaval mlveleteket is végziink. Megegyezés szerint ilyenkor
—00 + a = —oo minden a nem negativ egész szdmra, és (—o0) + (—00) = —00. A —00
szimbélumot minden egész szamnal hatarozottan kisebbnek gondoljuk.



POLINOMOK MUVELETEI

Két polinom 0sszegét és szorzatat a szokdsos médon definialjuk:
Definicio.
Legyen p, g € [F[t], két polinom.

p(f)—Z] ooyl ésq(t) = YL, B!, itta;, f e E,O<nmeZ
Ekkor a p és g 6sszegének és szorzatanak def|n|C|0Ja.

max {m,n} n+m J
(p+q)(t) = (a; + B;)t; (pq) (t) = cht], aholc; = Zak/p’j_k
=0 =0 k=0

Mind az 0sszeadds, mind a szorzés definiciéjaban gy kell a formulat érteni, hogy
amikor a hivatkozott egyiitthatok nem léteznek, akkor értékiik legyen zérus. Példaul a
szorzat legmagasabb index( egyiitthatdjara c, ., = «,f,,, hiszen az ay, f,,,,,_x sSzamok
csak egyetlen k mellett értelmezettek kozésen, mikor k = n.



Ha mar kovetjiik a konvenciot, amely szerint a nem definialt egyutthatékat zérusnak
tekintjuk, akkor persze

(p+4)( i (a; +B;)t és (pq) (1) = i Xakﬁj—k t!

j=0 j=0 \ k=0
is irhato.

Itt a fenti 6sszegek nem végtelen 6sszegek, hiszen a két polinom egyiitthatéi csak véges
sok esetben kiilénboznek zérustél. Igy ebben az esetben a formalisan végtelen 6sszeg
definicidja egyszerlien a véges sok nem zérus elem 0sszege.



Fontos azt érteniink, hogy a p és a g polinom 0sszegét és szorzatat Ugy definialtuk, hogy
minden s € [Felemrea

(p+9)(s) =p(s)+g(s) valaminta (p-q)(s) = p(s) - q(s)

kiértékelések fennalljanak.



Allitas.

Legyenek p, q € TE[t] polinomok az IF test felett. Ekkor
1. deg(pg) = degp + degg;
2. deg(p + q) < max {deg p, deg g}.

A kovetkezd allitas igazolasa hazi feladat. Aprolékosan igazoljuk a test axiémak
gyakorlasaként. Vigyazat: a szorzas asszociativitdsa nem is olyan egyszerd.
Allitas.

Egy [F test feletti IF [t ] formdlis polinomok a fent bevezetett 6sszeadds és szorzds
miiveletekkel, nullosztémentes, kommutativ, eqgységelemes gydir(it alkotnak.
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POLINOMOK OSZTHATOSAGA ES A
MARADEKOS OSZTAS




OSZTHATOSAG

Definicio.
Azt mondjuk, hogy a p € [F[t] osztéjaaz f € IF[t] nem zérus polinomnak, ha létezik

h € IF[t], hogy f (t) = p (t) h (t). llyenkor f-eta p egy tobbszordsének is mondjuk.
Jelolés: p|f.

Vilagos, hogy egy p polinom 6sszes tobbszordsei - tehat azok, amelyeknek p osztéja -
idedlt alkotnak. Ez a p generdlta legsziikebb idedl, azaza J(p) = {fp : f € [F[t]}

féideal. Ha g € J (p), akkor ] (q) € ] (p), azaz ha g egy tobbszorése p-nek, akkor g
minden tobbszordse p-nek is tdbbszérose.
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Ha p, g nem zérus polinomok, amelyekre p|g és g|p akkor a két polinom csak konstans
szorzoban kiilonbozik egymastol.

Ha példaul a két polinom még normalt is, akkor p|g és q|p csak p = g esetben
lehetséges.

A polinomgytir(i ideéljaira fokuszalva, azt gondoltuk éppen meg, hogy | (p) =/ (g)
normalt p, g polinomokra csak Ugy teljesiilhet, ha p = ¢, azaz a polinomok gytirijében
minden féidealnak csak egy generald eleme van a normalt polinomok korében.
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A kovetkezd allitas szerint a polinomok kozt is miikodik a maradékos osztds, ahogyan
azt az egész szamok kozt megszoktuk.

Allitas. (maradékos osztas)

Legyenek p, q € F [t] polinomok, q # O. Ekkor létezik egyetlen h,r € IF [t] polinom,
amelyre

p=hg+r;, degr <deggq.
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Allitas. (a polinomgyfirt egy féideal-gyftiri)

A polinomok IF [t ] kommutativ, egységelemes, nullosztémentes gydirijében minden a
{0}-tdl kiilénbbz6 idedlt generdl az idedlban [évd egyetlen normdlt minimdlis fokszdmd
polinom. Igy IF [t] egy fidedl-gydird.

Erdemes eltenni magunknak, hogy az ideal generalé eleme, tehét az idealbeli elemek

kozos osztdja éppen az ideadl minimalis fokszamu nem zérus polinomja. Ilyenbdl a
normalt polinomok koziil csak egy van.
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