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TARTALOM

Polinomok gyokeirdl
Polinomok legnagyobb kdz0s osztdja és legkisebb kdzos tobbszordse

Az Euklideszi-algoritmus



POLINOMOK GYOKEIROL



A maradékos osztas mddszerének masik fontos kovetkezménye a polinomok

/////

mindig kiemelhetd, emiatt egy akarmilyen test feletti 72-ed foku polinom gyokeinek
szdma n-nél nagyobb nem lehet.

Allitas.
Legyen p € F [t] egy legaldbb elsé fokd polinom, és t, annak egy gyoke, azaz p (t,) = 0.
Ekkor létezik h € TF [t] polinom, amelyre

degh =degp—1 és p(t)=(t—ty) h(t).



Definicio. (gyok multiplicitisa)
Legyen t, gySke a p () polinomnak. Azt mondjuk, hogy a k pozitiv egész e t, gyok
multiplicitasa, havan olyan  (t) polinom, hogy

p(t) = (t—to) h(t), def (to) 0.

Néha azt is mondjuk, hogy f, egy k-szoros gyoke p-nek.

Vildgos, hogy a gyoktényez6 kiemelhetdsége miatt egy nem zérus polinom minden
gyokének van multiplicitasa, és az legaldbb 1.

Allitas.

Legyen(ek) a p € IF [t] nem zérus polinom kiilonb6z6 gyokeit,, ..., ty, és ezen gyokok
multiplicitdsai rendre my, ... , my. Ekkor

my + ... + my < degp.



A fenti gondolat szerint, ha egy legfeljebb 7-ed fokl polinomnak n + 1 kiilonb6z6 gyoke
van, akkor csak Ugy lehetséges, ha a polinom minden egyiitthatéja nulla. Ezt Ggy is
szoktuk fogalmazni, hogy egy legfeljebb r-ed foku polinomot 1 + 1 helyettesitési
értéke mar egyértelmilien meghatarozza:

Allitas.
Tegyiik fel, hogy a p, q € IF [t] polinomok legfeljebb n-ed fokiiak, ahol n egy nemnegativ
egész, és tegylik fel, hogy létezik n + 1 kiil6nb6zét, t,, ..., t, pont a testben, amelyekre

p(t;) = q(t;) minden j = 0, ..., n. Ekkor p (t) = q (t), azaz p és q egyiitthatdi
azonosak.



A maradékos osztas tételének szép kdvetkezménye tehat, hogy ha [F egy nem véges
test,ésap, g € [F[t] polinomok, akkor p-nek és g-nak pontosan akkor azonosak az
egyltthatéi, ha p () = g (¢) fennallminden ¢ € IF mellett.

Itt fontos, hogy IF nem véges test, hiszen példaul ha [F = {0, 1} a két elem(i test, akkor a
p(t) = t> + t polinomra minden t € {0, 1} mellett p (f) = 0, de a polinom egyiitthatéi
rendre a {0, 1, 1} szdmok a testbdl, tehat ez nem a Gsszeadasra nézve neutrélis eleme
az IF [t] polinomgy(ir(inek.



POLINOMOK LEGNAGYOBB KOZOS
0SZTOJA ES LEGKISEBB KOZOS
TOBBSZOROSE




Definicio.
Legyenek most py, ..., px polinomok.
1. Ad polinom alegnagyobb kéz6s osztdja az adott polinomoknak, ha
1.1 d|p]- mindenj =1,..., k-ra,
12 had;|p;mindenj = 1,..., k mellett akkor d, |d is fennall,
1.3 d normalt.
Apy, ..., prpolinomokat relativ primeknek nevezziik, ha kozos osztéjuk csak a
konstans polinomok, azaza d (t) = 1 a legnagyobb k6zos oszté.
2. Ad polinom a legkisebb kozos tobbszorose az adott polinomoknak, ha
2.1 pjld mindenj =1,..., k-ra,
2.2 hap;|d,; mindenj = 1,..., k mellett akkor d|d, is fennall.
2.3 d normalt.

Persze az els6 kérdés, hogy van-e a polinomoknak legnagyobb kozds osztbja vagy
legkisebb kdzos tobbszordse, és hany ilyen van?



Allitas.

Barmely py, ...
tobbszorose.
Jelestil, a legkisebb kézés tobbszorés, a

Ni=1J (p))

, py € IF [t] nem zérus polinomoknak létezik egyetlen legkisebb kozos

idedlnak, mint féidedlnak az egyetlen normdlt generétora.



Allitas.
Barmely py, ...
osztdja.

Jelestil, a legnagyobb kézos oszté a ] (p;, ...
generdlé eleme. Ezért a d legnagyobb kézés oszté kifejezhetd

, Pr € [E[t] nem Zérus polinomoknak létezik egyetlen legnagyobb kozés

, D) idedlnak mint féidedlnak az egyetlen

d(t) = fi (t) py (£) + ... + f () p, (F)
alakban, valamely f,, ..., f, € [F [t] polinomok segitségével.

Az el6z6 Allitas kiemelt azonossagat Bezout-azonossagnak mondjuk.



Allitas.

Legyeneka py, ...

, Dy € [E[t] tetszéleges TF test feletti polinomok. Ezek pontosan akkor

relativ primek, ha léteznek f,, ..., f, € [F [t] polinomok, hogy

AOpr )+ L) pa(t)+ .o+ £ (8)p, (1) = 1
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Allitas.
Legyenek a p, q € F [t] polinomok relativ primek, és tegytik fel, hogy p|qr. Ekkor p|r.

Allitas.
Tekintsiik a p, q € IF [t] normdlt polinomokat. Jelolje d a legnagyobb kozds osztét, és m
a legkisebb k6z0s tobbszorost. Ekkor
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AZ EUKLIDESZI-ALGORITMUS




Algoritmust kereslink polinomok legnagyobb koz0s osztéjanak és legkisebb kozos
tobbszorosének meghatarozasara. Az Euklideszi-algoritmus egy véges sok lépésben
végrehajthaté algoritmus, egy a definiciénal sokkal hatékonyabb eljaras, két polinom
generdlta féidedl generdlo elemének, azaz a legnagyobb koz0s oszténak a
meghatdrozasara.
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Az algoritmus megértése el6tt emlékezniink kell arra, hogy ha p, g € F [t] valamely

polinomok, akkor | (p,q) = {fp +gq : f,g € F[t]}jeldlia p és a g polinomokat
tartalmazo6 legszlikebb idealt.

Az algoritmus lényege, hogy a ] (p, q) ideal két generator elemét egyre alacsonyabb
foku polinomokkal helyettesitjiik, amig megtaldljuk az ideél legalacsonyabb foku
polinomjat.

Lemma.

Tegyiik fel, hogy a p, q, h, r € IF[t] polinomokra
p=nhg+r.
Ekkora p, q generdlta ] (p, q) idedl egybeesik a q,r generdlta ] (g, r) idedllal, azaz
J(pa) =] (qr).
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Allitas. (Euklidesz)

Legyen p, q € [E [t] nem zérus polinomok. Definidlja p_, = p, p, = q. Folytatva, ha
valamely i > 0 szdmra p;_, és p; mdr definidlt és p; = O, akkor a maradékos osztds
szerint [étezik egyetlen h;,, p;., € E[t] polinom, amelyre

Pi-1 = hy1pi + piyr; ahol deg p;yy < degp;. (t)

Mivel minden egyes [épésben csokken a fokszdm, ezért van olyan s > 0, hogy p; = 0, de
Ps+1 = 0.

Erre a ps polinomra | (ps) = ] (p, q), ezért p; normdltja a p és a q polinomok
legnagyobb kozés osztdja.
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Emlékezziink arra, hogy két polinom szorzata a legangyobb koz0s oszté és a legkisebb
kozos tobbszoros szorzata:

dm = pq.
Ugy interpretaljuk, hogy ha a pg szorzatot osztom maradékosan a legnagyobb k6zés
osztdval, akkor a maradék mindig zérus, és a hanyados éppen a legkisebb kdzos
tobbszoros.
Azt gondoltuk meg tehat, hogy az Euklideszi-algoritmus médszert ad két polinom
legkisebb kdzos tobbszorosének algoritmikus meghatarozasara is.
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Ilyen médon véges sok [épésben végrehajthato algoritmust kapunk véges sok polinom
legkisebb kozos tobbszorosének meghatéarozasara.

Példaul 6t polinom legkisebb kozds tobbszoroséhez, egy Euklideszi-algoritmussal
meghatarozzuk az elsé kettd polinom legnagyobb koz0s osztéjat, majd egy Gjabb
maradékos osztassal az elsé kettd legkisebb kozos tobbszorosét. Ugyanezt teszem az
igy kapott és a harmadik polinommal, az eredmény az elsé harom polinom legkisebb
kozos tobbszorose. Az igy kapott polinommal és a negyedik polinommal egy Gjabb
Euklideszi-algoritmus és egy Ujabb maradékos osztas utan kapjuk az elsé négy polinom
legkisebb kdzos tobbszorosét, majd ennek eredményével és az 6todik polinommal mint
két polinomnak a legkisebb kozos tobbszorosével kapjuk az eredeti 6t polinom
legkisebb kdzos tobbszordsét.
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