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1 Logik

o Aussagen werden einem Wahrheitswert zugeordnet: w fiir wahr und f fir falsch
e Fine Aussage, der der Wahrheitswert w schlicht durch Festlegung zugewiesen wurde, heif}t
Axiom

1.1 Negation

e Notation: =X
e Gesprochen: “nicht X”

X =X
w f
f w

o 2(Vx:P) < Jz:(—P)
o =(Jx: P) < Vz:(—P)
1.2 Konjunktion

e Notation: X AY
e Gesprochen: “X und Y”

- g |
g o E |
oo S >

1.3 Disjunktion

e Notation: X VY
e Gesprochen: “X oder Y”

- g E | X
=g g
- E <
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1.4 Nand

e Notation: X 1Y
o Gesprochen: “nicht (X und Y)”

X Y X1Y
W W f
w f w
f w w
f f W
1.5 Aquivalenz
e Notation: X <— Y
e Gesprochen: “X genau dann wenn Y”
X 'Y X <Y
w W w
w f f
f w f
f f w
o Alternative: (X = Y)A (Y = X)
1.6 Implikation
e Notation: X — Y
e Gesprochen: “Aus X folgt Y”
X Y X =Y
w W W
w f f
f w w
f f w

o Alternative: (-X)VY
e Der Wahrheitswert der Implikation X = Y bewertet nur die Korrektheit des Schlieflens,
nicht jedoch die Wahrheit der Aussagen X und Y

1.7 Kontraposition

e Definition: X = Y <+«— Y — -X

X Y Y Y X —= Y Y — -
w w f f w w
w f f w f f
f w w f w w
f f w w w w
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1.8 Quantoren
o V: “fiir alle”
e J: “es existiert ein”
o dl: “es existiert genau ein”
o 3 “es existiert kein”
1.9 Gesetze
o Assoziativgesetze
- (XVY)VZ < XV (XVZ)
- (XANY)NZ <= XN(XANZ)
o Kommutativgesetze
- XVY < YVX
- XANY <= Y AKX
e Distributivgesetze
- XANYVZ) = (XANY)
- XV{IYANZ) = (XVY)
e De Morgansche Regeln
- (XVY) < -XAY
- (XAY) <= -XVvY
2 Mengen

Eine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten, wohlunterschiedenen Objekten unserer
Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen. Die in einer Menge zusammengefassten

> <
Sy
< >
\§N

Objekte heiflen Elemente der Menge.

2.1

Notation

Mengen angeben durch Auflisten der Elemente: {1,2,5,3,4,0}
Mengen angeben durch Vorschreiben einer Eigenschaft: {z | z ist eine natiirliche Zahl kleiner als 6}

x € M heif3t “x ist Element von M”

x ¢ M heifit “x ist nicht Element von M”

{} und 0 bezeichnen die leere Menge

Inklusionsrelationen

MCN < (xeM = z€N)
M=N << (MCNANCM)

M#N < ~(M=N) & (GzeM:2¢N)V(@zeN:z¢M))

Zahlenbereiche

PCNCZCQCRGC

Natiirliche Zahlen: N ={0,1,2,3,4,5, ...}
Positive natiirliche Zahlen: N.y = {1,2,3,4,5,...}
Ganze Zahlen: Z ={...,—-3,-2,-1,0,1,2,3,...}
Rationale Zahlen: Q = {g | p,q € Z,q # 0}
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Komplexe Zahlen: C =42 TODO
Primzahlen: Menge der natiirlichen Zahlen p, die genau zwei positive Teiler, ndmlich 1
und p, haben

Operationen von Mengen

MNON={z|ze MAxz e N} heiit der Durchschnitt von M und N

MUN ={z |z € MVaxe N} heifit die Vereinigung von M und N

MA\N ={x|x € MAz¢ N} heit die Differenzmenge von M und N

M x N ={(x,y) |z € M Ny € N} heifit das kartesische Produkt von M und N. Dabei ist
(z,y) ein geordnetes Paar, und fiir zwei geordnete Paare (z,y), (u,v) € M x N gilt:

(z,y) = (u,v) <= (x=uAy=0)

M und N heilen genau dann disjunkt, wenn M NN = (), d.h. wenn sie kein Element
gemeinsam besitzen

P=MUN < (P=MUNAMNN = 0) beschreibt die disjunkte Vereinigung

Nict M; = {x | Vi € I : x € M;} heiit der Durchschnitt der M;

Uier Mi = {x | 3i € I : © € M;} heifit die Vereinigung der M;

P=UjeM; < (P =U;c; Mi NM; N\ M; =0 Vi,j €I mit i # j)

Beispiel mit den Mengen I = {1,2,3}, M; = {a,1,¢}, My = {b,1,e} und M3 = {d, 1, f}:

ﬂ = {1} und U ={1,a,b,c,d,e, f}

iel i€l

?:KzZijf ?izz25:§ ?:}i:i:jfﬂz:::><:::jv
MNN MUN M\ N M\ N

2.5

Spezielle Mengen

2.5.1 Komplementiarmenge

Fiir eine Teilmenge M einer Menge N ist M = N \ M.

2.5.2 Potenzmenge

Fiir eine Menge M ist die Potenzmenge P(M) ={A | A C M}.
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{z,y,2}

{z,y} {z, 2} {y, 2}

>><:{y}:><:{

0

{z} z}

AuBerdem gilt mit der endlichen Menge M: |P(M)| = 2/Ml

2.6 Gesetze

o Assoziativgesetze
- (MUN)UP=MU(NUP)
- (MNN)NP=MnNn(NNP)
o Kommutativgesetze
- MUN=NUM
- MNN=NNM
o Distributivgesetze
- MN(NUP)=(MnNN)
- MU(NNP)=(MUN)
o Identitatsgesetze
- MU)=M
- MCN = MNN=M
o Komplementgesetze
- MCN = MU(N\M)=N
- MCN = MN(N\M)=0
e De Morgansche Regeln
= M\ Uier Ms = Mier M\ M;
— M\ Py Mi = Uiy M\ M

S C
S
)
3z

3 Abbildungen

Es seien M und N zwei Mengen. Eine Abbildung oder Funktion f von M nach N ist eine
eindeutige Zuordnung, die jedem Element z € M genau ein Element f(z) € N zuweist. Man
verwendet den Begriff Funktion nur dann, wenn N = R ist.

Man nennt M den Definitionsbereich von f und N den Ziel- oder Wertebereich.

Notation:
f:M— N, z— f(x)



3 Abbildungen

Fiir zwei Abbildungen f: M — N und g : X — Y gilt:

f=g <= (M=XAN=YAVzeM: f(z)=gx))

3.1 Legitime Abbildungen

3.2 Illegitime Abbildungen

3

Mit den Abbildungen/Funktionen f:U — R, g: V — R und ¢ € R gilt:

3.3 Rechenregeln

c-f:U->R—=>R:z—c- f(z)
f+g:UNV sR:x— f(x)+g(
f—g:UNV =>R:x— f(x)—g(x)
fg:UNV Rz f(z) g(x)

Falls aulerdem Vx € UNV : g(x) # 0:
g:UﬂV%R:J;H

3.4 Selektionen
3.4.1 Einschriankung
Mit der Abbildung f: M — N und A C M, ist

fiatA—= N, = f(2)

die Einschriankung von f auf A. Beispiel mit A = {b, c}:
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3.4.2 Identitat
Mit der Menge M ist die Abbildung

idy M —> M, x—=x

die Identitét auf M. Beispiel mit M = {1, 2, 3}:

ids

3.4.3 Graph
Mit der Abbildung f: M — N ist

Graph(f) ={(z, f(z)) [z e M} C M x N

der Graph von f. Beispielhafte Visualisierung der Abbildung f : R — R, = — z:
25 &

20 |
15 |

10

4 -2 2 4
o Fir zwei Abbildungen f: M — N und g: P — N gilt:

[ =g <= Graph(f) = Graph(g)
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e Ist ' C M x N so, dass
Vee M 3'ye N:(z,y) €l

dann gibt es eine Abbildung f : M — N mit I" = Graph(f)
3.4.4 Bild
Mit der Abbildung f: M — N und A C M ist
f(A)={f(z) |z A} C N
das Bild von A unter f. Beispiel mit f: R — R, x+ 2? und A = {-2,-1,0,1,2} C M:
f(A)=A{0,1,4}
im(f) = f(M) C N heifit das Bild von f. Umgangssprachlich bezeichnet das die Menge des
getroffenen Zielbereichs. Mit vorigem Beispiel: im(f) = {z € R | z > 0}.
3.4.5 Urbild
Mit der Abbildung f: M — N und B C N ist

FUB) ={z e M| f(z) € By C M
das Urbild von B unter f. Beispiel mit f: R — R, 2+ 22 und B = {0,1,4} C N:
FH(B) ={-2,-1,0,1,2}

Ist y € N und x € M mit f(z) =y, so nennt man z ein Urbild von y unter f.

3.5 Nachfolgerfunktion

Die Abbildung
nf:N—-N, z—z+1

nennt man Nachfolgerfunktion. Es gilt

m(nf) = N\ {0}

und
vy € im(f :nf ' ({y}) = {y - 1}
3.6 Eindeutigkeiten
3.6.1 Injektivitdt (linkseindeutig)
Mit Abbildung f: M — N:

[ ist injektiv <= Vz,2’ € M : f(z) = f(2)) = z=1'

oder
f ist injektiv <= jedes y € N hat hochstens ein Urbild
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|/ L

injektiv nicht injektiv

3.6.2 Surjektivitit (rechtstotal)
Mit Abbildung f: M — N:

fist surjektiv <= Yye N Iz € M : f(x) =y

oder
f ist surjektiv <= im(f) =N

oder
f ist surjektiv <= jedes y € N hat mindestens ein Urbild

| |/
L\ ~
= T

surjektiv nicht surjektiv

3.6.3 Bijektivitat (eineindeutig)
Mit Abbildung f: M — N:

f ist bijektiv <= f ist injektiv und surjektiv

oder
f ist bijektiv <= ¢g: N — M existiert : (go f =idy) A (f o g =idn)

oder
f ist bijektiv <= jedes y € N hat genau ein Urbild
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",
%

bijektiv nicht bijektiv

3.7 Komposition
Mit den Abbildungen f: M — N und g: N — P, ist
gof:M—P, x g(f(z))

die Komposition oder Verkettung von f und g. Beispiel:

f:M—-Ng:N—P

gof:M—P

3.7.1 Assoziativitat
Mit den Abbildungen f: M — N, g: N — Pund h: P — Q gilt:
(hog)of=ho(gof),

weshalb man auch kurz h o g o f schreibt.

3.7.2 Eindeutigkeiten unter Komposition
Mit den Abbildungen f: M — N und g: N — P gilt:

e Sind f und g injektiv, so ist g o f injektiv.
e Sind f und g surjektiv, so ist g o f surjektiv.
e Sind f und g bijektiv, so ist g o f bijektiv.
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4 Vollstiandige Induktion

Sei A(n) eine Aussageform mit zulissigen Werten n € N. Falls A(0) wahr ist und A(n) =
A(n + 1) wahr ist, so ist A(n) wahr fiir alle n € N.

“A(0) wahr” nennt man den Induktionsanfang
“A(n) wird als wahr vorausgesetzt” nennt man die Induktionsvoraussetzung
“A(n) = A(n+1)” nennt man den Induktionsschluss

5 Machtigkeit von Mengen

5.1

Eine Menge M ist endlich, wenn sie nur endlich viele Elemente enthéalt. In diesem Fall
bezeichnet man mit #M = |M| die Anzahl an Elementen in M und nennt die Zahl die
Maichtigkeit von M. Enthélt M unendlich viele ELemente, so nennt man M unendlich
und setzt #M = |M| = cc.

Zwei Mengen M und N heiflen gleichméchtig, wenn es eine bijektive Abbildung f : M —
N gibt.

Fine Menge heifit abzdhlbar unendlich, wenn sie gleichméchtig zu N ist.

Eine Menge heifit iiberabzihlbar, wenn sie weder endlich noch abzéhlbar unendlich ist.
Fir m,n € Z bezeichnet man mit

{m,...,n} ={keZ|m<k<n}

die Menge der ganzen Zahlen zwischen m und n.

Eigenschaften endlicher Mengen

Ist eine Menge endlich und enthélt genau n Elemente, so kann man die Elemente in M mit
T1,%2,X3, ..., L, abzihlen und man erhélt eine bijektive Abbildung

AL ony—=> M i a,.

Umgekehrt erlaubt eine solche Abbildung, die Elemente von M abzuzdhlen und man erhélt
|M| = n. Damit sieht man, dass eine Menge genau dann endlich von Méachtigkeit n ist,
wenn es eine Bijektion von {1,...n} nach M gibt.

Ist die Menge M endlich und A C M, so ist auch A endlich und |A| < |M].

Ist M = AJ B eine endliche Menge, so gilt |M| = |A| + |B].

Zusammenhang zwischen Michtigkeit und Abbildung:

Mit den nicht-leeren endlichen Mengen M und N gilt:

|M| < |N| <= eine injektive Abbildung f: M — N existiert
|M| > |N| <= eine surjektive Abbildung f: M — N existiert
|M| = |N| <= eine bijektive Abbildung f: M — N existiert
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5.2 Schubfachprinzip
Aus dem Zusammenhang zwischen Méachtigkeit und Abbildung folgt

f: M — N ist eine Abbildung und |M| > |N| = f ist nicht injektiv.

Diese Kontraposition nennt man auch das Schubfachprinzip. Umgangssprachlich heifit das:
Wenn man m > n Gegenstidnde auf n Schubficher verteilen méchte, dann muss man in mindestens
ein Schubfach zwei legen.

Beispiel des Versuchs einer Konstruktion einer injektiven Abbildung trotz |[M| > |N| mit

M =1{1,2,3,4} und N = {a,b,c}:

Injektivitat nicht moglich

5.3 Abzahlbarkeit von Zahlenbereichen

e Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzdhlbar unendlich, da man mithilfe des Cantorschen
Diagonalverfahrens eine bijektive Abbildung von N nach Q konstruieren kann:

0—1 i—1 i}
\ v /7
S S RS B |

2 3 4 5

S S S
92 2 2 2 2
3 5
l/ 2 / 2 2 2
-2 -3 -3 —1 7§

e Die Menge R der reelen Zahlen ist iiberabzéahlbar.

6 Aquivalenzrelationen

Mit den Mengen M und N, ist jede Teilmenge R C M x N eine Relation zwischen M und
N. Fir x € M und y € N schreibt man auch xRy statt (z,y) € R, wenn z in Relation zu y
beziiglich R steht.

Fiir die Aquivalenzrelation R auf die Menge M gilt die Notation:

r~y <= (z,y) € R.
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6.1 Axiome

1. Reflezivitit: © ~ x
2. Symmetrie: x ~y = Yy~
3. Transitivitdt: x ~yANy~z = T~z

Beispiel einer abstrakten Alltagssituation: In einer Schule werden SchiilerInnen klassisch in
Schulklassen unterteilt. Ubertragen sind die Axiome dann fiir die Schiiler Alfred, Ben und
Christoph:

1. Alfred gehort zu einer Schulklasse.

2. Wenn Alfred in derselben Schulklasse ist wie Ben, dann ist Ben auch in derselben Schulklasse
wie Alfred.

3. Wenn Alfred in derselben Schulklasse ist wie Ben und wenn zugleich Ben in derselben
Schulklasse ist wie Christoph, dann ist auch Alfred in derselben Schulklasse wie Christoph.

In diesem Fall ist dann die Relation “SchiilerIn x ist in derselben Schulklasse wie SchiilerIn y”
die Aquivalenzrelation, die SchiilerInnen derselben Schulklasse dquivalent und die Schulklassen
die Aquivalenzklassen.

Klasse 2

%illip

Alle SchiilerInnen

%fred
b s Chrlstoph’

Klasse 1

nne Klasse 3

Freddl

@\ Dommlk

6.2 Aquivalenzklassen
Mit der Menge M und der Aquivalenzrelation ~ auf M, heifit fiir z € M die Menge
2] ={ye M |y~u}
die Aquivalenzklasse von x. Jedes y € [z] heifit ein Reprisentant der Klasse [z].
Mit dem vorigen Beispiel gilt:
[Alfred] = {Alfred, Ben, Christoph}.
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Mit
M/~={[] |z € M}

bezeichnet man die Menge der Aquivalenzklassen modulo der Aquivalenzrelation ~.

Mit dem vorigen Beispiel gilt:

M/~ = {[Alfred], [Ben], [Christoph], [Philipp], [Anne], [Dominik], [Freddi]}.

6.3 Disjunkte Zerlegung
Ist (M;);er eine disjunkte Zerlegung der Menge M und die Relation auf M

r~y < Jiel:x,ye M,

dann ist ~ eine Aquivalenzrelation auf M.

Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf der Menge M, dann bilden die Aquivalenzklassen eine disjunkte
Zerlegung von M, d.h. jedes € M liegt in genau einer Aquivalenzklasse. Insbesondere gilt fiir
Aquivalenzklassen [z] und [y] entweder [x] = [y] oder [z] N [y] = 0.

Voriges Beispiel der Schulklassen ist hilfreich um zu sehen, dass kein Reprédsentant in zwei
Aquivalenzklassen gleichzeitig sein kann und damit eine disjunkte Zerlegung der SchiilerInnen
vorliegen muss.

6.4 Kongruenz modulo n
Mit n € Z~q und a,b € Z wird die Aquivalenzrelation = definiert:
a=b (modn) < n|a-0>

Das heif3t, die Reste der ganzzahligen Division von a mit n, sowie von b mit n, miissen gleich
sein. Zwei aquivalente Zahlen a und b werden dann auch kongruent modulo n genannt.

Beispiel mit 5 = 11 (mod 3):

Die Aussage ist wahr, da % =1 Rest 2 und % = 3 Rest 2 die gleichen Reste besitzen bzw. auch
3] (11 —5) =3 |6 wahr ist.

TODO: Beispiele (ggf. S.557)

Man bezeichnet die Aquivalenzklasse von a € Z mit
[a] ={b€Z|a=b (modn)}
Die Menge der Aquivalenzklassen ist
Z/nZ ={[a] | a € Z}

und es gilt |Z/nZ| = n.
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7 Gruppen

Eine Gruppe ist ein Paar (G, x) bestehend aus einer nicht-leeren Menge G und einer zweistelligen
Operation “x”, d.h. einer Abbildung

x:GXxG—G:(g,h)—gxh,

sodass folgende Gruppenaziome gelten:

1. Assoziativgesetz: (g+ h)xk =g (hxk) Vg, h,k € G
2. Ezistenz eines Neutralen: Je € G:Vge G:exg=g
3. Ezistenz von Inversen: Vg€ G:3g '€ G:g 'xg=e

Eine Gruppe (G, *) heiit abelsch oder kummutativ, wenn (G, ) zudem noch dem folgenden
Axiom geniigt:

4. Kommutativgesetz: gxh =h*xgVg,h e G

7.1 Eigenschaften
o Aufgrund der Axiome erhélt man folgende Eigenschaften fiir eine Gruppe (G, *):
— Das neutrale Element e € G ist eindeutig bestimmt und hat die Eigenschaft
exg=gxe=gVgeG

1

— Mit g € G ist das inverse Element g7 zu g eindeutig bestimmt und hat die Eigenschaft

glxg=gxgl=e

— Fiir g,h € G gelten (g7 ' =gund (g+xh) "t =h"1xg!
o Hiufig wird “x” die Gruppenmultiplikation genannt.
o Ist (G,*) eine Gruppe mit endlich vielen Elementen n € N, so bezeichnet man mit
#G = |G| = n die Ordnung der Gruppe.
7.2 Kiirzungsregeln
Fiir die Gruppe (G, *) gilt mit ¢,a,b € G:
e gxa=gxb = a=1b
e axg=bxg = a=5b
7.3 Multiplikative Gruppe
Wird die Gruppenoperation als Multiplikation und mit “-” bezeichnet, so schreibt man

e fiir das Neutrale Element 145 bzw. 1

« fiir das Inverse zu g ¢g~! oder %

o héaufig das Multiplikationszeichen nicht, wenn die Bedeutung klar ersichtlich ist (z.B. gh
statt g - h)

o fiir das Produkt von ¢1,...,9, € G

n
[Moi=01-92 0
=1
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Auflerdem gelten normale multiplikative Potenzgesetze. Allerdings gilt
(g-h)" =g" "
nicht in nicht-abelschen Gruppen, da z.B. mit n = 4 Kommutativitidt notwendig ist:

(g-h)"=g"-n"
= (9-h)'=g" 1
= (g-h)-(g-h)-(g-h)-(9-h)=(9-9-9-9)-(h-h-h-h)

7.4 Additive Gruppe
Wird die Gruppenoperation als Addition und mit “+4” bezeichnet, so schreibt man

o fiir das Neutrale Element meist Og bzw. 0
o fiir das Inverse zu g meist —g und meist g — h statt g + (—h)
e fiir die Summe von ¢1,...,g, € G

n
Zgi:gl +g92+ ...+ gn
i=1

AuBerdem gelten normale additive Rechenregeln. Insbesondere muss man bei Rechnungen
aufpassen, die je nach Variablen unterschiedliche Operationen mit gleichem Symbol nutzen.
Beispiel mit g, h € G und m,n € Z:

s (m+n)g=mg+nyg
—— —
Add. in Z Add. in G

e n-(m+n)=ng+nh

—_—
Add. in G Add. in G
* 0z-9=0g
e n-0q=0qg

8 Korper

Ein Korper ist ein Tripel (K, +, -) bestehend aus einer Menge K zusammen mit zwei zweistelligen
Operationen
+: K xK—K:(z,y)—z+y, (“Addition”)

und
K XxK—K:(r,y)—z-y, (“Multiplikation”)

sodass folgende Axiome erfiillt sind:

1. (K,+) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0.
2. (K'\ {0},-) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 1.
3. Distributivgesetz: x - (y+z)=x-y+z-z fur z,y,z € K.

Ist eine Teilmenge L C K eines Korpers mit den gleichen Operationen wieder selbst ein Korper,
so nennen wir L einen Teilkorper von K.

Beispiele:
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o Die rationalen Zahlen (Q, +,-) und die reelen Zahlen (R, +,-) mit der tiblichen Addition
und Multiplikation sind Koérper. Q ist ein Teilkérper von R.

o Die ganzen Zahlen (Z, +, ) sind kein Korper, da z.B. der Zahl 2 ein multiplikatives Inverses
fehlt (weil nur 2- 3 =e = 1).

o Der kleinstmégliche und zudem endliche Korper ist Fo = {0,1} und wird durch folgende
Additions- und Multiplikationstafeln definiert:

+ojt _-Jloft
0fJo[t o
1t]o 1ot

8.1 Rechenregeln
Mit Korper K, z,y,z € K und u,v € K \ {0} gilt:

o —(—x)=12
e rty=z < r=2-—Y
« —(@ty)=-z-y
e 0-z=2-0=0
« (-2)y=z-(-y)=—(z-y)
e () () =y
o - =cy-oz
e H 7t =x, fiir 2 #0

L]
—
|
—

e z-y=0 <= z=yodery=0
e zx=zy, 20 = x=y
o T.Y _TY
u v u-v
Yy _ TUtyu
.%—i_B_ u-v

9 Produkte und Summen

TODO: Spéter?

10 Ordnungsrelationen

Eine Ordnungsrelation (auch Halbordnung oder partielle Ordnung) auf die Menge M ist eine
Relation R C M x M, sodass fiir alle x,y, z € M mit der Notation

r<y < (r,y €R
gilt:

1. Reflezivitit: ¢ < x
2. Antisymmetrie: xt <yAy<x = x =y
3. Transitivitit: * <yAy<z —= x <z

10.1 Total- und Wohlordnungen
Mit der Menge M gilt:

e Eine Ordnungsrelation “<” auf M heiit Totalordnung oder lineare Ordnung, falls je
zwei Elemente aus M vergleichbar sind, d.h. fiir je zwei Elemente z,y € M gilt x <y oder
y <.
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o Ist “<” eine Ordnungsrelation auf M, A C M und z € A, so heifit x minimal (bzw.
maximal in A, falls fiir alle y € A mit y < z (bzw. z <y) gilt z = y.

e Eine Totalordnung heifit Wohlordnung, falls jede nicht-leere Teilmenge von M ein
minimales Element besitzt.

Minima und Maxima einer Menge M beziiglich einer Totalordnung werden mit min(M) bzw.
max (M) bezeichnet.

Beispiele:

o Die natiirlichen Zahlen (N, <) mit der tiblichen Kleiner-Gleich-Relation < sind wohlgeordnet
(archimedisches Prinzip).

o Die reelen Zahlen (R, <) mit der tblichen Kleiner-Gleich-Relation < sind totalgeordnet,
aber nicht wohlgeordnet.

o Die reelen Zahlen (Z, <) mit der iiblichen Kleiner-Gleich-Relation < sind totalgeordnet,
aber nicht wohlgeordnet:

L2 -1kl 2<.
Die “uniibliche Anordnung”
I<-1<l<-2<2<-3<3<...

ist eine Wohlordnung auf Z.

10.2 Supremum und Infimum

Es sei “<” eine Totalordnung auf einer Menge M und () # A C M eine nicht-leere Teilmenge von
M. Die Menge B = {1,2,3} C R dient hierbei als Beispiel. Dann nennt man

e s € M eine obere Schranke von A, fallsVz € A: s> x.
Obere Schranken von B: {b| b > 3}

A nach oben beschriankt, falls A eine obere Schranke besitzt.

s € M das Supremum von A, falls s das Minimum der Menge der oberen Schranken
von A ist. Dieses Minimum ist eindeutig bestimmt, wenn es existiert, und wird dann mit
sup(A) bezeichnet.

sup(B) =3
s € M eine untere Schranke von A, falls Ve € A:s < z.
Untere Schranken von B: {b| b <1}

A nach unten beschrankt, falls A eine untere Schranke besitzt.

s € M das Infimum von A, falls s das Maximum der Menge aller unteren Schranken von
A ist. Dieses Maximum ist eindeutig bestimmt, wenn es existiert, und wird dann mit inf(A)
bezeichnet.

inf(B) =1
e A beschrankt, wenn A nach oben und nach unten beschrinkt ist.

Supremumsaxiom:

Jede nicht-leere, nach unten/oben beschriankte Teilmenge von R besitzt
ein Infimum/Supremum in R

Q erfiillt die Eigenschaften des Supremumsaxioms nicht, da beispielsweise
{reQ|z>0A2° <2}

zwar nach oben beschrankt ist, aber kein Supremum in QQ besitzt.
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11 Angeordnete Korper

Es sei K ein Korper und “<” eine Totalordnung auf K. Man nennt das Quadrupel (K, +, -, <)
einen angeordneten Korper, wenn die Totalordnung mit der Addition und der Multiplikation
vertraglich ist, d.h. wenn fiir alle z,y,z € K

r<y — rv+z<y+=z

und
z<y, 0<z = z-2<y-2

gilt. Ist x € K und x > 0, so nennt man x positiv, ist x < 0, so nennt man = negativ.

11.1 Rechenregeln
Mit dem angeordneten Korper (K, +,-, <) und z,y,u,v € K gilt:

e >0 <= —x<0.

o Ist 2 #0, soist 22 > 0.

e« 1>0.

. Ist0<x<y,soist0<%<%.

e Istx<yundu<wv,soistz+y <y+o.
e Ist 0 <xundn € N, soist 0 < a™.

e Ist 0 <2,y und n € Nmit n > 1, so gilt

r<y <= 2" <y"

11.2 Charakterisierung des Supremums und Infimums

Mit dem angeordneten Korper (K, +,-,<), A C K und s € K gilt:
s=sup(Ad) <= VzeAd:z2<sundV0<ee K:Jx€A:s—ec<z

sowie
s=inf(A) <= VezeA:z>sundV0<ee K:Jx € A:s+e>zx

Mit den nicht-leeren Teilmengen A, B C R mit Va € A,b € B :a < b gilt

sup(A4) < inf(B).

12 Eigenschaften der reelen Zahlen R

e Der Korper R der reelen Zahlen mit der iiblichen Ordnungsrelation ist der einzige angeord-
nete Korper, in dem jede nicht-leere, nach oben beschréinkte Menge ein Supremum besitzt.
TODO: Why not N, ..7

e Fir z,y € R mit 0 < = < y gibt es eine natiirliche Zahl n € N, sodass y < n -z
(archimedische Ordnung)

e Fiir alle z € R gibt es eine ganze Zahl n, sodass n <z <n + 1.

o Fiir alle ¢ € R mit € > 0 gibt es eine natiirliche Zahl n, sodass 0 < % <e.

o Q liegt dicht in R: Sind a,b € R mit a < b, so gibt es eine rationale Zahl im Intervall (a, b).

e Mitz€R, z>—1und n € Ngilt (1+2)">1+n-z (bernoullische Ungleichung)

o Existenz von n-ten Wurzeln in R: Ve e R>0, ne N>23lac R>0:a" =2

e /2 ist irrational
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12.1 Intervalle
Mit a,b € R gilt:

o Abgeschlossenes Intervall: [a,0] ={z € R | a <z < b}
o Offenes Intervall: (a,b) ={z €R | a <z < b}
« Halboffenes Intervall:

[a,b) ={z € R |a<z<b}

(a,b) ={zreR|a<z<b}
e Uneigentliches Intervall:
[a,00) ={z €R|a<z}
(a,00) ={zeR|a<z}
(—o0,a]l ={zx eR |z <a}
(—o00,a) ={z eR |z <a}
(—o0,00) =R

13 Der Korper der komplexen Zahlen C

Die Menge C = {(z,y) | =,y € R} zusammen mit der durch
(,y) + (u,v) = (x +u,y +v), fir (z,y),(u,v) € C,

und
(l',y) : (U,’U) = (l’u —Yv, TV + yU), fiir (:an)a (U,’U) € (Ca

definierte Addition und Multiplikation ist ein Korper, den man den Koérper der komplexen
Zahlen nennt.

13.1 Notation
Mit z € R und = = (z,0), sowie mit ¢ = (0, 1), gilt fir z = (z,y) € C
z=(z,y) = (z,0) + (0,y) = (2,0) + (0,1) - (y,0) =z + iy

Damit gilt dann
i2 =(0,1)-(0,1) = —1

Daraus folgt auch die Definition der Multiplikation in dieser Notation:

(z + iy)(u + iv) = (zu + i*yv) + i(zv + yu) = (zu — yv) + i(zv + yu)
Die Betragsfunktion wird auf C definiert durch

|-|C = Rxo: x+ 1y — /a2 +y2.

Man nennt |z| den Absolutbetrag von z.

Die komplexe Konjugation wird definiert durch

C—-Ciz=x+iy—zZ=20—1y.
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Fir z € C heifit Z die zu z konjugiert komplexe Zahl.
Der Realteil wird definiert durch die Abbildung

Re:C—R:zxz+iy— x.

Re(z + iy) = x nennt man dann den Realteil von z.

Der Imaginarteil wird definiert durch die Abbildung
Im:C—-R:z+1iy—uy.

Im(z + iy) = y nennt man dann den Imaginérteil von z.

13.2 Eigenschaften

e C ist eine Teilmenge von R, da es eine Abbildung
t:R—=C:z~ (2,0)

gibt.
o Es gibt keine Totalordnung “<” auf C, die C zu einem angeordneten Korper macht (da

0 # i2).

13.3 Rechenregeln
Mit z,w € C gilt:

o Der Betrag ist multiplikativ: |z| - |w| = |zw|
o Der Betrag erfullt die Dreiecksungleichung: |z +w| < |z| + |w| und ||z] — |w|| < |z — w|.
e 2=0 < |2|=0

o z-Z=|z%

e Wenn z # 0, dann ist 27! = % = %

e Die komplexe Konjugation ist additiv: z + w

=z4w
e Die komplexe Konjugation ist multiplikativ: z - w

13.4 Geometrische Deutung
13.4.1 Graph von z
Mit z = x4+ yi = 4 + 5i:
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67 *

) 4451
5t o
4i |
3i | !
Im(z) =5,
2 | !
i !
Re(z) =4 }

1 1 2 3 4 5

13.4.2 Vektoraddition
Mit z=x+4+yi=1+3iundw=u+vi=4+2iund z +w =5 + 5i:

6i 1
. Z+w
o1 | S
4i |
3i{ 2e
21 1 2w
7;,,
1 1 2 3 4 5 6

13.4.3 Betrag

Mit 2 = z + iy = 4 + 5i, entspricht der Betrag |z| = /22 +y? = V42 +52 =~ 6.4 = r der
euklidischen Lénge des Vektors z:

67 5

) 4+ 51
o1 | ‘
4 |
3i | . |
Im(z) =5,
27 1 1
i !
Re(z) =4 }

1 1 2 3 4 5

—7 L

Damit ergibt sich, weshalb |z| = r = /22 + 2, da Re(2)? + Im(2)? = 22 + 4% = r? (Satz des
Pythagoras).
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Daraus erschliefit sich auch die Dreiecksungleichung, da in einem Dreieck die Summe der
Seitenléngen von zwei Seiten stets eine obere Schranke fiir die Seitenldnge der dritten Seite ist.

13.4.4 Einheitskreis
TODO (auch Polarkoordinaten-Zeug und n-te Wurzel)

14 Folgen und ihre Grenzwerte

‘ Ab hier ist stets K € {R,C}

Eine Folge in K ist eine Abbildung
a:N— K.

Durch ihre Funktionswerte oy, = a(n) mit n € N ist diese eindeutig festgelegt. Deshalb schreibt
man statt « : N — K haufig nur (a,)nen oder (ag, a1, as,...).

14.1 Konstante Folgen

Mit ¢ € K heiflit  : N — K : n+— ¢ bzw. a,, = ¢ mit n € N eine konstante Folge.

Beispiel mit (an)nen = (2)nen:

4 5
3|
2e ° ° ° ° °
1|
1 2 3 4 5
11

14.2 Konvergenz und Grenzwert

Mit der Folge (ap)nen in K und a € K gilt: a ist genau dann ein Grenzwert von (ay,)nen, wenn
Ve>0,e€R:3In. eN:Vn>n.:|a, —a| <e.

In diesem Fall sagt man, dass (a,),en gegen a konvergiert und schreibt

lim a, = a oder a,, — a.
n—oo

Wenn es kein a € K gibt, so dass (ay)nen gegen a konvergiert, nennt man (a,),en divergent.
Falls eine Folge (ay)nen in K gegen 0 konvergiert, nennt man (a,)nen eine Nullfolge.

Hilfreiche Umformung:

anp —a <= a,—a—0 < l|a, —a| — 0.
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TODO: Vorgehen mit abschétzen usw. (auch bei Cauchy)

Beispiel: Epsilon-Schlauch

Ney

Mit einem € > 0 gibt es also einen Mindestindex n., sodass sich ab diesem Index die Folge im
Epsilon-Schlauch (a — ¢, a + €) befindet. Die Folge ist konvergent, falls dies auch fiir jedes andere
e > 0 gilt.

14.2.1 Geometrische Folge

Mit ¢ € K und |q| < 1, ist (¢")nen eine Nullfolge.

14.3 Beschriankte Folgen
Eine Folge (an)nen in K heifit beschrankt, wenn die Menge

{lan| € R | n € N}

beschrénkt ist, d.h. wenn es eine Zahl s € R gibt, sodass |a,| < s fiir alle n € N.

e Jede konvergente Folge in K ist beschrinkt.
o Ist (an)nen eine Nullfolge in K und (by,),en eine beschriankte Folge in K, so ist (ay - by )nen
eine Nullfolge.

14.4 Grenzwertsitze und Konvergenzkriterien
Mit den konvergenten Folgen (ay,)neny und (by)nen in K mit a, — a und b, — b gilt:

e a,+b, >a+bunda, —b, >a—>

ap by, —a-b

|an| — |a|

Wenn b # 0, so gibt es ein ng € N mit b, # 0 fiir alle n > ng und die Folge (%:

konvergent mit

ist

)nzno
a - a
b

-n
bn
Ist (an)nen im abgeschlossenen Intervall [a, b], so gilt lim,,_,~ a, € [a, b].

14.4.1 Einschachtelungssatz
Mit den konvergenten Folgen (an)nen, (bn)neny und (¢n)nen in R mit a, — a und b, — b gilt:

e Ist a, < b, fir alle n > ng, so ist a < b.
o Ist a, < ¢, < by, fir alle n > ng und ist a = b, so gilt ¢, — a.
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14.5 Monotonie

(an)nen ist eine Folge in R. Man nennt (a,)n,en monoton wachsend, falls
VneN:a, <anpy1.
Analog nennt man (a,),cny monoton fallend, falls

VneN:a, > antr.

Monotoniekriterium: Jede monoton wachsende oder fallende beschrinkte Folge in R ist
konvergent.

14.6 Supremum und Infimum
Mit der nicht-leeren Menge A C R gilt:

o Ist A nach oben beschrankt, so gibt es eine monoton wachsende Folge (a,,)nen in A, die
gegen sup(A) konvergiert.

o Ist A nach unten beschrinkt, so gibt es eine monoton fallende Folge (ay)nen in A, die
gegen inf(A) konvergiert.

TODO: Heron-Verfahren verstehen

14.7 Der Satz von Bolzano-Weierstrafl

Mit der Folge (an)nen in K und der in N aufsteigenden Folge ng < nj < ng < ng < ..., ist

(@ng ) keN = (Ang, Gy s Any, Gngs --)
eine Teilfolge von (ay,)nen.
Jede beschréankte Folge in K besitzt eine konvergente Teilfolge.
Beispiel: Die divergente beschrénkte Folge ((—1)")nen besitzt als konvergente Teilfolge die
konstante Folge ((—1)%)ren = (1)ren
14.8 Cauchy-Kriterium
Eine Folge (a,)nen in K heifit Cauchy-Folge, falls

Ve>0,e€R: In. e N:Vm >n>ng:|ay —an| <e.

Sprich, eine Folge, bei der der Abstand beliebiger Folgenglieder ab einem bestimmten n. immer
kleiner als € ist.

o Eine Folge in K ist (konvergent <= eine Cauchy-Folge).
e Eine Cauchy-Folge rationaler Zahlen muss in Q nicht konvergent sein, d.h. ihr Grenzwert
in R muss keine rationale Zahl sein.

Beispiel: Konvergente/Cauchy Folge
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14.9 Bestimmte Divergenz
Mit der Folge (ay)nen in R gilt:
o (ap)nen divergiert bestimmt gegen oo, falls

Vs>0:3dns € N:Vn>ng:a, > s.

Man nennt lim,,_,~ @, = 0o dann auch den uneigentlichen Grenzwert von (a,)nen-
o (ap)nen divergiert bestimmt gegen —oo, falls

Vs>0:dng e N:Vn>ng:a, <s.

Man nennt lim,,_,~ a, = —oco dann auch den uneigentlichen Grenzwert von (a,)nen-

Beispiel: Die Folge (n)nen ist bestimmt divergent mit Grenzwert oo, die Folge ((—1)" - n)pen ist
divergent, aber nicht bestimmt divergent.

14.10 Landau-Symbole
TODO?

15 TUnendliche Reihen

Mit der Folge (ap)nen in K, ist die Folge (s, )nen mit der Summe der Partialsummen von
(an)nen auch die durch (ay)nen definierte Reihe

n
Sp = Z ag.
k=0

Die Reihe heifit konvergent, wenn (s, ),en eine konvergente Folge ist, andernfalls heifit sie
divergent.

15.1 Teleskopsumme

Die Reihe >0, ﬁ ist konvergent mit Grenzwert » .2 ; m =1
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n 1 "1 1
Snzzizz:——i
—k(k+1) —k k41
_<1 1)+(1 1>+<1 1)+ +<1 1)
S\l 2 2 3 3 4 n n+l
=1- 1 —1
n+1

Reihen, die sich auf zwei Summanden reduzieren, weil sich die tibrigen Teile der Summe ausléschen,
nennt man Teleskopsummen.

15.2 Harmonische Reihe

Die Reihe >, % ist divergent. Die Reihe > 77 # mit € > 0 konvergiert.

15.3 Grenzwertsatze

Mit den konvergenten Reihen > 72 ja, und > 02, b, in K und a € K gilt:

Yoo glan +by) =020 an + Y opep by ist konvergent.
o olan —bp) = >0 an — > pep by ist konvergent.
o ola-by) =a->0°ay, ist konvergent.
Mit Vn € N:a, <b, und K =R: > 7° ja, < > 02 by.

15.4 Konvergenzkriterien fiir unendliche Reihen
15.4.1 Cauchy-Kriterium
Mit der Reihe Y ;2 a, in K ist genau dann >, a, konvergent, wenn

m

>

k=n+1

Ve>0:dn. e N:VYm >n > n,: <e.

15.4.2 Restglieder
Wenn die Reihe Y 72 a konvergent ist, so ist die Folge der Restglieder eine Nullfolge, d.h.
)
nlgIolo ,CZ:;L ar = 0.

15.4.3 Nullfolgekriterium

Ist >°02 an eine konvergente Reihe in K, so ist (a,)nen eine Nullfolge.

15.4.4 Geometrische Reihe
Mit q € K gilt:
o Ist |g| < 1, so ist die geometrische Reihe ) ° ¢" konvergent mit Grenzwert
i =
n=0 1- q

o Ist |g| > 1, so ist die geometrische Reihe Y >, ¢" divergent.
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15.4.5 Leibniz-Kriterium
ist (an)nen eine monoton fallende Nullfolge in R, so konvergiert die Reihe

S (=) - ap.

n=0

(=1

Demnach ist auch die alternierende harmonische Reihe > > Tn konvergent.

15.4.6 Umklammern
TODO: Verstehen und Beispiele

Mit der konvergenten Reihe > o2 ja, in K und der aufsteigenden Folge 0 = ko < k1 < k2 < ... in

N, sowie mit
fep 1 —1

b, = Z ap = Ak, + Q. + ... + 0k, -1
k=kn,

ist die Reihe > by, konvergent und es gilt

Z an = Z by,
n=0 n=0
15.5 Absolute Konvergenz

Eine Reihe ) ;2 jay in K heifit absolut konvergent, wenn die Reihe ihrer Absolutbetrige
Yoo o lan| konvergiert. Da die Folge der Partialsummen ¢, = >7_ |ax| monoton wéchst, ist dies
gleichwertig dazu, dass die Folge (t,)nen beschriankt ist.

Ist die Reihe ;7 ay in K absolut konvergent, so ist sie auch konvergent.

Beispiel: Die alternierende harmonische Reihe ist konvergent, aber nicht absolut konvergent.

15.5.1 Umordnung

TODO: Verstehen und Beispiele

Mit der Folge (ay,)nen in K und der bijektiven Abbildung ¢ : N — N nennt man die Folge
(Ao (n))neN = (Ao (0)s Go(1)s Ao(2)s Qo(3)s Ao (4)s -+-)

eine Umordnung von (a,)nen und die Reihe

Z aa(n) = (10(0) + (10(1) + CLU(Q) + CLU(g) + CLU(3) + ...

n=0
eine Umordnung der Reihe > >, ap.
Durch Umordnung einer konvergenten Reihe kann sich der Grenzwert &ndern. Jede Umordnung
einer absolut konvergenten Reihe ist absolut konvergent und konvergiert gegen den gleichen
Grenzwert.
15.6 Konvergenzkriterien fiir absolute Konvergenz
15.6.1 Majorantenkriterium
Mit den Reihen 02 ;a, und > 02 b, in K gilt:
Ist 3" by, absolut konvergent und Vn > ng : |a,| < |by|, so ist auch > 2 a,, absolut konvergent.

o2 bp ist dann eine konvergente Majorante von Y 07 a.
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15.6.2 Minorantenkriterium
Mit den Reihen Y )2 g a, und > 02 b, in R gilt:
Ist Y02 o by divergent und ¥n € N : |a,| > |b,| > 0, so ist auch >0 a,, divergent.

o0 . . . . 0o
o br, ist dann eine divergente Minorante von } 12, ay.

15.6.3 Wurzelkriterium

Mit der Reihe Y2 a, in K gilt:
o Existiert ein ¢ < 1 mit {/[a,| < ¢ fiir n > ng, so ist >.0° , a,, absolut konvergent.
o Ist Vn > ng: ]an| > 1, so ist 300, a, divergent.

15.6.4 Quotientenkriterium

Mit der Reihe Y 02y a, in K und Vn > ng : a, # 0 gilt:

QAn+41

o Existiert ein ¢ < 1 mit a

< g fiir n > ng, so ist > o2 a, absolut konvergent.

e Ist Vn > ng:

An+1
an

> 1, so ist Y 72 ay divergent.

15.6.5 Praktikables Quotienten-/Wurzelkriterium
Mit der Reihe Y o2 ja, in K und Vn > ng : a, # 0 gilt:

Gn+1
n

< 1 oder lim,, o0 V/]an| < 1, so ist Y o2 a, absolut konvergent.

e Falls lim;,,—yoo

o Falls lim, o0 | 22| > 1 oder limy, oo ¥/]an| > 1, so ist S-°° a,, divergent.
an n=0 g
e Falls lim,, . ‘aZ:1‘ = 1 oder limy, oo ¥/|an| = 1, so wird fir Y o2, a, keine Aussage
getroffen.

15.6.6 Cauchy-Produkt
TODO: Verstehen und Beispiele.
Mit den absolut konvergenten Reihen Y 77 a, und > ;2 by, in K, sowie mit
n
Cp = Zak'bn—k = Z a; - bj.
k=0 i+j=n

fir n € N, so ist ist die Reihe Y 72 ¢, absolut konvergent und es gilt
o o (o)
ch: Zan-an.
n=0 n=0 n=0

15.7 Potenzreihen

Mit der Folge (an)nen in K, a € K und der Variable ¢ gilt: Ein Ausdruck der Form Y >° ; ay, -
(t — a)™ eine Potenzreihe tiber K in der Variable ¢ mit Entwicklungspunkt a. Mit a = 0
schreibt man auch > 72 ay - t™.

Wenn mit der Folge (an)nen in K und y € K die Reihe > °02 ay, - y™ konvergiert, so ist die Reihe
Yo% o an - " absolut konvergent fiir alle z € K mit |z| < |y|.
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15.7.1 Konvergenzradius
Fiir eine Potenzreihe Y >2  a, - t" tiber K nennt man

oo
y €K, Z ap - y" ist konvergent} € R>o U {0}

n=0

ol

den Konvergenzradius der Potenzreihe. Sprich: Fiir welche ¢ konvergiert die Potenzreihe?
Mit der Potenzreihe Y ° ayp, - t" iiber K mit Konvergenzradius r gilt:

o Ist z € K mit |z| <7, soist > .72 yan-z" absolut konvergent.

o Ist x € K mit |z| > r, soist Y 0" qap - " divergent.

o Ist z € K mit || = r, so ist x der Rand des Konvergenzbereiches und es wird keine
Aussage getroffen.

o Ist r =00, s0ist Y ooyay,-x" fur alle x € K absolut konvergent.

Mit U,(0) = {x € K | |z| < r} definiert die Potenzreihe eine Abbildung, die auch Konver-
genzbereich der Potenzreihe genannt wird:

o0
UT(O)—>K:x»—>Zan-x"
n=0

Ist K =R, so ist die Menge U,.(0) = (—r,r) ein offenes Intervall. Ist K = C, so ist die Menge
Ur(0) ein Kreis mit Radius » um den Ursprung.

TODO: Beispiele

15.7.2 Cauchy-Hadamard
Mit der Potenzreihe Y 07 g ay - t" iber K gilt:

o Falls der eigentliche oder uneigentliche Grenzwert lim,, € R>o U {00} existiert, so

An41
n

ist der Konvergenzradius von > 2, a, - t" gegeben durch

1
r = .
An+1

limy, o0

o Falls der eigentliche oder uneigentliche Grenzwert lim,,_,o, {/|an| € R>o U {oco} existiert,
so ist der Konvergenzradius von Y, > ay, - t" gegeben durch

1
r=———.
limy, 500 V/ ‘an‘
15.7.3 Exponentialfunktion

Die Potenzreihe } 77 % iiber K hat den Konvergenzradius » = oco. Die Dadurch definierte
Abbildung

oo
exp:K—>K:xr—>exp(:1:):2:9L
nennt man die Exponentialfunktion. Sie geniigt der Funktionalgleichung
exp(z +y) = exp(z) - exp(y)

fir z,y € K.

AuBerdem gilt e” = exp(z), e = Y72 & und damit mit den Potenzgesetzen auch e”™¥ = e” - e¥.
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15.7.4 Sinus und Cosinus

TODO: Oder spater dann?

15.7.5 b-adische Zahldarstellung
TODO: Relevant?

16 Grenzwerte von Funktionen

16.1 e-Umgebung
Mit € > 0 und a € R heifit das Intervall
Us=(a—¢ec,a+e)={zeR ||z —a| <&}

die e-Umgebung von a.

16.2 Haufungspunkte

e Mit der Teilmenge U C R und a € R nennt man a einen Haufungspunkt von U, wenn
Ve>0:qx e U\{a}:0< |z —al <e.

e a € R ist genau dann ein Haufungspunkt von U C R, wenn jede e-Umgebung von a einen
von a verschiedenen Punkt aus U enthélt. TODO: Verstehen

e a € R ist genau dann ein Hiufungspunkt von U C R, wenn es eine Folge (a,)pen mit
an € U\ {a} und lim,_a, = a gibt, d.h. a ist Grenzwert einer Folge in U \ {a}.

Beispiel mit der Folge (—1)" - 747 in R mit den zwei Haufungspunkten +1 und —1:

1.0 T T T T T

° ¢ ¢

)
)
0.5F i
0.0
-0.5¢ ° .
°
°
e °




16 Grenzwerte von Funktionen 35

16.3 e-0-Kriterium

Mit U C R, der Funktion f : U — R und dem Haufungspunkt a von U, ist y € R der Grenzwert
von f in a, falls

Ve>0:30,>0:VzeUmit 0 < |z —a| < gilt |f(z) —y| <e.

Man schreibt dann
lim f(z) =y

Tr—a

und sagt, f(z) konvergiert gegen y fiir x gegen a.

f(z) »yfirz—a

)

=) - m m om om om oEm oo

16.4 Folgenkriterium

Mit U C R, der Funktion f : U — R und dem H&aufungspunkt a (inkl. bestimmte Divergenz mit
+00) von U gilt:

lim J(@) =y = Vannen, an € U\ {a}, Jim f(a) = a: Jim f(an) =y,
Beispiel mit f: R — R : 2z + 22 und a = 3. Fiir eine Folge (a,)nen mit a, — 3 gilt dann wegen
der Grenzwertsétze fiir Folgen

Jgrgof(an):ai:an-an%3-3:9.

Demnach gilt auch
lim 22 = 9 = £(3).

r—3

TODO: Visualisierung und Verstandnis

16.5 Grenzwertsatze

Mit den Funktionen f: U — R, g : U — R, dem Haufungspunkt a (inkl. bestimmte Divergenz
mit +00) von U und ¢ € R gilt:

o Der Grenzwert von f in a ist eindeutig bestimmt, d.h. falls lim,_,, f(z) = y und
limy_,q f(z) = 2, so ist y = z. TODO: Verstehen
e Wenn lim,_,, f(x) und lim,_,, g(z) existieren, so gelten:

— limy4(c- f)(x) = ¢ limgy_yq f(2).
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— limy o (f + g)(x) = limy—q f(x) 4 limgy—, g().
— limg o (f — 9)(z) = limg—q f(7) — limg—q g(2).
— limg o (f - 9)(x) = limy—q f(x) - limy—q g().
o Wenn auBerdem lim,_,, f(z) # 0, so ist a ein Haufungspunkt der Menge V = {z €

U | f(z) # 0} und es gilt
SNET S
xl_rg B lim, ., f(CC) '

16.6 Polynome

Mit der Variable ¢t und ag, ..., a, € R ist ein Ausdruck der Form

n
Zak~tk:an-t"—i—an_l-t”_l—i—...—i—al-t—i—ao
k=0

ein Polynom in der Variable ¢ mit Koeffizienten in R. Ist a, # 0, so heifit

deg (Z ag - tk> =n
k=0

der Grad des Polynoms. Auflerdem ist deg(0) = —oo. Mit

R[t] = {zn:ak-tk

k=0

n €N, ag,...,a, € R}

wird die Menge aller Polynome in der Variable ¢t mit Koeffizienten in R bezeichnet, so dass der
Grad eine Abbildung deg : R[t] - NU {—oc} ist.

Fiir ein Polynom f = Y"7_ay - t* € R[t] und ein o € R ist
n
flx) = Zak k.
k=0

Sind f, g € R[t] zwei Polynome, g # 0 nicht das Nullpolynom, so ist die Funktion
fR=oR:xz— f(x)
eine Polynomfunktion und die Funktion

;:R\{JJGR\Q(%):O}%R:%HM

9(x)
eine rationale Funktion.
Ist h : R — R irgendeine Funktion, so ist € R mit h(z) = 0 eine Nullstelle von h.
Es gilt:
{z e R | g(x) = 0}] < deg(g) < <.
16.7 Uneigentliche Grenzwerte
Mit U CR, f:U — R und y € R gilt:

« U ist nach oben/unten beschrénkt, wenn die Menge U N [0, 00) bzw. U N (—o0, 0] nicht
beschrankt ist.
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e Ist U ist nach oben beschrinkt, so ist y der Grenzwert von f in co, wenn
Ve>0: s, > 0:Ver e U mit x > s, gilt |f(x) —y| < e.

Man schreibt dann lim,_,~ f(z) = y.
e Ist U ist nach unten beschrinkt, so ist y der Grenzwert von f in co, wenn

Ve>0: 5. <0:Vzx e U mit z < s, gilt |f(x) —y| <e.

Man schreibt dann lim,_,~ f(z) = y.

TODO: Visualisierung (bzw. Wiederholung mergen?)

16.7.1 Definition
Mit U C R, f: U — R und dem Haufungspunkt a von U gilt:
e o0 ist der uneigentliche Grenzwert von f in a, wenn
Vs> 0:30s >0:Ve € Umit 0 < |z—al <ds gilt f(x) > s.

Man schreibt dann lim,_,, f(z) = oc.
e —o0 ist der uneigentliche Grenzwert von f in a, wenn

Vs <0:30s >0:Vr € Umit 0<|z—al <ds gilt f(x) <s.

Man schreibt dann lim,_,, f(z) = —oc.
e Ist U nach oben unbeschrénkt, so ist co ist der uneigentliche Grenzwert von f in oo,
wenn

Vs>0:3t>0:VeeUmitx>tgilt f(x) > s.

Man schreibt dann lim,_,, f(x) = oc.
e Ist U nach oben unbeschrinkt, so ist —oo ist der uneigentliche Grenzwert von f in oo,
wenn
Vs <0:3t>0:Ve €U mitz>tgilt f(z) <s.

Man schreibt dann lim,_, f(x) = —oc.
e Ist U nach unten unbeschréinkt, so ist oo ist der uneigentliche Grenzwert von f in —oo,
wenn
Vs>0:3t<0:Ve €U mitz<tgilt f(z) > s.

Man schreibt dann limy_, f(x) = oc.
e Ist U nach unten unbeschrénkt, so ist —oo ist der uneigentliche Grenzwert von f in
—00, wenn
Vs <0:3t<0:VeeUmitae<tgilt f(x) <s.

Man schreibt dann lim,_,« f(z) = —o0.

TODO: Visualisierung

17 Stetigkeit

17.1 e-6-Kriterium
Mit U C R, der Funktion f:U — R und a € U, ist f stetig in a, wenn
Ve>0:30. >0: Ve € Umit |[x —al <. gilt |f(z) — fla)| <e.

Die Funktion f heifit stetig (auf U), wenn sie stetig in jedem Punkt in U ist. C(U,R) = {f :
U — R | f stetig } ist die Menge der auf U stetigen Funktionen.
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A\

Da die Stetigkeit sich immer nur auf eine e-Umgebung von a bezieht, ist Stetigkeit eine lokale
Eigenschaft.

17.2 Stetigkeit in Haufungspunkten
Mit U C R, f:U — R und dem Haufungspunkt a € U, gilt:

f ist stetig in @ <= lim f(z) = f(a).

T—ra

T falls z < 1

Beispiel mit f: R - R: 2 +—
rz+1 fallsx>1

6,,

9

—4

f ist in 1 nicht stetig, da lim,_1 f(z) =1# 2 = f(1).

Beispiel mit f: R - R: z — ||
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4 -2 2 4
f ist in O stetig, da lim,_,o f(x) = 0 = f(0).
Die Betragsfunktion ist auflerdem im Allgemeinen stetig, da aufgrund der Grenzwertsétze fiir
Folgen fiir a € R und (ay)nen mit a,, — a auch |a,| — |a| gilt. TODO
17.3 Folgenkriterium
Mit U CR, f:U - Rund a € U gilt:

f ist genau dann stetig in a, wenn

V(ap)nen mit a, € U und nlLI%O an = a gilt nlLHgO f(an) = f(a).

17.4 Rechenregeln
Mit ¢ € R und den den in a € U stetigen Funktionen f: U — Rund g : U — R gilt:

e ¢ f, f+g, f—gund f-g sind stetig in a.
o Ist g(a) # 0, so ist auch 5 :U\{z €U | g(x) =0} — R stetig in a.

Mit a € U und den Funktionen f:U — R und ¢g: V — R mit im(f) C V gilt: Ist f stetig in a
und g stetig in f(a), so ist g o f stetig in a.
17.5 Fortsetzbarkeit

Mit der stetigen Funktion f : U — R und dem Haufungspunkt a € R\ U von U, nennt man f in
a stetig fortsetzbar, falls lim,_,, f(z) existiert.

Dann nennt man auch

f(x) falls z # a

g:UU{a} >Rz~
lim, ,, f(2) fallsz=a

die stetige Fortsetzung von f, und g ist aufgrund der Stetigkeit in Hiufungspunkten stetig in
a und damit stetig auf U U {a}. TODO: Wie bitte

17.6 Eigenschaften

17.6.1 Zwischenwertsatz

Eine stetige Funktion f : [a,b] — R nimmt jeden Wert zwischen f(a) und f(b) an.
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17.6.2 Beschranktheit
Eine Funktion f : U — R heifit beschrankt, wenn im(f) beschrénkt ist.

Eine stetige Funktion f : [a,b] — R ist beschrankt.

17.6.3 Minima/Maxima

Eine stetige Funktion f : [a,b] — R nimmt ihr Maximum und ihr Minimum an, d.h. es gibt
¢,d € [a,b], so dass fur alle z € [a, b] gilt

fle) < f(x) < f(d).

17.7 Monotonie

17.7.1 Definition

TODO: Woanders hin?

Mit der Funktion f : U — R gilt:

o f heifit monoton wachsend, wenn fiir z,y € U aus x < y stets f(z) < f(y) folgt.

o f heifit streng monoton wachsend, wenn fir 2,y € U aus z < y stets f(z) < f(y) folgt.
o f heifit monoton fallend, wenn fiir z,y € U aus = < y stets f(z) > f(y) folgt.

o f heifit streng monoton fallend, wenn fiir z,y € U aus z < y stets f(x) > f(y) folgt.

Ist f: U — R streng monoton wachsend oder fallend, so ist f injektiv. Denn, fur z,y € U
mit x # y gilt < y oder x > y und somit f(z) < f(y) oder f(x) > f(y), aber in jedem Fall

f(x) # f(y).

17.7.2 Umkehrsatz

Mit a,b € RU{—00,00} mit a < b, der Funktion f : (a,b) = R, ¢ = inf(im(f)) € RU{—o00} und
d = sup(im(f)) € RU{oo} gilt:

e Ist f streng monoton wachsend und stetig, so gilt:

— f:(a,b) = (c,d) ist bijektiv.

— f71: (¢, d) — (a,b) ist streng monoton wachsend und stetig.
e Ist f streng monoton fallend und stetig, so gilt:

— f:(a,b) — (c,d) ist bijektiv.

— f71:(e,d) — (a,b) ist streng monoton fallend und stetig.
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