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1 Logik

Aussagen werden einem Wahrheitswert zugeordnet: w fiir wahr und f fir falsch. Eine
Aussage, der der Wahrheitswert w schlicht durch Festlegung zugewiesen wurde, heifit
Axiom.

1.1 Negation (nicht)
o Notation: =X

e Gesprochen: ,nicht X“

X =X
w f
f w

o T = T
o 2(Vx:P) < dz:(—P)
o =(Jx: P) < Vz:(—P)

1.2 Konjunktion (und)
e Notation: X AY
e Gesprochen: ,X und Y*

-2 % |~
g ==
oS>
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Y X XAY
f f f
1.3 Disjunktion (oder)

e Notation: X VY

e Gesprochen: ,X oder Y*
Y X XVY
w W w
w f w
f w w
f f f

1.4 Bijunktion (Aquivalenz)
e Notation: X <= Y

e Gesprochen: ,X genau dann wenn Y

o g g |
g g
E s <

o Alternative: (X = Y)A (Y = X)

1.5 Subjunktion (Implikation)
e Notation: X = Y
e Gesprochen: ,Aus X folgt Y*

S I N
g g
g2 -2

o Alternative: (-X) VY
e Der Wahrheitswert der Implikation X = Y bewertet nur die Korrektheit des Schlieflens,
nicht jedoch die Wahrheit der Aussagen X und Y
1.6 Kontraposition

e Definition: X = Y «<— Y — =X
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X Y Y =Y X =Y Y — -
w w f f w w
w f f w f f
f w w f w w
f f w w w w

o Die Kontraposition ist sehr hilfreich fiir Widerspruchsbeweise

1.7 Quantoren

V: fur alle®

d: ,es existiert ein“

o dl: ,es existiert genau ein®
A es existiert kein“

1.8 Priazedenz
Sortiert nach starkster Bindung:

1. Negation ()
2. Konjunktion (A) und Disjunktion (V)
3. Implikation ( <= ) und Aquivalenz ( =)

1.9 Gesetze

e Absorption
- XANw <= X
- XNf = f
- XVw <= w
- XVf <= X
o Assoziativitat
- (XVY)VZ < XV (XVZ)
- (XANY)NZ = XN(XNANZ)
o Kommutativitat
-XVY < YVX
- XANY < Y AKX
o Distributivitat
- XANYVZ) = (XANY)
- XVIYANZ) = (XVY)
e De Morgansche Regeln
- (XVY) <= - XAY
- (X AY) < -XVvY

> <
>
<>
3N

2 Mengen

FEine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten, wohlunterschiedenen Objek-
ten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen. Die in einer Menge
zusammengefassten Objekte heiflen Elemente der Menge.
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2.1

Notation

Mengen angeben durch Auflisten der Elemente: {1,2,5,3,4,0}

Mengen angeben durch Vorschreiben einer Eigenschaft: {x | x ist eine natiirliche Zahl kleiner als 6}
x € M heifit ,x ist Element von M“

x ¢ M heifit ,x ist nicht Element von M*

{} und 0 bezeichnen die leere Menge

Inklusionsrelationen

MCN < (x€eM = z€N)
M=N < (MCNANCM)
M#N < -(M=N) < (FreM:x¢ N)V(3ze N:x¢ M))
MCN < (MCNAM#N)

Zahlenbereiche
PCNCZCQCRCC

Natiirliche Zahlen: N = {0, 1,2,3,4,5, ...}

Positive natiirliche Zahlen: N5y = {1,2,3,4,5,...}

Ganze Zahlen: Z ={...,—-3,-2,-1,0,1,2,3, ...}

Rationale Zahlen: Q = {% |p,q € Z,q#0}

Komplexe Zahlen: C = 42 TODO

Primzahlen: Menge der natiirlichen Zahlen p, die genau zwei positive Teiler, ndmlich 1
und p, haben

Operationen von Mengen

MNON ={z|z € MAxz € N} heifit der Durchschnitt von M und N
MUN ={z |2z € MVax e N} heifit die Vereinigung von M und N
MA\N ={x|x € MAz¢ N} heiit die Differenzmenge von M und N
MxN = {(z,y) | v € MAy € N} heiBt das kartesische Produkt von M und N. Dabei ist
(x,y) ein geordnetes Paar (Tupel), und fiir zwei geordnete Paare (z,y), (u,v) € M x N
gilt:

(5,9) = (u,0) <= (& =uny=0)

M und N heiflen genau dann disjunkt, wenn M N N = (), d.h. wenn sie kein Element
gemeinsam besitzen

P=MUN < (P=MUNAMNN = () beschreibt die disjunkte Vereinigung
Nict M; = {x | Vi € I : © € M;} heifit der Durchschnitt der M;

Uier M; ={x | 3i € I : © € M;} heifit die Vereinigung der M;

P=UjeM; < (P =Uje; Mi NM; N\ M; =0 Vi,j €I mit i # j)



2 Mengen

Visualisierung im Venn-Diagramm:

M@N M@N M@V
MAN MUN M\ N

M N

MuUN

Beispiel mit den Mengen I = {1,2,3}, M; = {a,1,c}, My ={b,1,¢e} und M3 = {d, 1, f}:

ﬂ = {1} und U ={1,a,b,c,d,e, f}

el el

2.5 Spezielle Mengen
2.5.1 Komplementiarmenge

Fiir eine Teilmenge M einer Menge N ist M = N \ M.

Visualisierung:

2.5.2 Potenzmenge

Fiir eine Menge M ist die Potenzmenge P(M) = {A| A C M}.



2 Mengen

Visualisierung:
{z,y,2}

71N

{z,y} {z, 2} {y, 2}

AKX

{z} {v} {z}

AuBerdem gilt mit der endlichen Menge M: |P(M)| = 2/Ml

Beispiel mit der Menge M = {1,2,3}:

P(M) = {0,{1},{2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}

sowie

|P(M)| =8 =23 =2Ml

2.6 Gesetze

o Assoziativitat
- (MUN)UP=MU(NUP)
- (MNN)NP=Mn(NNP)
o Kommutativitat
- MUN=NUM
- MNN=NNM
o Distributivitéat
- MN(NUP)=(MNN
- MUNNP)=(MUN
e Identitat
- MUub=M
- MCN = MNN=M
o Komplement
- MCN = MU(N\M)=N
- MCN = MN(N\M)=10
e De Morgansche Regeln
~ MA\User M; = (s M\ M
= M\ NMier Ms = Ujer M\ M;

>
<
C
3z
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3 Abbildungen

Es seien M und N zwei Mengen. Eine Abbildung oder Funktion f von M nach N
ist eine eindeutige Zuordnung, die jedem Element x € M genau ein Element f(z) € N
zuweist. Man verwendet den Begriff Funktion nur dann, wenn N = R ist.

Man nennt M den Definitionsbereich von f und N den Ziel- oder Wertebereich.

Notation:
f:M— N, z— f(z)

Fiir zwei Abbildungen f: M — N und g : X — Y gilt:

f=9g = (M=XAN=YAVzeM: f(x)=gx))

3.1 Legitime Abbildungen

Visualisierung:

< \

3.2 Illegitime Abbildungen

Visualisierung:

3.3 Rechenregeln
Mit den Abbildungen/Funktionen f:U — R, g: V — R und ¢ € R gilt:

c-f:U—=-R—=R:z—c- f(z)
f+g:UNV =R:z— f(z)+g(x)
f—g:UNV SRz~ f(z)—g(x)
frg:UNV SRz f(x) g(x)

9
9
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Falls aulerdem Yx € UNV : g(x) # 0:
!
g

3.4 Selektionen
3.4.1 Einschriankung
Mit der Abbildung f: M — N und A C M, ist

flatA—= N, = f(2)

die Einschrankung von f auf A.

Beispiel mit A = {b,c}:

3.4.2 Identitat
Mit der Menge M ist die Abbildung

idy:M—>M, z—=x

die Identitat auf M.

Beispiel mit M = {1,2,3}:

idps

3.4.3 Graph
Mit der Abbildung f: M — N ist

Graph(f) ={(z, f(z)) |ze M} C M x N

der Graph von f.
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Beispiel mit Abbildung f: R — R, =~ 2
25 %

20 +

15 ¢

10 +

4 _9 9 4

e Fiir zwei Abbildungen f: M — N und g: P — N gilt:
f =g <= Graph(f) = Graph(g)

e Ist ' C M x N so, dass
Vee M I yeN:(x,y) €T,

dann gibt es eine Abbildung f : M — N mit I' = Graph(f)
3.4.4 Bild
Mit der Abbildung f: M — N und A C M ist
f(A) ={f(x)[zre Ay C N

das Bild von A unter f.

Beispiel mit f: R - R, z — 2% und A = {-2,-1,0,1,2} ¢ M:

f(A) = {Ov 1’4}

im(f) = f(M) C N heifit das Bild von f. Umgangssprachlich bezeichnet das die Menge des
getroffenen Zielbereichs.

Mit vorigem Beispiel: im(f) = {z € R | z > 0}.

3.4.5 Urbild
Mit der Abbildung f: M — N und B C N ist

fAB)={zeM|f(zx)eB}cM

das Urbild von B unter f.
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Beispiel mit f : R = R, x> 22 und B = {0,1,4} C N:

f4B)={-2,-1,0,1,2}

Ist y € N und x € M mit f(z) =y, so nennt man z ein Urbild von y unter f.

3.5 Nachfolgerfunktion

Die Abbildung
nf:N—>N, z—ax+1

nennt man Nachfolgerfunktion. Es gilt

m(nf) = N\ {0}
und
vy € im(f) :nf " ({y}) = {y — 1}
3.6 Eindeutigkeiten
3.6.1 Injektivitdt (linkseindeutig)
Mit Abbildung f: M — N:

f ist injektiv <= Vz,2' € M : f(z) = f(2)) = z =1’

oder
f ist injektiv <= jedes y € N hat hochstens ein Urbild

oder
f ist injektiv <= f ist linksinvertierbar

Es gilt: Bei injektivem f gibt es eine oder keine Losungen fiir f(z) = y.

Visualisierung:

|/ L

injektiv nicht injektiv

3.6.2 Surjektivitit (rechtstotal)
Mit Abbildung f: M — N:

f ist surjektiv <= VYye N Iz e M : f(x) =y

oder
f ist surjektiv <= im(f) =N
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oder
f ist surjektiv <= jedes y € N hat mindestens ein Urbild

oder
f ist surjektiv <= f ist rechtsinvertierbar

Es gilt: Bei surjektivem f gibt es eine oder mehrere Losungen fir f(x) = y.

Visualisierung;:

surjektiv nicht surjektiv

3.6.3 Bijektivitit (eineindeutig)
Mit Abbildung f: M — N:

f ist bijektiv <= f ist injektiv und surjektiv

oder
f ist bijektiv <= ¢g: N — M existiert : (go f =1idy) A (f o g =idn)
oder
f ist bijektiv <= jedes y € N hat genau ein Urbild
oder

f ist bijektiv <= f ist invertierbar

Es gilt: Bei bijektivem f gibt es genau eine Losung fiir f(z) = y.

Visualisierung:

",
x

bijektiv nicht bijektiv
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3.7 Komposition
Mit den Abbildungen f: M — N und g: N — P, ist
gof:M— P axw— g(f(z))

die Komposition oder Verkettung von f und g.

Beispiel:

gof: M —P

3.7.1 Assoziativitat
Mit den Abbildungen f: M — N, g: N — Pund h: P — Q gilt:
(hog)o f=ho(gof),

weshalb man auch kurz h o g o f schreibt.

3.7.2 Eindeutigkeiten unter Komposition
Mit den Abbildungen f: M — N und g: N — P gilt:

e Sind f und g injektiv, so ist g o f injektiv.
e Sind f und g surjektiv, so ist g o f surjektiv.
e Sind f und g bijektiv, so ist g o f bijektiv.

4 Vollstandige Induktion

Sei A(n) eine Aussageform mit zuléssigen Werten n € N. Falls A(0) wahr ist und A(n) —
A(n + 1) wahr ist, so ist A(n) wahr fir alle n € N.

o ,A(0) wahr“ nennt man den Induktionsanfang
o ,A(n) wird als wahr vorausgesetzt“ nennt man die Induktionsvoraussetzung
o JA(n) = A(n+ 1)“ nennt man den Induktionsschluss
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5 Machtigkeit von Mengen

e Eine Menge M ist endlich, wenn sie nur endlich viele Elemente enthalt. In diesem
Fall bezeichnet man mit #M = |M| die Anzahl an Elementen in M und nennt die
Zahl die Machtigkeit /Kardinalitat von M. Enthélt M unendlich viele Elemente,
so nennt man A unendlich und setzt #M = |M| = occ.

o Zwei Mengen M und N heiflen gleichméchtig, wenn es eine bijektive Abbildung
f:M — N gibt.

o Eine Menge heifit abzédhlbar unendlich, wenn sie gleichméchtig zu N ist.

e Eine Menge heifit iiberabzihlbar, wenn sie weder endlich noch abzéhlbar unendlich
ist.

e Fir m,n € Z bezeichnet man mit

{m,...n}={ke€Z|m<k<n}

die Menge der ganzen Zahlen zwischen m und n.

5.1 Eigenschaften endlicher Mengen

e Ist eine Menge endlich und enthélt genau n Elemente, so kann man die Elemente in M mit
r1,%2,X3, ..., Ly abzidhlen und man erhélt eine bijektive Abbildung

AL n}—>M:i— x;.

Umgekehrt erlaubt eine solche Abbildung, die Elemente von M abzuzdhlen und man erhélt
|M| = n. Damit sieht man, dass eine Menge genau dann endlich von Méchtigkeit n ist,
wenn es eine Bijektion von {1,...n} nach M gibt.

o Ist die Menge M endlich und A C M, so ist auch A endlich und |A| < |M].

o Ist M = AU B eine endliche Menge, so gilt |M| = |A| + |B.

Zusammenhang zwischen Maiachtigkeit und Abbildung:

Mit den nicht-leeren endlichen Mengen M und N gilt:
e |M| <|N| <= eine injektive Abbildung f: M — N existiert
e |M|>|N| < eine surjektive Abbildung f : M — N existiert
o |M|=|N| < eine bijektive Abbildung f : M — N existiert

5.2 Schubfachprinzip

Aus dem Zusammenhang zwischen Méachtigkeit und Abbildung folgt

f: M — N ist eine Abbildung und |M| > |[N| = f ist nicht injektiv.

Diese Kontraposition nennt man auch das Schubfachprinzip. Umgangssprachlich heifit das:
Wenn man m > n Gegenstande auf n Schubficher verteilen méchte, dann muss man in mindestens
ein Schubfach zwei legen.
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Beispiel des Versuchs einer Konstruktion einer injektiven Abbildung trotz |M| > |N| mit

M ={1,2,3,4} und N = {a,b,c}:

Injektivitat nicht moglich

6 Aquivalenzrelationen

Mit den Mengen M und N, ist jede Teilmenge R C M x N eine Relation zwischen M

und N. Fiir z € M und y € N schreibt man auch xRy statt (z,y) € R, wenn z in Relation
zu y beziiglich R steht.

Fiir die Aquivalenzrelation R auf die Menge M gilt die Notation:
r~y <= (z,y) € R.

6.1 Axiome

1. Reflexivitdt: x ~ x
2. Symmetrie: x ~y = y~<x
3. Transitivitdt: x ~yANy~z = T~ 2

Beispiel einer abstrakten Alltagssituation: In einer Schule werden SchiilerInnen klassisch
in Schulklassen unterteilt. Ubertragen sind die Axiome dann fiir die Schiiler Alfred, Ben
und Christoph:

1. Alfred gehort zu einer Schulklasse: Er ist in derselben Schulklasse wie er selbst.

2. Wenn Alfred in derselben Schulklasse ist wie Ben, dann ist Ben auch in derselben
Schulklasse wie Alfred.

3. Wenn Alfred in derselben Schulklasse ist wie Ben und wenn zugleich Ben in derselben
Schulklasse ist wie Christoph, dann ist auch Alfred in derselben Schulklasse wie
Christoph.

In diesem Fall ist dann die Relation ,,SchiilerIn x ist in derselben Schulklasse wie SchiilerIn

y* die Aquivalenzrelation, die SchiilerInnen derselben Schulklasse dquivalent und die
Schulklassen die Aquivalenzklassen.

Visualisierung zu vorigem Beispiel (wunderschon):
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Klasse 2

Alle SchiilerInnen

=Anton1a
Benny
b ‘ Chrlstoph’

Klasse 1

nne Klasse 3

6.2 Aquivalenzklassen
Mit der Menge M und der Aquivalenzrelation ~ auf M, heifit fiir x € M die Menge
[z] ={ye M |y ~ =z}

die Aquivalenzklasse von x. Jedes y € [z] heiit ein Repriisentant der Klasse [x].

Mit dem vorigen Beispiel gilt:
[Alfred] = {Alfred, Ben, Christoph},

sowie

[Alfred] = [Ben] = [Christoph].

Mit
M/~ = {[a] | ¢ € M}

bezeichnet man die Menge der Aquivalenzklassen modulo der Aquivalenzrelation ~.

Mit dem vorigen Beispiel gilt:

M/~ = {[Alfred], [Ben], [Christoph], [Philipp], [Anne], [Dominik], [Freddi]}.

6.3 Disjunkte Zerlegung

Ist (M;);er eine disjunkte Zerlegung der Menge M und die Relation auf M
r~y <= Jel:xye M,



6 Aquivalenzrelationen 19

dann ist ~ eine Aquivalenzrelation auf M.

Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf der Menge M, dann bilden die Aquivalenzklassen eine disjunkte
Zerlegung von M, d.h. jedes x € M liegt in genau einer Aquivalenzklasse. Insbesondere gilt fiir
Aquivalenzklassen [z] und [y] entweder [x] = [y] oder [z] N [y] = 0.

Voriges Beispiel der Schulklassen ist hilfreich um zu sehen, dass kein Repréasentant in
zwei Aquivalenzklassen gleichzeitig sein kann und damit eine disjunkte Zerlegung der
SchiilerInnen vorliegen muss.

6.4 Kongruenz modulo n
Mit n € Z~¢ und a,b € Z wird die Aquivalenzrelation = definiert:
a=b (modn) <= n|la—-1>

Das heifit, die Reste der ganzzahligen Division von a mit n, sowie von b mit n, miissen gleich
sein. Zwei aquivalente Zahlen a und b werden dann auch kongruent modulo n genannt.

Beispiel mit 5 = 11 (mod 3):
Die Aussage ist wahr, da % =1 Rest 2 und 1—31 = 3 Rest 2 die gleichen Reste besitzen bzw.
auch 3 | (11 —5) = 3 | 6 wahr ist.

Man bezeichnet die Aquivalenzklasse von a € Z mit
[a] ={a+kn|keZ}={beZ|a=b (modn)}
Die Menge der Aquivalenzklassen ist
Z/nZ ={la] | a € Z}
und es gilt |Z/nZ| = n.

6.4.1 Teilbarkeit in Kongruenz

Mit @ € Z und n > 1 ist die Kongruenz
ar =b (mod n)

genau dann fiir alle b € Z losbar, wenn ggT(a,n) = 1 gilt, also wenn
ar =1 (mod n)

losbar ist.

Beispiel mit n = 27 und a = 5: Es gilt ggT(5,27) = 1. Dann ist
5-2=b (mod 27)

l6sbar fiir jedes b € Z. Es gilt
5-11=1 (mod 27)

und allgemein fir z = 11 - b:

5.-(11-0)=(5-11)-b=b (mod 27).
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Als direkte Konsequenz gilt dann: Mit a € Z, n > 1 und [a] € Z/nZ gilt

[a] ist invertierbar in Z/nZ <=  ggT(a,n) =1

Jene invertierbaren Restklassen in Z/nZ bezeichnet man dann als prime Restklassen modulo
n und die Menge der Restklassen (modulo n) als prime Restklassengruppe (Z/nZ)*) (modulo
n). Auflerdem wird die Euler’sche p-Funktion fir n € N definiert durch

1, wenn n = 1
p(n) = )
#(Z/nZ)*, wennn >1

wobei
#(Z/nZ)* = #{i e N|i < n und ggT(i,n) = 1}.

Beispiel:
p(p)=p—1 firpelP

©(12) =4 und (Z/nZ)x = {1,5,7,11}

7 Primzahlen

e 7u jeder Zahl a € Z und b € N5 gibt es eindeutig bestimmte Zahlen ¢,r € Z mit
a=qgb+r, 0<r<hb.

Dabei ist ¢ der Quotient und r der Rest der Division von a und b.
o Fiir eine Primzahl p € P gilt mit a,b € Z:

pla-b = plaVvp]|b.

e Die Menge P der Primzahlen ist unendlich.

7.1 Fundamentalsatz der Arithmetik
Jedes n € N\ {0;1} hat eine eindeutige Zerlegung
n=np'-py-..-pr

mit Primzahlen p; < p2 < ... < p, und vy,...,v, € Nyg. Diese Zerlegung nennt man die
Primfaktorzerlegung von n.

TODO: Erathostenes, ggT, euklidischer Algorithmus
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8 Gruppen

Eine Gruppe ist ein Paar (G, *) bestehend aus einer nicht-leeren Menge G und einer
zweistelligen Operation ,,x“, d.h. einer Abbildung

x:GXxG—G:(g,h)— gxh,

sodass folgende Gruppenaxiome gelten:

1. Assoziativgesetz: (g« h)xk = g=* (hx k) Vg,h,k € G

2. FExistenz eines Neutralen: e € G:Vge G :exg=g

3. Existenz von Inversen: Vg€ G :3g7 € G: g txg=c¢
Eine Gruppe (G, *) heifit abelsch oder kummutativ, wenn (G, *) zudem noch dem
folgenden Axiom geniigt:

4. Kommutativgesetz: g« h = h*x g Vg,h € G

8.1 Eigenschaften
o Aufgrund der Axiome erhélt man folgende Eigenschaften fiir eine Gruppe (G, *):

— Das neutrale Element e € G ist eindeutig bestimmt und hat die Eigenschaft
exg=gxe=¢qg VYge(q@

— Mit g € G ist das inverse Element ¢g~! zu ¢ eindeutig bestimmt und hat die Eigenschaft

glxg=gxgl=e

— Fiir g,h € G gelten (g7') "' =gund (g+xh) ' =h"lxg!
o Hiaufig wird ,,x*“ die Gruppenmultiplikation genannt.

o Ist (G, x) eine Gruppe mit endlich vielen Elementen n € N, so bezeichnet man mit
#G = |G| = n die Ordnung der Gruppe.

8.2 Kiirzungsregeln

Fiir die Gruppe (G, *) gilt mit g, a,b € G:
e gxa=g*xb = a=0b
e axg=bxg = a=25b

8.3 Multiplikative Gruppe

Wird die Gruppenoperation als Multiplikation und mit ,,-“ bezeichnet, so schreibt man

o fiir das Neutrale Element 15 bzw. 1

« fiir das Inverse zu ¢ ¢~ oder %
o hiufig das Multiplikationszeichen nicht, wenn die Bedeutung klar ersichtlich ist (z.B. gh

statt g - h)
e fiir das Produkt von ¢1,...,g, € G
n
Hgi =g1-92° - 0n
i=1

Auflerdem gelten normale multiplikative Potenzgesetze. Allerdings gilt

(g-h)"=g"-n"
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nicht in nicht-abelschen Gruppen, da z.B. mit n = 4 Kommutativitiat notwendig ist:

Beispiel:

R
kS
=
~—
—~
ks
=
—~
ks
=
~—
—~
NS
=
I
)
<
ks
S
~—
=
=y
=y
=

8.4 Additive Gruppe
Wird die Gruppenoperation als Addition und mit ,,+*“ bezeichnet, so schreibt man

o fiir das Neutrale Element meist Og bzw. 0
o fiir das Inverse zu g meist —g und meist g — h statt g + (—h)
e fiir die Summe von g1, ...,g, € G

n
Zgi =0 +g2+ ...+ gn
i=1

Auflerdem gelten normale additive Rechenregeln. Insbesondere muss man bei Rechnungen aufpas-
sen, die je nach Variablen unterschiedliche Operationen mit gleichem Symbol nutzen. Beispiel
mit g,h € G und m,n € Z:

« (m+n)g=mg+ng
—— ——

Add. in Z Add. in G
e n-(m+n)=ng+nh
—_—

Add. in G Add. in G
* 0z-9=0¢g
e n-0g=0¢g

8.5 Permutationsgruppe

Eine Permutation ist eine bijektive Abbildung einer endlichen Menge auf sich selbst. Fiir ein
n € N verwendet man im Allgemeinen die Menge {1, ...,n} und schreibt die Permutation

o: {l,..,n} — {l,..,n}
i = o(i)
als Tabelle

Beispiel mit n = 4:

(12 3 4
7 l2 314
Die Permutation (bijektive Abbildung (!)) ist dann

1—2
2—3
3—1
4+— 4
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8.6 Symmetrische Gruppe

Die Menge aller Permutationen von {1, ...,n} wird mit S,, bezeichnet und bildet mit der
Komposition “o” von Abbildungen als Gruppenoperation (“Gruppenmultiplikation”)

o: S,x8,—=8S,
(o,7)— 0ot

eine Gruppe (S, o) die fiir n > 2 nicht abelsch ist. Diese Gruppe nennt man die Permutati-
onsgruppe oder die Symmetrische Gruppe der Ordnung n. Es gilt S,, = Sym({1,...,n}).

Eine Permutation, die nur zwei Elemente vertauscht, heifit Transposition (2-Zykel).

Beispiel 1:

1234567 Lo B
a-( 3 145 7 6) Zykelschreibweise: o = (1,2,3)(4)(5)(6,7) = (1,2,3)(6,7)

Beispiel 2:
o=(1,2,3)(6,7) = (1,2)(2,3)(6,7)

Dann ist

Hat o € S, zwei Zerlegungen in Transpositionen o1, ...,0 € S, und 74, ...,77 € Sy, d.h.
O =01...0 = T1...T[,
dann gilt £k =1 (mod 2) und man bezeichnet die Signatur von o mit
sign(a) — (_1)Anzah1 von Transpositionen in einer Darstellung von o
Man nennt eine Permutation o gerade, wenn sign(o) = 1 und ungerade, wenn sign(c) = —1

ist.

8.7 Untergruppen

Mit der Gruppe (G, *) mit neutralem Element e € G, heifit die Teilmenge U C G
Untergruppe von G, wenn gilt:

l.ecU

2. gheU = gxhecU

3.9eU = ¢gleU

Beispiel: Die Menge der Vielfache einer Zahl n, d.h. die Menge nZ = {n -k | k € Z},
bildet eine Untergruppe von (Z, +).
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8.8 Nebenklassen

8.8.1 Motivation

Z=A.,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7,8, ...}, dann ist {...,—3,0,3,6, ...} = 3Z eine Untergruppe
von Z. {...—2,1,4,7,..} = 1+ 3Z sowie {...,—1,2,5,8,...} = 2+ 3Z sind allerdings keine
Untergruppen, aber Nebenklassen.

8.8.2 Definition

Mit der Untergruppe U C GG und g € G, ist die Linksnebenklasse von g beziglich U in G die
Menge
gxU={g*u|ueU}.

Die Menge der Linksnebenklassen ist dann
G/U ={g=U|geG}.

Die Rechtsnebenklasse von g beziiglich U in G ist die Menge
Uxg={uxg|uecU}.

Die Menge der Rechtsnebenklassen ist analog enstprechend

U\G={U=xg]|geG}.

Mit der Untergruppe U C G und g, h € G gilt:
1. gxU=h*xU <= hlxg cU.
Beispiel: 1 +3Z=10+3Z = (—-10)+1 € 3Z.
2. Je zwei verschiedene Nebenklassen sind disjunkt.
3. Die Abbildung f: U — g+ U mit f(u) = g * u ist eine Bijektion.

4. Die Anzahl der Linksnebenklassen von U in G ist gleich der Anzahl der Rechtsnebenklassen
von U in G. Diese Anzahl heiffit Index

(G :U]:=|G/U| = |U\G]|
von U in G.

8.8.3 Satz von Lagrange

Mit der Untergruppe U C G gilt
G| =|U]-[G:U].

Es folgt, dass die Ordnung einer jeden Untergruppe die Gruppenordnung teilen muss.

Beispiel bei Primzahlen: Mit p € P gilt: Wenn —1 ein Quadrat in Z/pZ ist, so ist p — 1
durch 4 teilbar.

Beweis. Mithilfe des Satz von Lagrange:
i € Z)pZ : i? = —1. Dann ist U = {1, —1,i,—i} C (Z/pZ)* mit |U| = 4. Es gilt demnach:

p—1=I[(2/pz)*| = |U|-[(Z/pZ2)" : U]

und deshalb 4 | (p — 1). O
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8.9 Zyklische Gruppen

Mit der Gruppe S C G ist das Erzeugnis von S bzw. die von S erzeugte Untergrupppe
definiert mit
(S) = ﬂ{U C G | U ist Untergruppe von G mit S C U}.

Ist S = {g1,92,..-} gegeben, schreibt man
(91,92, ...) = ﬂ{U C G | U ist Untergruppe von G, die g1, g, ... enthélt}.

Insbesondere fiir g € G ist (g) = {g* | k € Z} die von g erzeugte zyklische Untergruppe. Die
Ordnung von g ist die Ordnung von (g).

Allgemein: Ist G = (g) fiir ein g € G, dann heifit G zyklisch.

Beispiel:
1. (Z,+):Z=(1)={k-1|keZ}.
2. (Z/nZ,+) ist eine zyklische Gruppe.
3. (2/52)*,) > [1]: ([1]) = (Lzsszy) = (1) = {[1)F | k € Z} = {[1*] | k € Z} = {[1]}.
([21) = {121° 121", [2)?, [2]°, [2]*}

= 2D [=4]06-1) =|(z/52)"]

Mit der endlichen Gruppe G und g € G gilt:

) 1G]

Auflerdem gilt mit der Gruppe G und g € G: Die Ordnung von g ist unendlich und die kleinste
positive ganze Zahl k mit g* = e, wobei e das neutrale Element der Gruppe ist. Demnach folgt:
8.9.1 Kleiner Satz von Fermat

Ist G eine endliche Gruppe, so gilt fiir alle Elemente g € G:

g% =e.

8.9.2 Satz von Euler

Mit n € Nyg und a € {1,2,...,n — 1} gilt: Ist a teilerfremd zu n, so gilt
a?™ =1 (mod n).

Ist n = p eine Primzahl, so gilt
a?1=1 (mod p).

8.10 Klassifikation von zyklischen Gruppen

Mit den Gruppen G, H heiit die Abbildung f : G — H Homomorphismus (der Gruppen G
und H), wenn gilt

V9,9 € G: flgxad) = f(9) *u f(d)-
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Fin Isomorphismus ist ein bijektiver Homomorphismus. Wenn es einen Isomorphismus auf
zwei Gruppen G und H gibt, heiflen diese isomorph und werden geschrieben als G = H.

Fiir eine zyklische Gruppe G gilt:

(G,%) = (Z,+) oder (G,*)=(Z/nZ,+) mit n=|G|.

Ein Automorphismus ist ein Isomorphismus einer Gruppe auf sich selbst. TODO?

9 Ringe und Korper

Ein Ring ist ein Tripel (R,+,-) bestehend aus einer Menge R zusammen mit zwei
zweistellgen Operationen

+:RxXR—R:(g9,h)—g+h ,Addition*

und
- :RxR—R:(g9,h) = g-h ,Multiplikation*

sodass folgende Axiome erfiillt sind:
1. (R,+) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element Op.
2. R zusammen mit der Multiplikation ,,-* erfiillt die Axiome
a. Assoziativgesetz: (g-h)-k=g¢g-(h-k) Vg,h,k € R
b. Existenz eines Neutralen: Alp € R:Vge R:1gp-g=yg
3. Zwei Distributivgesetze: Vg, h,k € R :
a. (9+h)-k=g-k+h-k
b.g-(h+k)=9g-h+g-k
4. Or # 1gr
Ein Ring (R, +, ) heift kommutativ, wenn zudem noch die Multiplikation dem folgenden
Axiom geniigt:
5. Kommutativgesetz: g-h=h-g VYg,h € R
Ein kommutativer Ring (R, +, ) heilt Korper, falls zusitzlich gilt
6. (R\ {Or},-) eine abelsche Gruppe mit 1p

TODO: Unterschied Ring Koérper 9.3

Beispiele:
o Z/nZ ist ein kommutativer Ring.
o Z/pZ ist ein Korper fiir p € P.

9.1 Rechenregeln
Mit Korper K, z,y,z € K und u,v € K \ {0} gilt:

o —(—x)=12

e r+yYy=2z < r=2—Yy

« —(@ty)=-z-y

e 0-x=x-0=0

« (-2)y=xz-(~y)=—(z-y)
¢ (o) () =z
Ca(y—2)=ay—o->
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rH7t =a, fiir 2 #0

L]
—

e z-y=0 < z=yodery=0
czrx=zy 270 = r=y
o .Y _zY
u v u-v
Yy _ TUt+y-u
.%—’_5_ u-v

9.2 Unterringe

Sei (R, +,-) ein Ring und S C R. Dann ist (S, +, ) ein Unterring, wenn folgende Unterringkri-
terien erfillt sind:

1. (S,+) ist eine Untergruppe von (R, +).
2. 1p € S.
3. g,heS = g-helb.

9.3 Unterkorper/Teilkorper

Sei (K, +,-) ein Kérper und L C K. Dann ist L ein Teilkorper/Unterkorper, von K, wenn
folgende Bedingungen erfiillt sind:

l.ghe L = g+h,g-helL.

2.0,1€L.

3.gelL — —ge€ L.

4. g€ L,g#0 = g ' € L.
9.4 Chinesischer Restsatz
9.4.1 Ziel

Sei m,n > 1 und a,b € Z. Finde = € Z:
x=a (mod n)

x=b (mod m)

Beispiele:
x=4 (mod7)
x=2 (mod 6)
Schreibe: t =47, +275=4-14+2-0 (mod 4) =4-0+2-1 (mod 6)
Demnach:
Fiir 7, finde k€ Z:6-k=1 (mod 7) = 6~! =6.
Fiir 79 finde k € Z:7-1=1 (mod 6) = 71 =1.

9.4.2 Definition

Seien myq,...,m, > 1 paarweise teilerfremde Zahlen, r > 1 und a4, ...,a, € Z beliebig. Dann
existiert ein x € Z mit
r=a; (modm;) Vi=1,..r

und je zwei Losungen z, 2’ dieser Kongruenzen erfiillen

,
z=2' (modm), m:=][]m.
i=1
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Beweis. Zunichst wird die Fxistenz bewiesen. Es sei n; := mﬂ =M e s M1 - Myl * e - My
Dann ist ggT(m;,n;) = 1 und nach 8.19 existiert n}, sodass [n}] := [n;]™! € Z/m;Z ist, d.h.
ny-n; =1 (mod m;). Wenn nun x := ajninj + agngni + ... + a;n,n,*, gilt nach Konstruktion
m; | n; fiir i # j und damit ajn;n} =0 (mod m;) und daher

x = anin;  (mod m;) =a; (mod my).
Um die Eindeutigkeit zu zeigen, seien z, 2’ Losungen der Kongruenzen (9.1). Dann gilt = 2/
(mod m;) fiir alle ¢ = 1,...,r und daher auch m; | (z — 2’). Da dies fiir alle i erfiillt ist, gilt auch

m | z, woraus die Behauptung bewiesen ist. O
Beispiel:
x=6 (mod 30)
x=2 (mod7)
Anwendung des chinesischen Restsatzes: Setze m; = m#’:‘? =mgy =7 und my = W#TQ =
mi = 30.
e Bestimme Inverse von n; und ns:
30=4-7+2
7T=3-2+4+1
2=2-140
und Riickeinsetzen:
1=7-3-2
=7-3-30—4-7)
=13-7-3-30
Also 13-7 =1 (mod 30).
e Losung:
xr =aimin] +agngny =a1 - 7-13+a2-30-4=6-7-13+2-4-30.
Demnach:

x =156 (mod 210),

d.h. der néichste Vollmond am Sonntag ist in 156 Tagen und wiederholt sich dann
alle 210 Tage.




10 Korper der komplexen Zahlen

10 Korper der komplexen Zahlen

Motivation: Losung fiir 22 = —1 mit = 4 und 2 = —1. Also: Konstruktion von i, damit
dies erfillt ist.

Man kann den Korper der komplexen Zahlen konstruieren, indem man den Korper R der
reelen Zahlen und die Menge C' := R xR = {(a,b) | a,b € R} betrachtet mit den folgenden
Operationen:

+: Cx(C — C
((a,b), (¢,d)) = (a,b) + (¢, d) := (a +¢,b+d)
und
CxC — C
((a,b),(c,d)) — (a,b) - (¢,d) := (ac — bd, ad + bc).
Also definiert man:
(z,0), zeR:=z
0,1) :=1,

da dann gilt:
i =(0,1)(0,1) = (-1,0) = —1.

Fir z = (z,y) € C gilt:
2= (@,0) + (0, 1)(3,0) = o + .

Auflerdem gilt in C:
(z + iy)(u + iv) = (zu + i2yv) + i(zv + yu) = (zu — yv) + i(zv + yu).
Das multiplikative Inverse von x + 4y ist demnach:

1y

. x
u—i—w—x2+y2 _acQ—i—yQ'

10.1 Operationen
1. Betragsfunktionen:
|-]: C — Rso
x4y /22 + 2
2. Komplexe Konjugation:
C —» C
z=x 4y — 2= —1y.
3. Realteil:

Re: C — R
r+iy— .

4. Imaginéarteil:

Im: C — R
THiy— g
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10.2 Geometrische Deutung
10.2.1 Graph von z

Mit z = x4+ yi = 4 + 5i:

6i
4+ 51
51 | °
4 |
3i | |
Im(z) =5
2 1 l
i |
Re(z) =4 1
1 1 2 3 4

10.2.2 Vektoraddition

Mit z=2z+yi=1+3iundw=u+vi=44+2iund 2 +w =5+ 5i:

6i -
. Z+w
ot A
4i |
3| oz
2% | w
Z',,

1 1 2 3 4 5
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10.2.3 Betrag

Mit z = x + iy = 4 + 5i, entspricht der Betrag |2| = /22 + 32 = V42 + 52 = 6.4 = r der
euklidischen Lange des Vektors z:
67 5
] 44-51
ot |
4i |
3i | . |
Im(z)=5"
20t i
i] |
Re(z) =4 1
-1 1 2 3 1 5
—; |
10.2.4 Einheitskreis
z = cos(ar) + isin(a)
TODO. Tikz weird af
Euler-Formel: '
C 3 e = cos(a) + isin(a)
mit o als Winkel im Bogenma$f, sowie
e =1, VYacR.
10.2.5 Polarkoordinaten
Mit dem Punkt 2’ = é gilt:
. z / io

2|
Polarkoordinatendarstellung: z = r - ¢® = r(cos(a) + i sin(a))

TODO: Tikz Darstellung der Multiplikation

!

(r-e®)(r' - e) =r-r'(cos(a) + isin(a))(cos(a’) + isin(a’))

; /
=1r. 7,,/ . ez(a"’_a)
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10.3 Gleichungen in C
10.3.1 Lineare Gleichung
Finde z € C mit u,v € C und u # 0:
uz +v =0
= z=—u"ltw
Ist u=a+ib und v = ¢+ id mit a,b,c,d € R, dann ist

Zi_gi_c—l—id a—ib  (ac+bd) —i(bc—ad)  ac+bd

be — ad

u a+ib a—ib a? + b2 T a2+ p?

10.3.2 Quadratische Gleichungen

Finde z € C mit Koeffizienten a,b,c € R, a # 0, sodass

az’4+bz4+c=0

b
= a(22+f‘z+i):0
a a

b b2 b2 c
<:>a7£02 e oz -z =
Z+a Z+4a2 4a?2 a

4a?
RN
’ 4a? 2a
—b+ b2 — 4ac
- 2a
—%GR, wenn A =0
g = %@ER, wenn A > 0
%@:%ii@, wenn A < 0

10.3.3 Einheitswurzeln

Sei0# w=r1r-€¢cCund n € N. Finde z € C mit

z = Ww.

+ZCLQ—i-bQ

Polarkoordinatendarstellung: Betrag und Argument von 2" gleich r und a. Sei z = s - €,

dann sucht man (s, 8), sodass

Zn:Sn_ez(nB):,r'eza:w

also s = r und nf = o + 27k mit k € Z. Also: s = {/r und ﬁk%m mit Kk =0,...,n —

gibt also n Losungen z, = /7 - ePk k=0,.,n—1.

. Es
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11 Polynomringe

Sei R ein kommutativer Ring.
1. Ein Polynom iiber dem Ring R in der Unbestimmten X ist ein Ausdruck der Form

n
f=f(z)=a,X" Fap X" 4 X = ZaiXi
i=0

mit n € N und Koeffizienten o; € R, ¢ =0, ...,n. Genauer ist «; der Koeffizient
von f zum Grad . Ist a,, = 1, so nennt man das Polynom f normiert.

2. Ist ay, # 0, so ist n der Grad grad(f) des Polynoms f. Man definiert den Grad des
Nullpolynoms f = 0 als grad(0) = —oc.

3. Ist grad(f) = 2, dann nennt man f(X) = a2 X? + a1 X + ag auch quadratische
Polynome. Ist grad(f) = 1, dann spricht man auch von linearen Polynomen
f(X)=a1X + ap, und fiir grad(f) = 0 von den konstanten Polynomen f(X) =
Q.

Ein Polynomring R[X] ist dann die Menge aller Polynome in der Unbestimmten X mit
Koeffizienten in einem Ring R, weshalb dieser auch die Ringaxiome erfiillt.

R[X] besitzt die folgenden Operationen:

(Z aiXi) + (Z 5iXi) = (i +B)X"

1€EN ieN 1€eN

(z X) . (z @.Xz-) 5 ( > (ww)

1€N €N 1€EN \k+l=i

Fir f,g € R[X] gilt:
grad(f + g) < max(grad(f), grad(g))

grad(f - g) < grad(f) + grad(g)
Ist R = K ein Korper, so gilt sogar:

grad(f - g) = grad(f) + grad(g)

11.1 Polynomdivision

Von nun an ist R = K ein beliebiger Korper.

Seien f,g € K[X] und g # 0 Polynome mit Koeffizienten in K. Dann existieren eindeutig
bestimmte Polynome ¢, € K[X]| mit

f=q-g+r mitgrad(r) < grad(g).

Man nennt g den Quotienten und » den Rest der Division von f durch g.
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Beispiel:
2 1 —3X+73
4 3 . 2 _ 1vy2 3 9
( X4+2X o X +2)+(3x2-1) =1x +H3X 5+ e
— % +1Xx
2X3+1X? - X
—2X° +2X
IX2-1X +2
_iXQ +l
3 9
1 19
—ix+ ¥

Mit f,g € K[X], definiert man ¢ teilt f oder g ist ein Teiler von f, wenn
gl f <= JqeK[X]:f=9g-q

Falls g kein Teiler von f ist, so schreibt man gt f.

Beispiel: Das Polynom X + 1 ist ein teiler von X2 — 1 in R[z], da

X2-1=X+DX-1)=X2-X+X-1.

Ein Polynom f € K[X] heifit reduzibel, wenn es nicht-konstante Polynome g, h € K[X] gibt,
sodass f = g - h gilt. Andernfalls heifit f irreduzibel.

Beispiel: X2 +1 ist irreduzibel in R[X], aber reduzibel in C[z], da X2+1 = (X —i)(X +1)
gilt.

11.2 Euklidischer Algorithmus

Ein Polynom p € K[X] ist gemeinsamer Teiler von Polynomen f, g € K[X], wenn p ein Teiler
von f und ein Teiler von ¢ ist. Wir nennen

p=ggT(f,g)

einen grof3iten gemeinsamen Teiler von f und g, falls p durch jeden gemeinsamen Teiler
von f und g teilbar ist. Man nennt p den normierten grofiten gemeinsamen Teiler, wenn
p = ggT(f, g) normiert ist.

Seien f,g € K[X], g # 0 und grad(f) > grad(g). Setze man 9 = f und r; = ¢g und berechne fiir
j = 0,1, ... die Division von r; durch 711 mit Rest ;12 bis rj;2 = 0 gilt, d.h. finde ¢; € K[X]
so, dass

rj = ¢qjTj+1 +rj+2  (mit 0 < grad(rji2) < grad(rjy1))
erfillt ist. Ist n = j + 1 € N gefunden mit 7,41 = 0, dann gilt r, = ggT(f, g).

TODO: Beispiel

Jedes nicht-konstante Polynom f € K[X] ldsst sich als Produkt irreduzible Polynome aus K[X]
darstellen. Diese Darstellung ist bis auf die Reihenfolge und die Multiplikation mit konstanten
Polynomen eindeutig.
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11.3 Nullstellen von Polynomen

Ist f € K[X] ein Polynom mit Nullstelle 2o € K, d.h. f(z¢) = 0, so ist das Polynom (auch
Linearfaktor genannt) g(X) = (X = z¢) ein Teiler von f.

Sei 0 # f € K[X], dann besitzt f nur endlich viele paarweise verschiedenen Nullstellen a, ..., a, €
K, wobei r < grad(f) gilt. Weiter existieren nq,...,n, € N5g sowie ein Polynom g € K[X] ohne
Nullstellen in K mit

f=TIx =a)™ g
i1

Dabei sind die Exponenten n; sowie das Polynom g eindeutig durch f bestimmt. Wir nennen n;
die Vielfachheit der Nullstelle a;.

11.3.1 Anzahl der Nullstellen
Ein Polynom f € K[X] vom Grad grad(f) = n > 0 hat hochstens n Nullstellen.

11.3.2 Fundamentalsatz der Algebra

Jedes Polynom f € C[X] zerféllt in Linearfaktoren, d.h. es ldsst sich als Produkt von Linearfak-
toren schreiben.

12 Vektorraume

1. Ein K-Vektorraum ist eine Menge V', auf der eine (innere) Verkniipfung

+: VxV =V
(u,v) +— u+w

und eine skalare Multiplikation (duflere Verkniipfung)

KxV — V
(Av) = Ao

definiert sind, sodass folgende Vektorraumaxiome erfiillt sind:
1. (V,+) ist eine abelsche Gruppe
2. Assoziativgesetz: YA,y € KANveV:A(y-v)= A7)
3. Neutrales Element: Vv eV :1-v=v
4. Distributivgesetze:
L.V Ae KAu,veVid-(u+v)=X-u+A-v
2.VAyeKAueV :(A+y) - u=Xu+vy-u
2. Die Elemente von V heiflen Vektoren und die Elemente in K Skalare. Das neutrale
Element der Gruppe (V,+) nennt man den Nullvektor 0.
3. Fir K = R spricht man von einem reelen Vektorraum und fiir K = C von einem
komplexen Vektorraum.
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Beispiele:

1. R™: n-dimensionaler euklidischer Raum, welcher alle n-Tupel der reelen Zahlen
enthélt. R? ist entsprechend der klassische zweidimensionale Raum mit Vektor
(z,y)"; analog R® mit Vektor (z,y,z)". R™ ist erweiterbar zu C" und enthilt
entsprechend zusatzlich die komplexen Zahlen.

2. Funktionenrdume: Die Menge aller K-wertigen Abbildungen Abb(X, K) ={f: X —
K}. Dann gilt:

(f+9)(x) = f(z) +g(x), VzelX,
A-f)lx) =X f(z), VrelX.

3. Der Polynomring K[X] tiber einem Koérper K ist ein K-Vektorraum. Die Ringeigen-
schaften von K[X] liefern eine Addition, die man als Vektoraddition interpretieren
kann. Die skalare Multiplikation mit A € K lasst sich als Multiplikation in K[X] defi-
nieren, indem man den Skalar A als konstantes Polynom mit dem Wert X identifiziert
(d.h. als Polynom AX? = )\ € K[X]).

12.1 Unterraume

12.1.1 Untervektorraum

Mit dem K-Vektorraum V und U C V ist U ein K-Untervektorraum von V, wenn
folgende Axiome erfiillt sind:

1. U#0

2. u,vell = wu+velU

.uelU Ne K = JXuelU
Kurz spricht man auch von einem Unterraum U von V.

Beispiele:
1. Jeder K-Vektorraum V hat die trivialen Unterrdume {0} und V.
2. Die Menge aller Polynome vom Grad kleiner gleich n € N

K[X]<n = {f € K[X] | grad(f) < n}

ist ein Unterraum von K[X]. Die Addition und Multiplikation kénnen jeweils den
Grad nicht gehéren und der Raum ist somit abgeschlossen.

12.2 Familie von Vektoren

Eine Familie ist eine geordnete Ansammlung von Elementen. TODO: Mehr.

Mit der Familie von Untervektorraumen von V' namens (U;);er ist auch

ﬂ U; ein Untervektorraum von V.
i€l

TODO: (Generell) TikZ aus Gekritzel?
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12.3 Lineare Hiille

Mit der Familie von Vektoren in V' F = (v;);er ist eine Linearkombination von F (oder
iber F) ein Element der Form

Z Aiv; €V, wobei \; € K und \; # 0 fiir hochstes endlich viele i € I.
i€l

Die Menge aller Linearkombinationen von F in V wird als Erzeugnis (lineare Hiille,
Spann) von F bezeichnet und mit

Lin(F) = Lin((v;)ier) = {fu € V | v ist Linearkombination iiber ]-"}

notiert. Dabei nennt man F = (v;);es ein Erzeugendensystem von Lin(F). Es gilt
aulerdem Lin() = {0}.

Eine Linearkombination von einer Familie von Vektoren F = (v1,...,v,) in V ist ein Element
der Form

Lin(F) = Lin(vy, ..., v,) = {Z AiU;

1=1

)\iEK,iEI}.

Beispiele:

1. Die lineare Hiille der n Koordinateneinheitsvektoren (Basisvektoren) von R ist
gerade wieder R".

2. Die lineare Hiille von den Vektoren (1,2)", (3,6)" und (—2,—4)7 ist die Gerade
{F|7=1(1,2)",t € R} da diese Gerade durch jeden Vektor verlduft (bzw. Ergebnis
einer Linearkombination ist).

3. Ist V ein R-Vektorraum R3 und F = (v, v2) mit v; = (1,1,0) und ve = (1,0,0) in
R3, gilt

Lin(]—") = Lin(vl,vg) = {()\1 + AQ,)\l,O) ’ )\1,)\2 € R} = {( /1, /2,0) | )\/1,)\I2 (S R}
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Visualisierung in R?. Zuerst mit @ = (0,1,1)" und ¥ = (1,0,1) :

10|

—10 [

o , y
+ 5

Es entsteht ein linearkombinierter Vektor (in diesem Fall k = 3@ + 37 = (3,3,6) 7). Durch

diesen Vektor lasst sich entsprechend jeglicher Punkt auf der entstandenen Ebene (=

lineare Hiille) bestimmen. Nun kommt ein dritter Vektor @ = (0,0, 1) hinzu:

w dient nun also als ,,Veschiebungs“-Vektor, welcher die Ebene in z-Richtung verschieben
kann (im Bild mit Faktor —8). Damit ergibt sich, dass die lineare Hiille der drei Vektoren
nun den ganzen Raum R umfasst.

Ist F = (v;)ier eine Familie von Vektoren in V, dann ist Lin(F) ein Untervektorraum von V'
und es gilt
Vi € I :v; € Lin(F).

Ist F = (v;)ier eine Familie von Vektoren in V und M = {v; | i € I} die Menge der Vektoren
aus F, dann gilt
Lin(F) = N U.

McUCV
U Unterraum von V'
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Existiert fiir einen Unterraum U C V eine Familie von Vektoren F = (v;);er, sodass U = Lin(F)
gilt, dann nennt man F ein Erzeugendensystem von U, bzw. U wird von F erzeugt. Ist F
endlich, so ist U endlich erzeugt (von F).

12.4 Lineare Unabhingigkeit

1. Eine Familie F = (v;)ier in V heifit genau dann linear abhingig, wenn eine
Linearkombination mit mindestens einem Koeffizienten ungleich 0 existiert, sodass
mit J C I gilt

D Aivi =0, FeJ: A0
ieJ

2. Dieselbe Familie F heiffit genau dann linear unabhingig, wenn diese nicht linear
abhéngig ist - also wenn jede Darstellung der 0 mittels einer Linearkombination
ausschliellich triviale Koeffizienten besitzt:

D Aivi=0 = VieJ:)\=0.
edJ

3. Dieselbe Familie F ist aulerdem ganau dann linear unabhéngig, wenn sich jeder
Vektor v € Lin(F) in eindeutiger Weise als Linearkombination aus Vektoren von F
schreiben l&sst.

Beispiele bzw. vereinfachte Erklarung:

1. Eine Vektorfamilie ist linear abhéngig, wenn mindestens ein Vektor bereits durch
eine Linearkombination eines oder mehrerer anderen Vektoren der Familie ersetzt
werden konnte (er ist also redundant fiir den linearen Spann). Das heifit der lineare
Spann verdndert sich nicht, wenn man diesen Vektor entfernen wiirde.

2. Wenn hingegen jeder Vektor tatsachlich eine neue Dimension zum linearen Spann
hinzufiigt, ist die Vektorfamilie linear unabhingig.




12  Vektorrdume

40

Visualisierung in R3.

Hiille):

1. Mit linear abhingigen Vektoren @ = (0,1,1)", ¥ = (1,0,1)T und @ = (2,0,2)"
entsteht ein zweidimensionaler Spann, da w durch 2¢ ersetzt werden kann:

2. Mit linear unabhingigen Vektoren # = (0,1,1)", ¥ = (1,0,1) " und @ = (0,0,1)"
entsteht ein dreidimensionaler Spann, da keiner der Vektoren durch eine Linear-
kombination anderer Vektoren dargestellt werden kann (siche auch Kapitel Lineare

12.5 Basis

Eine Basis B fiir V ist ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem fiir V', d.h. es gilt

Lin(B)=V A B ist linear unabhéngig.

Sie ist also eine Familie an linear unabhéngigen Vektoren, die einen Raum aufspannen.
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Beispiele:
1. Die Koordinateneinheitsvektoren e; = (1,0,...,0)", es = (0,1,0,...,0)T bis e, =
(0,0,0,...,1) " sind eine Basis des n-dimensionalen Raumes R"
2. Die Monome 1,z,22, 23, ... bilden eine Basis des unendlichdimensionalen Raumes

aller Polynome.

Eigenschaften:

1. Aus jedem endlichen Erzeugendensystem eines Vektorraums kann man eine Basis auswéhlen.
2. Jeder endlich erzeugte Vektorraum hat eine endliche Basis.

3. Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.

4. Hat V eine endliche Basis von n Vektoren, so hat jede Basis von V' genau n Vektoren.

5. Jede linear unabhéngige Familie von n = dim(V') Vektoren ist eine Basis von V.

TODO: 11.247

12.5.1 Steinitzsches Austauschlemma

Mit der endlichen Basis B = (by,...,b,) von V und V' 3 b # 0 existiert i € {1,...,n}, sodass
B = (by,...,bi—1,b,b;11, ..., b,) eine Basis von V ist.

12.5.2 Steinitzscher Austauschsatz

Mit der endlichen Basis B = (b, ..., by) von V und der linear unabhéngigen Familie F = (b}, ..., b))
ist m < n und es gibt J C {1,...,n} derart, sodass man nach Austausch von (b;);c; gegen F
wieder eine Basis von V' erhalt.

12.6 Dimension

Die Dimension dimg (V') eines Vektorraums V' entspricht der Anzahl der Vektoren einer
Basis von V, sofern diese endlich ist, und dimg (V') = oo, wenn es keine endliche Basis von
V gibt. Wenn aus dem Kontext klar wird, iiber welchem Korper der Vektorraum gebildet
ist, dann schreibt man auch dim(V') = dimg (V).

Zusammenfassend gilt:

V ist n-dimensional
<= Je n linear unabhéngige Vektoren bilden eine Basis.
<= Eine (und damit jede) Basis hat n Elemente.
<= Es gibt n linear unabhéngige Vektoren mit V' = Lin(vy, ..., v,).
<= Es gibt n linear unabhingige Vektoren, aber jeweils n + 1 Vektoren sind linear abhéngig.

Beispiele:
1. dimg(K™) =
2. dimg(R) =1, 1mQ(R) 00.
3. dimg(C) = 2.

13 Lineare Abbildungen

TUDU.
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14 Matrizen

TUDU.

14.1 Blockmatrizen

Eine m x n-Blockmatrix M iiber K mit Blocken (Untermatrizen) A;; € K™*™ firi=1,...,k
und j =1,...,1, sodass my + ... + mp = m und ni + ... + n; = n ist, ist ein rechteckiges Schema
der Form

All A12 “ .. A]_l

A21 A22 P AQl «
M= . ) .| e K™

Akl Ak‘Z PN Akl

Beispiel:

A B
nxn _
K BM—<C D)

TODO: Elemente klassifizieren

Mit
A B
nXn _
w2 2)
und
!/ /
K" "> M = <él, g,)
gilt
MM — A B\ (A B\ [(AA+BC'" AB + BD'
~\¢c D)\c D) \CA+DC" CB +DD
Mit

K™ "5 M= <é g)
und A € K™*" und C = 0 gilt:
M ist invertierbar <= A und D sind invertierbar.
Ist dies der Fall, dann ist

A"l —A-1BD!
-1 _
M _< 0 D1 )

A B

Die Menge aller invertierbaren Matrizen der Form GL(n, K) 3 ( 0 D

) mit A, B, D wie zuvor

ist eine Untergruppe von GL(n, K).
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Sei A € K™ eine (obere) Dreiecksmatrix, d.h.
A =(a;j)i; =1,...,nund a;; =0 fir ¢ > j.

Genau dann ist A invertierbar, wenn alle a;; # 0,7 = 1, ..., n sind.

Explizit geschrieben wird eine solche Matrix wie folgt:

aip aig ... A1n
0 a2 ... Q2p

A p—
0 ... 0 amn

Da A invertirebar ist genau dann, wenn A" invertierbar ist, gilt die Aussage des vorigen Korollars
auch fiir eine (untere) Dreiecksmatrix, also der Transponierten der oberen Dreiecksmatrix.

Eine Diagonalmatrix D = diag(di1, ..., dn,) € K™*™ ist genau dann invertierbar, wenn d;; # 0
fir alle i = 1,...,n gilt. In diesem Fall ist

D1 = diag()

TUDU: REST

TODO: Liickenhaft

14.2 Elementare Zeilen- und Spaltenoperationen

Eine Matrix A € K™*" besitzt Zeilenstufenform, wenn A folgende Form hat:

0 ... 0 arj;, * ... x x %
0O ... 0 0 0O ... 0 a5, *

A=10 ... 0 0 O ... 0 0 O ... 0 ap * ... *
0 0 0 O 0 0 O 0 0 O 0
o...o0 o o0..0 O O..0 O O0..0

wobei j1 < j2 < ... < jr und 0 # ay;, € K fiir k = 1,...,7 gilt und * fiir ein beliebiges Element
in K steht. Die Eintrdge ayj,, ..., a,j, sind die Pivoteintrige. Man sagt, dass A normierte
Zeilenstufenform hat, wenn sie Zeilenstufenform mit Pivoteintragen a1, = ... = a,j, = 1
besitzt.

Mit der Matrix a € K™*™ mit Zeilenvektoren z1, ..., 2z, € K'*™. Man unterscheidet drei Typen
von elementaren Zeilenoperationen der Matrix A:
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1. Addition des A-fachen der j-ten Zeile zur i-ten Zeile wobei i # j und A € K:

21 21

Zi 2 + Azj
Zngit| L~ :

Zj Zj

Zm Zm

2. Vertauschen der ¢-ten mit der j-ten Zeile:

<1 <1

Zi Zj
Zl'J : —

Zj Z

Zm Zm

3. Multiplikation der i-ten Zeile von A mit 0 # A € K:

Dieselben Regeln gelten analog auch fiir Spaltenvektoren und Spaltenoperationen.

Mit der Matrix A € K™*" gelten folgende Aussagen:

1. Man kann A durch endlich viele elementaren Zeilenoperationen vom Typ (i) und (ii) in

Zeilenstufenform bringen.
2. Beistzt A Zeilenstufenform, so kann man A durch endlichviele elementaren Zeilenoperationen

vom Typ (iii) in normierte Zeilenstufenform bringen.

14.3 Gauflsches Eliminationsverfahren

Sei 0 £ A € Km*n,

1. Finde die kleinste Zahl 0 < j; < n, sodass die ji-te Spalte von A keine Nullspalte ist.
2. Wiéhle 0 < 41 < m mit a;,5, # 0 und vertausche die i;-te und die 1-te Zeile, d.h. wende
Zy;, auf A an. Die so erhaltene Matrix B = Z;;, (A) hat die Form

0 ... 0 agj * ... *
0O ... 0 * kL., %
B = (bij) = | . . )
0O ... 0 * * ... %

wobei ,,x* fiir ein beliebiges Element in K steht.
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3. Fir ¢ =2, ...,m addiere man das —ab_i#—fache der ersten Zeile zur i-ten Zeile, d.h. wende
2171

Zy;1,; mit A = ——L fiir ¢ = 2,...,m sukzessive an. Dadurch ergibt sich eine Matrix

s .

C = (Zx,:1,m 00 Zxy1,2)(B) der Form

0 ... 0 ajy * ... x

0 ... 0 0
Ctep=|. L L

0 ... 0 0 o ... o

wobei ,x“ fiir das gleiche Element wie in der Matrix B steht und TODO fiir ein beliebiges
Element in K steht. Damit hat man fiir die erste Zeile den gewiinschten Zustand erreicht.
4. Wiederhole Algorithmus auf D = (c(;,);)i=1,...,m—1;j=1,....n an.

TODO: Beispiel Algorithmus Treppenform

Sei A € K™*™ eine Matrix in Zeilenstufenform mit r Pivotspalten. Dann kann A mittels endlich
vieler elementarer Spaltenoperationen vom Typ (i) und vom Typ (ii) auf folgende Gestalt bringen

(5)

wobei D eine r x r-Diagonalmatrix ist. Durch Spaltenoperationen vom Typ (iii) erreicht man
weiter, dass D = F,. gilt.
14.4 Elementarmatrizen

Die elementaren Zeilenoperationen lassen sich als Matrix-Matrix Produkte mit sogenannten
Elementarmatrizen auffassen.

1. Es gilt:
1 0 0
0
1 A
Zxij(A) = - A
1
.0
0 0 1
::Em;)\z-j,iEKmxm
2. Es gilt:
1 0 0
0
0 1
Zij(A) =
1 0
0
0 0 1
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3. Es gilt:
1 0 0
0
1
Z)\;i(A): A
1

0

0 0 1

=B, €KX

(TUDU: nicht ganz fertig)

Die elementaren Spaltenoperationen lassen sich auch als Matrix-Matrix Produkte mit Ele-
mentarmatrizen auffassen. Operationen der Spalten erfordern die Multiplikation mit Matrizen
vonrechts, anstatt von links. Sei B € K™*", dann gilt:

1. SA717]<B) =B. En;)\;i,j
2. Sij (B) =B- En;i,j
3. Sxi(B) = B En

Sei A € K"™*™. Dann gelten folgende Aussagen:

1. Es gibt Elementarmatrizen Si, ..., S € K™*™, sodass
Sp...51- A

normierte Zeilenstufenform besitzt.
2. Besitzt A Zeilenstufenform mit r Pivotspalten, so gibt es Elementarmatrizen 711, ...,7; €

K™ mit
E. 0

3. Es gibt Elementarmatrizen Si, ..., S € K™*™ und 11, ...,T; € K™*" mit

E. 0
Sk...Sl-A-Tl...ﬂ_<O 0)
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Beispiel: Bestimmen der Matrizen .S und 7.

(1 -1 1 o
A‘<1 0 —1)6@

Nun fiithrt man folgende Schritte durch:

TUDU

15 Der Rang einer Matrix
Sei A € K™*™.
1. Der Spaltenraum von A ist der durch die Spalten s1, ..., s, von A erzeugte Unter-
vektorraum Lin(sy, ..., s,) von K™.
2. Der Spaltenrang von A ist die Dimension des Spaltenraums von A:
rankg(A) = dim(Lin(sq, ..., sp))
Beispiele:

1. Der Spaltenrang der Einheitsmatrix in K™ ist rankgF,, = n. Allgemeiner gilt

rank (Er 0> r
s =T
0 O

1 3 3 1 3\ (3 1 3
2. Mit der Matrix |2 6 2| gilt Lin = 2 6 2 = Lin 2 2 TU-
3 91 3/ \9 1 3 1

DU: Gekritzel

Mit Matrix A € K™*™ mit Spalten sq, ..., 8, und @4 : K™ — K™ v +— Av gilt

im(¢4) = Lin(sy,...,s8,) und dim(im(p4)) = rankg(A)

Mit Matrix A € K™*" gilt:

1. Ist T € K™ " invertierbar, so gilt rankg(AT') = rankg(A).
2. Ist S € K™ ™ invertierbar, so gilt rankg(SA) = rankg(A).
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Mit Matrix A € K™*™ und r € N sind folgende Aussagen dquivalent:

1. rankg(A) = r.
2. Es existieren Elementarmatrizen Si,...,Sg € K™*™ und T1,...,T71 € K™*" mit

E. 0
Sk...Sl-A-Tl...Tl_<O 0)

Sei A € K"™*™. Dann gilt:

1. Der Zeilenraum von A ist der durch die Zeilen z1, ..., 2z, von A erzeugte Untervektorraum
Lin(z1, ..., 2m) von K.
2. Der Zeilenrang von A ist die Dimension des Zeilenraums von A:

rankz(A) = dim(Lin(z1, ..., 2m))-

Sei A € K™*™. Dann stimmen Zeilen- und Spaltenrang der Matrix A {iberein und man bezeichnet

diesen als Rang von A:
rank(A) = rankz(A) = rankg(A).

Fiir eine Matrix A € K™*™ sind folgende Aussagen dquivalent:

Die Spalten von A bilden eine Basis des K™.

Die Zeilen von A bilden eine Basis des K™.

Es gilt rank(A) = n.

A ist ein Produkt von Elementarmatrizen.

A ist invertierbar. Insbesondere wird die Gruppe GL(n, K) von den Elementarmatrizen
erzeugt.

U W



15 Der Rang einer Matrix

49

Beispiel: Bestimmen dse Inversen zu

0
A=|-1
1

oS = O

1
0] e @3*3.
1

Dazu bildet man das Tupel (A, E3): TUDU: Annotationen

0 0 1 1 0 0 1 01 0 01
-1 1 0],]0 1 O ~ -1 1 0],]0 1 0
1 01 0 01 0 0 1 1 0 0
1 00 -1 0 1
~ -1 1 0,10 10
0 0 1 1 00
1 0 0 -1 0 1
s 01 0,]-1 11
0 01 1 00
Damit erhalt man
-1 0 1
Al=]1-111
1 00

16 Lineare Gleichungssysteme

Ein lineares Gleichungssystem tber K in den Variablen x1, ..., z, ist ein Gleichungs-
system der Form

a1z + ... + a1y, = by,

Am1T1 + .. + AmnTn = by,

mit Koeffizienten a;j,b; € K. Man nennt das Gleichungssytem homogen, falls b1 = ... =
bm = 0 gilt, und sonst nennt man es inhomogen.

Eine Losung des Gleichungssystems ist ein Vektor u € K", der alle Gleichungen erfiillt.
Das System heifit 16sbar, wenn eine Lésung existiert.
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