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1 Erginzungen zur elementaren Zahlentheorie

1.1 Teiler, Vielfaches
Sei a,b € Z, b# 0. b heifit Teiler von A (b |a) <= g€ Z:a = qb.

6|24
110
615

1.2 Division mit Rest
Sei a,b € Z, b# 0. Es gibt eindeitig bestimmbare ¢,r € Z mit

l.a=qgb+r
2. 0<r<|b.

Bemerkung

q heifit Quotient, r heifit Rest.

Beweis

Beweis. Folgerung aus Fundamentalsatz der Arithmetik. Siehe Mathe 2. Q.E.D.

Beispiel

1l.a=22,b=5
22 (divs)=4, 22 (mod5)=2
2. a=-22,b=5
—22 (div5)= -5, —22 (mod5)=3
3. Fira e Rund b € Z gilt mit ¢ € Z und r € R gilt z.B.:

8 8 9
_ S o1 S _9.14°
“=3 — 3 *3

1.3 Zyklische Strukturen in Planetenbewegungen

Fir die langfristige Stabilitdt der Planetenbewegungen sind Konjunktions- und Oppostionsstel-
lungen von Bedeutung:
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Visualisation

S P P P S Py
Konjunktion der Planeten Py, P>: Von Opposition von Py, P»: Die gravitativen
Py, P> geht gemeinsam grofit mogliche Kréafte von Py, P> gleichen sich einiger-
gravitative Kraft aus. maflen aus.

Saturn und Jupiter sind mit Abstand die beiden massereichsten Planeten des Sonnensystems.
Stehen Jupiter und Saturn in Konjunktion, so vollzieht sich eine Ausgleichgsbewegung, bei der
die Sonne um ihren eigenen Durchmesser aus dem Baryzentrum wandert. Insgesamt sind die
Konjunktionstermine aller Planeten so verteilt, dass das Sonnensystem stabil bleibt.

Betrachte exemplarisch Venus und Erde. Es gilt:
8 Erdjahre ~ 13 Venusjahre.

Genauer: 8 : 13,0042. Abweichung von 8 : 13 um ca. 0.032. Nehme zunéchst an, dass das
Verhéltnis von & : 13 exakt ist. In 8 Jahren tiberholt die Venus die Erde fiinfmal.

= In 8 Jahren finden 5 Konjunktionen zwischen Venus und Erde statt.

—> Findet zum Zeitpunkt ¢ = 0 eine Konjunktion statt, so findet nach % = 1% Jahren die
nichste Konjunktion statt. In % Erdjahren finden % = 2% Venusjahre statt. Beide Planeten
befinden sich demzufolge bei % ihrer Umlaufbahn:

Visualisation
Positionen der Erde zu Konjunktionsterminen mit Venus (chronologisch verbunden).
0
4 1
5 5
3 2
5 5
0 +% (mod 1)\ § +§ (mod 1) 1 —l—% (mod 1) é +§ (mod 1) 2 +% (mod 1)\ 0
"5 5 5 5 '

Man kann bei allen Zahlen den Nenner weglassen und stattdessen mod 5 rechnen. Es ist aulerdem
8 =3 (mod 5).
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+3  (mod 5) 43  (mod 5) +3  (mod 5) +3 (mod 5)\ 9 +3  (mod 5)

0 3 1 4 0

Die Abfolge der Konjunktion wird demnach durch die zyklische Gruppe (3) beschrieben, 3 €
(Zs,®), vgl. Mathe 2.

Bemerkung

Das Pentagramm entstiinde bei einem exakten Verhaltnis von 8 : 13. Tatséchliche Figur:

A

1.4 Grofite/kleinste gemeinsame Teiler

Seien azy, ..., a, € Z.

1. Ist mindestens ein a; # 0, so ist der grofite gemeinsame Teiler die gréfite natiirliche Zahl,
die alle a; teilt. Schreibweise: ggT(ay, ..., a,)

2. Sind alle a; # 0, so ist das kleinste gemeinsame Vielfache die kleinste natiirliche Zahl, die
von allen a; geteilt wird. Schreibweise: kgV (a1, ..., a,).

3. Ist ggT(ai,...,a,) = 1, so heiBen ai, ..., a, teilerfremd. Ist ggT(a;, a;) =1 Vi # 7, so heiflen
ai, ..., a, paarweise teilerfremd.

Im 3. Punkt stérkere Bedingung: ggT(3,7,9) = 1, aber ggT(3,9) = 3

1.5 Euklidischer Algorithmus zur Berechnung des ggT

1.5.1 Herleitung

Zu zeigen: Seien ¢q,v,w € Z, v # 0. Dann:

tlvAt|w < t|vAt|qu+tw
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Beweis. Der vorigen Aussage.

=: t|vAt|w = Jki,ke €Z:v=tk, w=kat
= qu+ w = qtkl + tho = t(qgk1 + k2) = t|qu+w
—_———
€z
—: t|vAt|qut+w = Tk1,ke €Z:v=kit, qu+w = kot
= w=kyt—qu=tka—qk1) = t|w
———

€z
Q.E.D.

Es folgt ggT(v, w) = ggT(v,q + v + w). damit lasst sich der euklidische Algorithmus formulieren.
Seien a,b € Z, b # 0, bta. Frage: Wie findet man ggT(a,b)?

Idee: Verwende Division mit Rest und

ag=a,a; =b

ap = qiai1 + ag lag| < |ai]
a1 = qeaz + as laz| < |asz]
Ap—1 = qnap + 0 , |CLn| < |an*1|

erstmals Rest 0

Es folgt:

ggT(a,b) = ggT(a1,a0) = ggT (a1, qra1 + az)
= ggT(a1,a2) = ggT(az, g2az + az)
————

= ggT(az,as3) =ay

= ggT(an—ly an) = Gn
~——

dnQn

1.6 Euklidischer Algorithmus

Eingabe: a,b€Z, nicht beide =0
if b=0 then y=lal endif
if bla then y=|bl| endif
if b#0 and bfa then
X =a, y =>»>,
while (x mod y)#0 do
r=(x mod y), x=y, y=r
endwhile
endif
Ausgabe: y (=ggT(a,b))

Beispiel

EA mit a = 48 und b = —30:
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X y r

48 -30 18

30 18 6

18 6 0

Damit ist der grofite gemeinsame Teiler mit 6 gefunden.

1.7 Satz von Méziriac
a,b € Z, nicht beide =0 = 3s,t € Z : ggT(a,b) = sa + tb

Beweis

Beweis.

b=0: ggT(a,b)=]|a|=sa+0b, s=sgn(a)
b#0,bla: ggT(a,b)=|bl=0a+tbh, t=-sgn(b)
b#0, bta: ap:=a,a1:=b = EA = ggT(a,b)=a,, n>2
Zeige mit vollst. Induktion: ds;,t; € Z : a; = sjap +tja1 Vj=0,.,n

Q.E.D.

1.8 Erweiterter Euklidischer Algorithmus (EEA)
Dient der Berechnung von s,t im Satz des Méziriac.

Eingabe: a,b&€Z, nicht beide =0
if b=0 then y=lal, t=0
if a>0 then s=1 else s=-1 endif
endif
if bla then y=|bl, s=0
if b>0 then t=1 else t=-1 endif
endif
if b#0 and bfa then x=a, y=b
81=1, 82=0
t1=0, t2=1
while (x mod y)#O0 do
q=(x div y), r=(x mod y)
s=(s1-qs2), t=ti-qty
S§1=82, S2=8

t1=to, to=t
X=y, y=r
endwhile
endif

Ausgabe y (=ggT(a,b)), s,t (y=sa+tb)
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a =48, b= -30
x Y S1 S22 s t1 ta t ¢ r
48 -30 1 O / o 1 / / /
30 18 0 1 1 1 1 1 -1 18
18 6 / / 2 / / 3 -2 6

— gaT(48,—-30) = 6 =248 + 4. (—30)

Bemerkung

Darstellung des ggT nicht eindeutig, z.B. ist auch ggT(48, —38) =6 =748 4+ 11 - (—30)

1.9 Die Gruppe (Z;,®)
Ist (Zf,®) eine Gruppe? (Z,,®)

e ist abgeschlossen: a,b € Z,, — a©®be Z,

e ist assoziativ

e Dbesitzt Neutralelement: a ©1 =10a=a Va € Z,

e enthélt im Allgemeinen keine Inversen, z.B. hat 0 keine Inverse

Welche Elemente haben Inversen?

Beispiel

0 x gerade

5 € Zyp hat keine Inverse, da ¢ -z (mod 10) = { ,dh. 50z #1 Ve Zy

5 x ungerade
Dagegen hat 3 € Zjo Inverse z = 7.

Aus Mathe 2: a € Z,, invertierbar <= ggT(a,n) =1

Es ist Z} = {a € Zy, | ggT(a,n) = 1} die Menge aller invertierbaren Elemente in Z, und ist
beziiglich ® eine Gruppe. ¢(n) = |Z}| heiBt Eulersche Phi-Funktion.

Berechnung von a~! € Z,: Wegen EEA gibt es s,t € Z:sa+tn=1 = sa=1 (mod n) =

a~! =5 (mod n)

Beispiel

Inverse von 5 € Zg; durch EEA: (—4)-5+1-21=1
= 5 1=-4=17 (mod 21)

Falls man s, ¢ € Z nicht unmittelbar sieht: EEA.

1.9.1 Korollar
a,b € Z, nicht beide =0, c € Z

1. ggT(a,b) =1 <= s, t€Z:sa+tbh=1
2. ggT(a,b) =1 = fallsa | bc, dann a | ¢
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Beweis

Beweis. In beide Richtungen:
o , = “ Gelte sa + tb = 1. Annahme: ggT(a,b) > 1
d:=ggT(a,b) = d|a, d|b = Fki,ka€Z:a=Fkd, b=kad = sa+tb=
d(sky +tke) #1,dad>1 4,alsod=1
o, <= “ ds,t€Z:1=sa+th = ¢ = sac+thc, also a | a und a | bc
= a| (sac+ tbc)
———

=c

Q.E.D.

1.10 Primzahlen

p € N, p > 2 heifit Primzahl, wenn 1 und p die einzigen gemeinsamen Teiler von p sind, d.h.
geT(k,p) =1 Vke{l,..,p—1}

1.10.1 Lemma von Euklid

SeipeP, ay,...,ar € Z.

plai,...an = 3j€{l,...,k} :p]|a;

Gegenbeispiel: 6 keine Primzahl: 6 | 3 -4, aber 613 A6 14

Beweis

Beweis. Durch vollstdndige Induktion iiber k:
IAtk=1:play = p|la

IV: Lemma gelte fiir £ — 1 beliebige, ganzzahlige Faktoren

IS: k — 1 — k: Zu zeigen: Lemma gilt fiir k& Faktoren aq, ..., ak.
Fallunterscheidung:

play: = fertig

ptap: = ggT(g,ax)=1,dapeP
= pla,..,ax_1
= Jje{l,..,k-1}:p|aqj

Q.E.D.

1.11 Fundamentalsatz der elementaren Zahlentheorie

Zu jeder natiirlichen Zahl n > 2 gibt es endlich viele paarweise verschiedene Primzahlen p1, ..., px
und natiirliche Zahlen ey, ..., e; mit

N ek
n=p - ..-pr.

Die p; heiflen Primfaktoren von n. Die Darstellung von n als Produkt von Primzahlen ist bis auf
die Reihenfolge eindeutig.

Beweis.




1 Erganzungen zur elementaren Zahlentheorie 10

o Existenz: Durch vollstédndige Induktion.

IA: n=2¢€P
IV: Aussage gelte fir 2,....n

IS: 2,3,...,m = n+1:Zu zeigen: Aussage gilt dann auch fir n + 1
Ist n+1eP = fertig.

Istn+1¢P = n+l=a-b, abe{2,..,n}
= a,b Produkte von Primfaktoren

e Eindeutigkeit: Sei n > 2.
(i) Falls n € P: Behauptung erfiillt.
(ii) Fallsn ¢ P: sein die kleinste natiirliche Zahl mit 2 verschiedenen Zerlegungen
n=p' .. piF= q{l o gle
Zu zeigen: {p1,....,px} N{q1,....,qe} =0
Angenommen nicht: O.B.d.a. py = ¢1

5 <nund 2+ hat 2 verschiedene Zerlegungen J
(it)) prlgl's gl = Fje{l,..k}ipilg; = p1=gj, dapi #1Ag; € P
Q.E.D.

1.12 Euklid

Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis

Beweis. Angenommen es gibt nur endlich viele Primzahlen p1, ..., p,. Seia = p1-...-pp+1

= JgeP:q|a

= q=p; fureinie {1,...,n}

= q|(a—p1,...,pn) 4 (dag>1) Q.E.D.
1

1.13 Chinesischer Restsatz

Gegeben: my,....mp, € N, a € Zund M = m; - ...- my. Dann: (a (mod M)) (mod m;) = a

—_————
=r

(mod m;) Vi

Beweis. Zu zeigen: r = a (mod m;).

M
Division mit Rest: 3g € Z:a =qM +r =¢q (—) m; +r
—

7
~——

E€Z
= a=r (mod my) Q.E.D.

Gegeben:

e mi,...,my, € N paarweise teilerfremd,
e M = my - ... My
e ai,...,0p €7
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Dann existiert 0 < z < M mit simultaner Kongruenz

a;  (mod my)

ap (mod my,)

Beweis

Beweis. Setze M; := % €2 = ggT(m;,M;)=1 Vi=1,...n
= ds;,t; €Z:s;-m; +t;M; =1

0 (mod my;) j#1

1 (mod m;)

= z = (21" aie;) (mod M) Losung, da:

Setze e; ;= t;M; —> ¢; = {

x  (mod mj) = ((Z aié’i) (mod M)) (mod m;)
i=1

= (Z a@-ei> (mod m;)
i=1
=a; (mod my)

Q.E.D.

1. Finde 0 < z < M mit m; =3, mg =4, m3 =5 — M =60. M; = ~L =
20, My =9 =15, M3 =% =12
EEA.:

7-3-20=1
4.4-15=1
5:5—-2-12=1

2= (2-(=20)+3-(=15) + 2 (=24)) (mod 60) = 47
2. Was ist 2199 (mod 1155)? Primfaktorzerlegung: 1155 =3 -5-7-11

1. Berechne 29 (mod 3,5,7,11):
o 21900 (mod 3) = (—1)19% (mod 3) =1
o 21900 (1mod 5) = 4%%9 (mod 5) = (—1)° (mod 5) =1
o 21000 (1mod 7) = (8333 .2) (mod 7) =2
o 21900 (mod 11) = (2°)2°° (mod 11) =1

2. Suche 0 < x < 1155 mit

mod 3)
mod 5)
mod 7)
mod 11)

=
If

(
(
(
(

[E N

Chinesischer Restsatz liefert x = 331

Die Losung x aus vorigem Beispiel ist eindeutig.
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Beweis

Beweis. Betrachte die Abbildung ¢ : Zys — (Zpy X ... X Zpy,,),  +— (z (mod my),...,x
(mod my,)). Der chinesische Restsatz besagt: Fur jedes n-Tupel (a1, ..., apn) € Zpmy X ... X Ly,
gibt es ein & € Zpr mit P(x) = (ai, ..., ap).

= 1) ist surjektiv.

Zu zeigen: v bijektiv, d.h. es gibt nur genau ein z, mit ¢ (z) = (a1,,,.,an), = € Zy.

Da M =my-...-my ist |Zp| = |Zmy X .. X Ly, |
= Jedes Element von Z,,, X ... X Z,, wird nur von genau einem x getroffen
= 1 bijektiv Q.E.D.

Aus Meister Suns Rechenhandbuch von Sun Zi Suan Jing:

“Es gibt eine unbekannte Zahl von Dingen. Wenn mit drei gezéhlt wird, haben sie einen
Rest von zwei; wird mit fiinf gezédhlt, einen Rest von drei, mit sieben einen Rest von zwei.
Rate die Zahl.”

Formal: Suche x mit
(mod 3)

2
z=143 (mod5)
2 (mod 7)

TU DU!

1.14 Strukturgleichheit von Ringen
Seien (R, +,-) und (R’,®,®) Ringe.
1. ¥ : R — R’ heifit (Ring-)Homomorphismus, falls Vz,y € R gilt

Y(z+y) =v(x) ©P(y)

Y(x-y) = () ©(y)

2. Wenn 1) bijektiv, heifit ¢ (Ring-)Isomorphismus. In diesem Fall heiflen R, R’ isomorph (d.h.
sie sind strukturgleich). Man schreibt R = R/.

1. Boolesche Algebra:
({f,w},X0R, 1) = ({0,1},®,0)

P(f) = 0,9 (w) = 1. ¥ Isomorphismus, falls Verkniipfungstafeln iibereinstimmen

XOR || £ w
f f w
w w f
bzw
@10 1
00 1
11 0

2. Homomorphismus:

W2, +,) = (Zn,®,0), @z (modn)
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Bemerkung

Seien (R, 4+, ) und (R,®,®) Ringe und ¢ : R — R’ ein Isomorphismus.
1. (1) ist Eins in R": Va € R, d.h. ¢¥(a) € R’ gilt:

(1) ©9(a) = P(1-a) = P(a) = P(a- 1) = P(a) ©P(1).

2. a € R invertierbar <= (a) € R invertierbar.

a € R invertierbar <— b€ R:ab=1
> ¢(ab) = 9(1)
= Y(a) ©9(b) = (1)

<= (a) invertierbar

1.15 Berechnung der Eulerschen ¢-Funktion
Uber chinesischen Restsatz.

M=mq-..-my, m; €N paarweise teilerfremd.

= (M) = @(m1) - ... - p(mn)

Insbesondere durch Primfaktorzerlegung: M = p{* - ... p}*

ap—1

= (M) =(p1—1)p{" " .. (pr — 1)p}

Beweis

Beweis. Es gilt Z); = Z,,, X ... X Z,,, mittels ¢ aus voriger Bemerkung. Dann gilt

x € Zypy invertierbar <= ¢ (x) = (x mod my, ...,z mod m,,) invertierbar
<= x mod m; invertierbar, Vi€ {1,...,n}
= o(M) = @(m1) - ... - p(mn)
Angenommen M = pi*-...-p* ist Primfaktorzerlegung. Es geniigt zu zeigen, dass mit p € P

gilt p(p?) = (p — 1)p*~ ! = p* — p?~ 1. Zya enthilt p® Elemente. Dabei sind die Elemente
Ep fiir 0 < k < p®~! — 1 nicht teilerfremd zu p®. Davon gibt es p®~! Stiick. Q.E.D.

¢(100) = p(4-5%) = p(4) - p(5*) =2-(5—1)- 5> =40

1.16 Euklidischer Algorithmus in Polynomringen iiber einem Koérper K

1.16.1 ggT und kgV in K|z]

1. f.geKla], f#0, flg < g€ Kz]:g=qf
Gradformel = grad(f) < grad(g), falls g # 0

2. f=3",a;x" € K[x] heifit normiert, falls der Leitkoeffizient a, = 1.

3. g,h € K[x], beide =0, f = ggT(g,h) falls f normiertes Polynom von maximalem Grad,
das g und h teilt.

4. g,h € K[x]\ {0}, f = kgV(g, h), falls f normiertes Polynom von minimalem Grad, das
von g und h geteilt wird.
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Bemerkung

Sei f=>",a;z’, a, # 0. Dann ist a,,* - f normiert, z.B. f =32 +z +7
« fERpE]: 3f=a2+%+7]
o fEZn|x]:4f =2 +42+6

In K[z] kann der ggT zweier Polynome mit einer Rekursionsvorschrift analog zu ggT in Z
berechnet werden. Man verwendet dazu Polynomdivision mit Rest (siche Mathe 2).

1.16.2 Satz von Bézout

Analog zum Satz von Méziriac gilt: g, h € K[z], nicht beide =0 = 3s,t € K|[z]: ggT(g,h) =
sg + th.

1.16.3 EEA in K[x]

Wie in (Z, +, -) kann auch fur (K[z],+,-) der EEA formuliert werden, um s,¢ im Satz des Bézout
zu berechnen. Damit kann jener Satz auch fiir K[z] bewiesen werden.

Seien g = x* + 2% + 222 + 1 und k = 23 + 222 + 2 in Z3[x]

95 Y S1 S9 S t1 to t q r

g h 1 0 / 0 1 / / /

h 2+z 0 1 1 1 2242 2241 z+42 224z
?+z 22+2 / |/ 22+2 / / 22 41 2242

Normieren: ggT(g,h) =272z +2) =2+ 1

s=2"Y2z+2) =z +1
t=27"1(z?) = 222

Bemerkung

Sowohl in Z als auch in K[z] miissen eigentlich Existenz und Eindeutigkeit der ggT und
kgV gezeigt werden. Beweise trivial offensichtlich. w.T.F.

1.17 Primelemente in K|x]
Primelemente sind irreduzible Polynome.

p € K[x] mit grad > 1 irreduzibel <= f,g € K[z] mit p= f-g = grad(f) =0V grad(g) =0

Beispiel

1. ax + b, a # 0 irreduzibel in K|z
2. 22 — 2 € Q[z] irreduzibel, aber in R[z] reduzibel
3. 22 + 1 € R[] irreduzibel, aber in Zs[x] reduzibel
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1.17.1 Lemma von Euklid in K|[z]
f € K[xz], grad(f) > 1. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. f irreduzibel
2.9gheKlz], flg-h = flgV[lh

Beweis

Beweis.

e (1) = (2): Analog zu Lemma von Euklid in Z.

e (2) = (1): Angenommen es existiert Polynom g mit g | f.
= dg,h € Klz|: f = gh. Wir zeigen: grad(h) = 0 (d.h. f irreduzibel). f = gh —>
flgVflh OBdA. f|g. grad(f) < grad(g) < grad(g) + grad(h) = grad(g - h) =
grad(f)
= grad(h) =0, grad(f) = grad(g)

Bemerkung

o
5
o

Fir Z gilt (2) = (1) ebenfalls. Anstatt der Gradformel im vorigen Beweis schreibt man
fir f,gh€Z, f22:2<f<|g|<gh=f = f=|g/Alhl=1 = feP

1.18 Primfaktorzerlegung in K|z]

Sei f € K[x] mit Leitkoeffizient a,, # 0,n > 1. Dann: Es gibt eindeutige irreduzible Polynome
D1y -y Pe € K[z] und my,...,m; € Nmit f = a,pi™ - ... pl'.

1.19 Korollar

[ € KJz], grad(f) =n > 1. Dann:

1. f hat max. n Nullstellen ay, ...,a; € K.
2. f=(x—ay) .- (x—ag) - f mit grad(f) = grad(f — k).

Beweis

Beweis.

e n=1: f =ax+ b hat Nullstelle —a~'b.
e« n > 1: Hat f keine Nullstelle = fertig.
Sonst: Sei a € K Nullstelle = f = (z—a)- g, grad(g) =n — 1.
Sei b € K weitere Nullstelle, b # a: = (zr—b) | (r—a)-g = (x—10) | g, da
(x — b) irreduzibel.
= b Nullstelle von g. Per Induktion hat g maximal n — 1 Nullstellen.

o
t
=

Bemerkung

(Zp,®,®) Korper <= n € P. Analog in K[z]: Sei f € K|[z], grad(f) = n. Dann ist
(K[z]n, +,©f) mit

« Klz]n = {g € Kl[z] | grad(g) <n}

e gOfrh:=g-h (mod f)
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ein kommutativer Ring mit Eins.
Invertierbare Elemente beziiglich ©: K|z} := {g € K|[z],, | ggT(g, f) = 1} (Beweis wie
fiir Z}). BEs folgt 3s,t € K[z]: sg+tf =1 = s-g=1 (mod f) und g~! = s (mod f).
Damit erhélt man (Kz],,+,®f) Korper <= f irreduzibel.
Fir K = Zj, lasst sich zeigen:

1. Zplx]n Kérper der Ordnung p" <= f irreduzibel, p € P

2. Jeder endliche Korper hat Primzahlpotenzordnung und ist durch seine Ordnung bis

auf Isomorphie eindeutig festgelegt.

1.20 Anwendungsbeispiel aus der Kryptologie

Die altesten Verfahren zur Verschliisselung von Nachrichten sind symmetrisch, d.h. Sender und
Empfénger verwenden denselben Schliissel zur Ver- und Entschliisselung einer Nachricht (z.B.
Céasar-Chiffre, ENIGMA, ...). Problem: Sender und Empfanger miissen Schliissel auf sicherem
Weg austauschen.

Zur Loésung des Problems wurden asymmetrische Verfahren entwickelt, bei denen kein Schliissel
getauscht werden muss (z.B. public-key-Verfahren, Diffie-Hellman, ...):

e Bob will Nachricht empfangen. Er erzeugt 2 Schliissel:
— public key, wird veroffentlicht
— private key, geheim

o Alice verschliisselt Nachricht an Bob mit public key

o Bob entschliisselt mit private key

Eine der wichtigsten Realisationen: RSA-Verfahren. Verwende dazu Einwegfunktionen, d.h.
Funktionen, die praktisch unmdéglich umzukehren sind. Kanditaten dafiir sind Potenzfunktionen
in Z,, wobei n = pq, p,q € P: ¢ (mod n).

e Es ist praktisch unméglich, n zu faktorisieren, wenn n sehr grofl: Angenommen n ist 2000-
Bit-Zahl und angenommen pro Sekunde kann man bei 10? Zahlen testen, ob sie teilerfremd
zu n sind. Dazu brauchte man

91000 (210100

_ 10291 . 285
1095— (103)3 ~ 10*7"s ~ 3 - 10*° Jahre.

Faktorisierung von n ~ 21990 mit schnellsten Rechnern der Welt derzeit mehr als 1019

Jahre.

o Wurzelziehen in Z,, schwierig. Z.B. 2® (mod 7) =6 = z = 3.

o Man kann zeigen: Wahlt man e teilerfremd zu ¢(n) = (p — 1)(¢ — 1), so ist ¢ (mod n)
bijektiv.

o Es gibt eine geheime Zahl d, mit der die Operation umgekehrt werden kann. Eine solche
Einwegfaktorisierung heifit Trapdoorfunktion.

1.21 RSA-Verfahren

Bob (Schliisselerzeugung)

1. wéhlt zwei groflie p,q € P : p # ¢ und bildet n = pq

berechnet p(n) = (p—1)(¢ — 1)

wéhlt e teilerfremd zu ¢(n)

bestimmt 0 < d < ¢(n) mit e -d (mod ¢(n)) = 1. Verwendet dazu EEA: ed (mod ¢(n))
Public key: (e,n). Private key: d

Cls N

Alice (Verschliisselung)
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1. kodiert Nachricht als Zahl und zerlegt sie anschliefend in Blocke gleicher Lange, sodass
jeder Block m; als Zahl 0 < m; < n ist. Blocke werden einzeln verschliisselt. Sei m ein
solcher Block.

2. berechnet ¢ = m¢ (mod n)

3. sendet ¢ an Bob.

Bob (Entschliisselung)

1. berechnet ¢? (mod n) = m fiir alle Blocke

1.21.1 Korrektheit des Verfahrens:

Beweis

Zu zeigen: ¢! (mod n) = m. Daraus folgt insbesondere, dass die Faktorisierung m®
(mod n) bijektiv ist und Nachrichten korrekt entschliisselt werden koénnen.

= (m)? = m = PP = i (mfMYE - (mod n)
Beweis. Durch Fallunterscheidung:

1. Fall:. m =0 < ¢ =0, d.h. 0 wird durch 0 verschliisselt.

2. Fall: ggT(m,n) =1 = m#™ =1 (mod n) = ¢*=m (mod n)

3. Fallp|mund m #0 = m=ap, ac€{l,..,q— 1} = ggT(q,m?) = 1Vj € N,
insbesondere fiir j = ¢(n) = m (mod p) = 0 A m¥(" (mod 9) — 1 Chinesischer
Restsatz: mq =p, M1 =q,mo =q, My =p. EEA: s, t € Z:sp+tg=1 = ¢ =
tgm + spm = (tq + sp)m (mod n)

4. Fall: ¢ | m und m # 0 analog zu Fall 3.

Q.E.D.

Gegeben (n,e) = (33,3) public key
1. Verschliisseln Sie die Nachricht m = 6.
c=m¢ (mod n) =63 (mod 33) =3-6=18
2. Faktorisieren Sie n = 33, berechnen Sie ¢(n) und d.
p(n) =2-10 =20, ed (mod 20 = 1). Man erkennt d = 7.
3. Entschliisseln Sie die Nachricht ¢ = 2: m = ¢ (mod n) = 27 (mod 33) = 25 - 22
(mod 33) = —4 (mod 33) = 29.

2 Funktionen und Stetigkeit im R"

2.1 Wiederholung
e Standardskalarprodukt auf R™:

T Y1

Tn Yn

= (zly) = z1y1 + .. + Tpyn

o Winkelberechnung: cos(a) = ”iﬁ!ﬁ;'

o Lingenberechnung: ||z|| = \/(z]x) = \/2? + ... + 22
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o Abstand: d(z,y) = ||l — y||
o Norm: || -||:R*" =R
2.2 Konvergenz von Folgen

Sei (zg)ken eine Folge im R™. (x)ren konvergiert gegen a € R™ (x — a oder limg_,oo 1 = a)
wenn gilt
Ve >03IN e NVE> N : ||z —a| <e.

Bemerkung

k
.’L'g ) al
T = : —a
:(,‘glk) Qn

(k)

=z —a Vie{l,.,n}

Die Rechenregeln fiir Folgen in R gelten analog im R™.

)

(T cos(

Yk VE+T \ sin(

e\l _ 1
(o) -t
2.3 Offene, abgeschlossene, kompakte Mengen

ST

Sei zg € R", € > 0. K.(x0) ={z € R" | ||z — zo|| < €} heiBt offene e-Kugel um =z
o UCR"offen =V € UJe >0: K. (z) CU

U heifit Umgebung von x € D C R" :<—= U offen und x € U und U C D

o A CR" abgeschlossen :<= A = R" \ A offen

2.4 Rand
x € R® Randpunkt von D C R" :<= K. ()N D # () und K.(x) N D® #( Ve > 0.
0D ist die Menge aller Randpunkte von D.

0
2

o Allgemein: K (zg) C R" offen
. U={<§> ER2]m+y>1} offen

e Ky C R? offen

2.5 Charakterisiserung abgeschlossener Mengen

Sei (zy) Folge in A C R™ mit Grenzwert a € R™.
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A abgeschlossen <= a € A.

Beweis

Beweis. In beide Richtungen:
o ,—“ Sei A abgeschlossen und x; — a € R". Angenommen a ¢ A:

— ae A°

— Je>0:K.(a) C A°

— INeNVE>N: |z —al <e
= zp € K.(a) VE>N 4

o , < Durch Kontraposition: A C R" nicht abgeschlossen —> Es gibt Folge (zy)
in A mit Grenzwert a € A®. A nicht abgeschlossen = A® nicht offen.

— Jaec AY : K.(a) T A® Ve>0
— K.(a)NA#() Ve>0

Wihle zj, € Ky /()N A, keN

— |l —al| < -
T —Q =
b k

= x —afirk —>ocound z € A

Q.E.D.

M = { <§> € R2 |0<z< 1} weder offen noch abgeschlossen:

o nicht offen, da z.B. K.(0)NM® #0 VYe>0

e nicht abgeschlossen, da z.B. x; = <1 _01/k> € M, aber x — (é) ¢ M

2.6 Vereinigung und Schnitt offener Mengen

Sei {U; };en ein System offener Mengen. Dann:

e U2, U; offen
e Uy NU; offen

Beweis

Beweis.
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[\)

(a) Seiz e U2, U;

dieN:zeU;

—
= Je>0: K.(x) CUj;, da U; offen

— Kg(flf) - U Ui
i=1
= U U; offen
i=1
(b) ze Ui Nl

= Je1,e0>0: K, (2) CUp, Key(z) CUs

¢ := min{ey, 2}
= K.(z) C K¢, () CUL A Kc(2) C Kep(z) CUs
— K.(z) CULNUy

Q.E.D.

2.7 Folgerung
Sei {4;}5°, ein System abgeschlossener Mengen. Dann:

e N2, A; abgeschlossen
o Aj U Ay abgeschlossen

Beweis

Beweis.

o (N2 A)C = U2, A offen
o (A1UA2)¢ = AF N AF offen
Q.E.D.

2.8 Abschluss, Inneres
Sei D C R™.

e D:= D UJD ist abgeschlossen und heifit Abschluss von D.
e D := D)\ 9D ist offen und heifit Inneres von D.
e 0D ist abgeschlossen

Beweis

Beweis.

o Sei (1) Folge in D mit Grenzwert a € R™.
Annahme: a ¢ D, d.h. insbesondere a ¢ 9D
— F>0:K.(a)ND =0 und K.(a)NOD = 0.
Widerspruch, da AN € NVn > N : z,, € Ke(a).
e (i) Esist 9D = 9(D®): z € (D)
— K. (z)ND®#0Pund K. N (D) 40 Ve>0
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< z€0D .
(ii) (D UoD)® =DnN(0D) = D\OD = D offen
Q.E.D.

o K.(z0) = {r € R"| ||z < ¢} abgeschlossene s-Kugel um zo € R™

M:{<z>eR2|0§x<1}
BM:{@)eRle:Ov:c:l}
M:{(‘S)eRQIOSxSl}
M:{<z>6R2|o<x<1}

2.9 Beschriankte/kompakte Mengen

e D C R" beschrénkt <= 3K >0: ||z|| < K Vxe D
e D C R” kompakt :<= Jede Folge in D besitzt eine in D konvergente Teilfolge.

2.10 Charakterisierung kompakter Mengen
D C R"™ kompakt <= D beschrankt und abgeschlossen.

Beweis

Beweis. TODO. Q.E.D.

o K.(rg) kompakt, da beschrinkt und abgeschlossen
« A= { (Zj) ER?|y=122% y< 1} abgeschlossen und beschrankt, also kompakt

2.11 Mehrdimensionale reele Funktionen und Stetigkeit
e Eine reele Funktion von mehreren Verénderlichen ist eine Abbildung
f:DCR"—R™
T fi(z)
== fle)=| :
Ty fm(x)
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e Man unterscheidet folgende Félle:

m=1: f:DCR"—R (skalare Funktion)
m>1: f:DCR"—R™ (vektorwertige Funktion)
n=1: f:DCR—R™ (parameterisierte Kurve)

« Skalare Funktionen mit D C R? lassen sich grafisch darstellen:

55 %
— Graph(f) := y|l eR3| |y ]| €D, 2= f(z,y) ; ist eine Fliche im R?
z z

Beispiel: f(z,y) =5 — 22y + 23 + ¢?

200 |

100 [

—100 |

X

— Hohen-/Niveaulinien: Ne(f) 1= eR?| f(z,y) = c}, ceR.

Beispiel: f:R? = R, f(z,y) =22 + 9>

TODO

e Parameterisierte Kurve
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_ RS R 3 o [ @) Binheitskreis
sin(x)

— Venusbahn geozentrisch: TODO: Graphen.

cos(8 - 27t), sin(8 - 272))

ap(
ay (cos(13 - 27t), sin(13 - 27t))

Q

V(t) = av

Innerhalb einer Zeiteinheit (0) dreht sich die Erde 8 x um die Sonne =—

Umlaufzeit Erde: Tp = % = Umlaufzeit Venus Ty = 1—13 Aus dem 3.

Keplerschen Gesetz folgt:

/1 1
T]%Na% <= awa’/TT%: 3@21

und
ay ~ 3 <_>

2
Mit ag = }1 und ay = ¢ (1—13> erhalt man fiir D(t), 0 <t < 1 eine Epitrochoide.

TODO: Graphen

2.12 Stetigkeit
Sei f: D C R® — R™.
o ¢ € R™ heifit Grenzwert von f in a € R", falls fiir jede Folge (x) mit xp — a, xp #
a Vk e N gilt: f(xy) — c. Schreibweise: lim,_,, f(z) = ¢
o fstetigin a € D <= lim,_,, f(z) = f(a)

o f stetigauf D :<=> f stetigina Va € D

e f:DCR" - R™stetigina € D < f;: D — R stetig Vi e {1,...,m}
e Summen, Produkte, Quotienten, Kompositionen stetiger Funktionen sind stetig.

Rechenregeln fiir Grenzwerte gelten analog.

Bemerkung

o Stetigkeit wurde anhand des Folgenkriteriums definiert. Analog dazu lésst sich dieses

auch anhand des € — §-Kriteriums formulieren:

f:DCR" — R™ stetig <= Ve >030 >0z € D: |z —a| <¢
= [[f(x) = fla)ll <

e Anders formuliert:
Ve > 030 > 0: f(Ks(a)) € K:(f(a))
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o f:R" =R, f(z1,...,xn) = z; stetig in a € R™
— Es sei (ax)gen Folge in R™ mit

(k)

(11 aq
ap = : —a= :
aglk) an

(k) _

= lim f(ax) = lim a; ' =q;
k—oc0 k—o00
= fla) =a; = f(ax) — f(a)

o Es folgt, dass alle Polynome stetig sind

o Folgende Funktion ist stetig in R? \ { (g) } (TODO: Graph)

_ 0 (z,y) = (0,0)
fley) = {% sonst
— Sei ay :== (i?:) € R?\ {(8) } Es gilt
ap — 0
2
s flay) = 3(1/k) 3

1/k)2 + (1/k)2 2

=>f(ak)—>g

— f(0,0) =0 = f(ax) # f(0,0) und f unstetig in 8
o Folgende Gleichung muss nicht notwendigerweise erfiillt sein (vorausgesetzt, die
entsprechenden Grenzwerte existieren):
lim (lim f(z, y)) = lim(lim f(z, )

r—a y—)b y—)b Tr—a

Falls einer der Grenzwerte existiert oder sogar die Gleichung erfiillt ist, so folgt danach keineswegs,
dass lim, ) () f(7,y) existiert.

Da limg o f(x,y) = 0 und lim,_o(lim,—0 f(z,y)) = 0.
Analog lim,_,o(limy,—o f(z,y)) = 0.
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Aber: lim, y(0,0) f (7, y) existiert nicht, denn

k'k)  1/k2+1/k2 k241

11 /K% 1
f(ﬁ%)—wﬁ

Insbesondere lasst sich f im Nullpunkt nicht stetig fortsetzen.

2.13 Stetigkeit und Offenheit
Sei f: D CR" = R", V C f(0), V offen. Dann:

f stetig <= f~Y(V) offen

Beweis

Beweis. In beide Richtungen:
o , =% Sei

yeV = JzxeD: flx)=y
= Je>0:K.(y
— 36> 0: f(K.(z)) C Kc(y)
— K.(z) C f7(K(y) S F(V)

o <% 'Trivial
Q.E.D.

2.14 Stetigkeit und Kompaktheit
f:D CR"”™ — R™ stetig, A C D kompakt = f(A) kompakt.

Beweis

Beweis. Sei (yi) Folge in f(A). Zu zeigen: : (yi) hat eine in f(A) konvergente Teilfolge.
Sei (x) Folge in A mit f(xy) =yr Vk € N.

= J(zx,;) € A mit Grenzwert a € A.

= f(xr;) = yx, Teilfolge von (yx) in f(A) mit Grenzwert f(a) Q.E.D.

2.15 Beschranktheit von Funktionen
Sei D=0, f: D CR"™— R™ beschriankt :<=> f(D) beschrankt.

2.16 Minimax-Theorem von Weierstraf}
f:D CR"™ — R stetig, D kompakt.

= Jz,,2* € D: f(z,) < f(z) < f(x*) VYaxeD
—— ——

min max
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[«

Beweis

Beweis. Zu zeigen: f(D) kompakt.
o f(D) beschrankt = 3Jinf f(D),supf(D)

= 3(ax), (bx) € f(D) : a, — inff(D)
b, — supf(D)

o f(D) abgeschlossen

= inff(D) = max f(D) = f(z«)
supf(D) = max f(D) = f(z")

Q.E.D.

Beispiel
fiR2 =R, f(z,y) = zy
5= ";j eER? |22 +y2=1

= f hat Maximum und Minimum auf S

2.17 Kontraktion

Sei A C R™ abgeschlossen und sei f: A — R". f heifit Kontraktion auf A <=
e f(A)CA
o [If(@) = FWl <dllz—yll, ¢€0,1) Vo,yecA

f ist eine stetige Abbildung.

e [:R—R, f(aj):%w

(@) = fy)l = 3]z =y|, dh. g =
o f Kontraktion auf A4 = [0,1]: £([0,1]) = [0, 3] C [0,1]
o f keine Kontraktion auf A = [1,2], da f([1,2]) = [3,1] Z [1,2]

2.18 Banachscher Fixpunktsatz im R”
Sei A C R™ abgeschlossen und f : A — A eine Kontraktion auf A. Dann:
1. 3z € A: A(z) = z. T heiit Fixpunkt.

2. Fiir 29 € A und p = f(20,-1), n €N, gilt: 2 = T und [lz, — Z[| < £ [|21 — 20|

Beweis

Beweis. TODO. Siehe Skript Q.E.D.

2.19 Matrixnorm

Sei A € M, »(R). Die reele Zahl | A|| = max{||Av|| | v € R", ||v|| = 1} heiBt Operatornorm von
A.
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3 Differenziation im R"

3.1 Partielle Ableitung
Sei D C R™ offen, f: D — R™, f(x) = (fi(x), ..., fm(z)) und a = (a1, ...,a,)" € D.

o f heiit an der Stelle a partiell nach z; differenzierbar, falls fiir jede der Funktionen
fi : R™ = R gilt: Die skalare Funktion fi(a1,...,aj—1,2;,aj11, ..., a,) einer Verdnderlichen
ist an der Stelle a; differenzierbar, d.h.

fi(al, s Qj—1,05 + h,aj+1, cees an) — fi(al, ey an)

lim

k—0 h
_ iy Jilathoej) — fla)

h—0 h

existiert fur alle 1 < i < m.

 Dieser Grenzwert hei$t dann partielle Ableitung von f; nach x; an der Stelle a. Schreibweise:
G (a).

» Sind alle f; nach allen x; partiell differenzierbar in a, so heifit f partiell differenzierbar und
man definiert die Jacobimatrix von f in a durch

%a %a
ro= (g2 7 Bl) e Mu®)
ox1 0Tn

o Fir skalare Funktionen besteht f’(a) aus nur einer Zeile. Man bezeichnet den Vektor

)
anl(a)

fla)h = : =: Vf(a) = grad(f(a)) € R"
of
E(a)

als Gradienten von f in a.

3.2 Geometrische Deutung der partiellen Ableitung
a

Sei f:R2 >R, acR2, a= (‘”).
TODO: Graph
e f:R2 R, f(x,y) =3zy + 4y

8f f(SC-f-h,y)—f(l‘,y)

htl — Ik
g & Y) = b h
. 3+ h)y+4y — 32y — 4y
= lim
h—0 h
= lim 3
oY

D.h.: y wird als Konstante behandelt und nach x wird abgeleitet.
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e f:R3 =R, f(x,9,2) = y2x + 32222

0

8—£(az,y, 2) = 42 + 6x22
of

) -9

o (00,2) = 20y

of a2
8z($ayvz) = 6272

= f'(z,y,2) = (y° + 6x2*, 22y, 62°2)
f’(l,O, 1) =1(6,0,6)
y? + 6222

Vi(z,y,2) = 2zy
6222

-f:R*»R%fmwx>=(m+y>=:>ﬂuw¢w=(1 ! 0)

TYz yz T2 TY

Bemerkung

o Zeigen spéiter: Der Gradient zeigt in Richtung des steilsten Anstiegs einer Funktion
in einem gegebenen Punkt. Er steht senkrecht auf den Niveaulinien.

o Existieren fiir f in einem gegebenen Punkt alle partiellen Ableitungen, so muss f
nicht automatisch stetig sein.

3.3 Totale Ableitung
Sei D CR" offen, a € D, f: D — R™.

o f heifit in a € D (total) differenzierbar, wenn f geschrieben werden kann als

~—~

flx)=fla)+ A (z—a)+ R(=),
cR™ EMm,n(R) cRrRm cRm™

wobei A € My, (R) und R : D — R™ mit lim, 4 (i =0
o f heifit (total) differenzierbar, wenn in jedem Punkt von D differenzierbar.

Bemerkung

e Fir m = n =1 erhalt man die Differenzierbarkeit aus Mathe 1:

£(z) = f(@) + Al - o) + R(a)
f@) = f@) _ , , RG)

=2 4
r—a r—a

= f'(a)=A

—

e z—a <= r—a— 0.Seiv=12—a € R" Dann kann vorige Gleichung geschrieben
werden als

fla+v) = f(a) + Av+ R(v) mit ]ﬁ1(11|)|) —0
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3.4 Differenzierbarkeit —> Stetigkeit
f: D CR"™ — R™ differenzierbar in a € D (D offen).

— f stetig in a.

Beweis
Beweis.
liy f(z) = lim(/(e) + Alx — a) + R(z)) = /(o)
Q.E.D.
3.5 A= f(a)

Sei f: D CR™ — R™ und differenzierbar in a € D, D offen und sei f(a+v) = f(a) + Av+ R(v)
wie zuvor. Dann ist f in a partiell differenzierbar und es gilt A = f/(a). Insbesondere: A eindeutig.

Beweis

Beweis. Sei A = (a;;)ij, v = (v1,...,v,)" € R"™
Fir i € {1,...,m} ist fi(a +v) = fi(a) + 371 aijv; + Ri(v).

Setzt man v = \h/-ek, so ist ||v|| = |h| = sgn(h) - h und
€R
flatv) — fila) _ aw h + Bilv) | -sgn(h)
o] loll vl
= fila+v) = fila) =a;;-h+ Filv) sgn(h)
h 0]
az;z—i(a) —0
Ofi

:aik:

(@)

oxy

Q.E.D.

Tangentialebene berechnen:

e wir wissen, dass % — 0 gilt und demnach f(z) in einer Umgebung von a

angenahert werden kann durch

g(z) = fla) + f(a) (z —a)
—~— —_—
TODO? lineare Abbildung

vorausgesetzt f ist in a differenzierbar. g heifit lineare Approximation/Tangential-
ebene von f in a.

Z.B.: f(z1,72) = 22 + 23, <i1> € R? Tangentialebene in (al,a2,f(a1,a2))T € R?
2
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w()0)

9(z) = f(a) + f'(@)(w —a) =5+ (2 4) (‘"’” - 1)

To — 2
=5+4+2x; —2+4x9— 8
= -5+ 2x1 + 4o

o f differenzierbar in a« € D <= f; differenzierbar ina € D Vi € {1,...,n}.

Beweis

Beweis. Sei f/(a) = (a;;) die Jacobimatrix von f in a.
Dann:
@) = 1)+ £(@)(e — ) + Rla), 0
<~ fz(a:) = fz(a) + Z aij(a;j — aj) —i—Ri(az), Vi € {1, ...,m}; HJ;R(_I()IH —0
j=1
fi(a)(z—a)
Q.E.D

3.6 Ableitungsregeln
3.6.1 Kettenregel
Seien U CR", VCR™ offen, a € U, f: U - R™, g:V — RF mit f(U) C V.

Ist f differenzierbar in a € U und ¢ differenzierbar in f(a), so ist g o f differenzierbar in a und
es gilt:

(g0 f)(a) =g'(f(a))- f'(a)

Beweis

Beweis. Es seien L := f'(a), K := ¢'(f(a)).
D.h.: K-L=¢'(f(a))- f'(a).
Setze
« R(v) = fla+v) - f(a) - Lv
« S(w) =g(f(a) +w) —g(f(a)) — Kw
« T(v)=(gof)la+v)—(gof)(a) - KLv
f, g differenzierbar in a bzw. f(a).
= lim,_0 %"’—‘) =0, limy 0 ﬁ% -0
lim, 0 % = 0 folgt durch simples Einsetzen und Umformen.

lim,_.o % = 0 folgt ebenfalls (bisschen komplexer eigentlich).

Daraus folgt fiir 0 < ||v|| < e:

[R(v) + Lol _ [|R(v

ot <ave
o]

o]l o]l
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Damit ergibt sich:
S(R(v) + Lv)  S(R(v) + Lv) ' |R(v) 4+ Luvl|

o]l  R(v) + Lol o]l v=0

Q.E.D.

Sei f: R — R2, f(t) = <C0t5t> — f(t) = (‘Slint>

2
Sei auBerdem g : R? — R?) g(z,y) = <x i 3y> = ¢'(z,y) = <2$ 3 )

T—y 1 -1
Gesucht ist (g o f)'.

L (go ) (®) =g'(f(®) - /() = <2Cf8t _31> (‘ Sf”) _ <—2COSt-Sint+3>

—sint —1
_ fcost) cos?t + 3t rin [ —2cost-sint + 3
2. (go f)(t) = < ¢ >_<cost—t> :>(gof)(t)—< —sint —1 )

3.6.2 Weitere Ableitungsregeln

Sei D C R™ offen, f,g: D — R™ differenzierbar in @ € D, A\ € R. Dann sind auch f+ g, A\f, f'g
in a differenzierbar und es gilt:

« (f+9)(a) = f'(a) +9'(a)
« (Af)'(a) = Af'(a)
« (fT9)(a) = f(a)"g'(a) +g(a)" f'(a)

f.9: R = R fz,y) = ($;y> g(z,y) = ($2> fz,y) = G _01> g(@y) =
2¢ 0
0 1
= (To/(@y) = @~ y.2) (25” ‘j) + (%) (} ‘01)

= (2352 — 2xy,x) + (3:2 + vy, —x2)
= (32% — 2zy + y,x — 2?)

3.7 Mittelwertsatze

3.7.1 Mittelwertsatz fiir skalare Funktionen

Sei D C R™ offen, f: D — R differenzierbar und a,b € D, sodass
S(a,b) :={a+t(b—a)|te(0,1)}CD

Dann existiert ein & € S(a,b), sodass

f) = fla) = f(€)(b - a)
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Beweis

Beweis. Sei ¢ : [0,1] — D mit ¢(t) = a+t(b—a), g := fop:[0,1] — R. f differenzierbar,
¢ differenzierbar auf (0,1) und stetig auf [0, 1].

= g differenzierbar auf (0,1) und stetig auf [0,1] = 3¢ € (0,1) mit %g(o) = ¢'(9).
Sei & 1= ¢(19).

Q.E.D.

Bemerkung

Fiir vektorwertige Funktionen kann man den vorigen Satz nicht beweisen. Z.B.:
. 2 _ [cost
Sei f:[0,27] — R, f(t) = sint )

Gibt € € (0,27) mit f(27) — f(0) = f/(§)(2m — 0)?
Nein, da

f(em) - J(0) = (3) - (3) =0 f/(€)-2m = f'(€) = (0,0)

Aber: f/(t) = (—sint,cost) # (0,0) V¢ € (0,2m).
Es lasst sich jedoch eine Abschitzung mithilfe von Integralen zeigen.

3.8 Riemann-Integral
3.8.1 Zerlegung
Sei [a,b] C R.
o Z:={x0,x1,...,xn} Cla,b], a =x0 < x1 < ..<xp =>bheiflt Zerlegung von [a, b]
e |Z| :=max;—1, n(x; — xi—1) heiBit Feinheit von Z
o Y la,b]: Menge aller Zerlegungen von 3]a, b]
3.8.2 Riemannsche Summe
Sei f:[a,b] - R und Z = {xg, ...,z } € 3[a,b).
o &:=(&,..&n), & € [xio1,xi], heiflt Zwischenvektor von Z
o S(f,2,8) :=>"1 f(&)(x;i — xi—1) heift Riemannsche Summe
3.8.3 Riemann-Integral
f i [a,b] — R heifit R-integrierbar auf [a, b] :<=> fiir jede Folge Z,, € 3[a, b] mit Zwischenvektor
& und |Z,| — 0 konvergiert S(f, Zn,&,) gegen A € R.

Bezeichnung: A = f:f(@dx
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Bemerkung

Die Definition ist dquivalent zu derjenigen aus Mathe 1.

3.8.4 Riemann-Integral fiir f: [a,b] - R™
Sei f :[a,b] — R™.

o Fur Z, € wie zuvor ist S(f, Z,&) := Y i f(&)(zi — zi—1)
o Fiir Z,, &, sei A € R™ der Grenzwert von S(f, Z,,&,), falls existent.
Bezeichnung: A = f: f(z)dx

Bemerkung

o Offensichtlich gilt:

f :la,b] — R™ R-integrierbar <= f; : [a,b] — R R-integrierbar Vi =1,....m

[ s@ar=| "
J2 fm(@)da

 Eine Matrix A(z) € My, »(R) kann man mit einem Vektor v(z) € R™-n identifizieren,
indem alle Matrixeingénge in eine Spalte geschrieben werden. Daher kann man

definieren:
f: A(z)dz := (f; aij(w)dw). ~und es gilt
Z7J

D.h.
2 fi(a)da

b b
/A(a:)-hd:z:/ A(z)dz -h VheR"

3.8.5 Dreiecksungleichung

f:la,b] — R™ stetig =

[ s < [Cisas

Beweis

Beweis.

n

IS(f, 2,€)|| = HZf(fz)( — i)

n

S;Hf(&)” (zi 20902'—1)
= S(|IfIl,Z,¢)
~—~—

stetig, da f stetig
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3.9 Mittelwertsitze fiir vektorwertige Funktionen

f: D CR"™— R™ (D offen) sei differenzierbar, sodass alle partiellen Ableitungen stetig sind
(d.h. f stetig differenzierbar). Ferner seien a,b € D, sodass

S={a+tb—-a)|te[0,1]} CD.

Fiir h := b — a folgt:

1
. f(b)—f(a):/o f'(a + th)dt -h € R™

—_— ———
EMm.n(R)

o [I£(®) = f(@)ll < M - ||h]], wobei M := maxzes ||f' ()|
———
stetig, da alle partiellen Ableitungen stetig

Beweis

Beweis. e ;:[0,1] = R, @;(t) := fij(a+t-h), h=b—a.
= [f3(b) = fi(a) = ¢;(1) — ¢;(0)
1
=/0 w(t)dt

1
:/ fi(a+th)-hdt
0 ~——

stetig, d.h. R-integrierbar

Ji fi(a+th) - hdt
— f(b) - f(a) = :
Jo fh.(a+th) - hdt
= /1 f'(a+th) - hdt

0

=/1f’(a+th)dt-h
0

o 1®) = F@) = |[fy f'(a+ thyde- | < f [|f'(a+ th)]|dt - ||A]

<M
Q.E.D.

Bemerkung

o Differenzierbarkeit = partielle Differenzierbarkeit
e Umkehrung gilt nicht

3.10 Partielle und totale Differenzierbarkeit

Seien D C R” offen, a € D und f : D — R partiell differenzierbar in a. Sind alle partiellen
Ableitungen %ﬂi (i =1,...,n) stetig in a, so ist f total differenzierbar in a.

Beweis

TODO.
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Bemerkung

o Partielle Differenzierbarkeit gilt auch fiir vektorwertige Funktionen f : D C R® — R™
(D offen)

e Die Stetigkeit der partiellen Ableitung ist ein hinreichendes, aber kein notwendiges
Kriterium fiir Differenzierbarkeit

o Alle Polynome sind differenzierbar, da die partiellen Ableitungen alle stetig sind

3.11 Richtungsableitung

Sei D C R"™ offen, f: D — R, v € R" mit [jv]| = 1.

(a+hv)—f(a)
h

f heilt in a € D differenzierbar in Richtung v, falls limy_,q !

. . . . . . 9
heifit Richtungsableitung von f in Richtung v in a, 8—£(a).

exisitert. Der Grenzwert

. g—i(a)=1imhéow=§{i(a)
o 0,0
o fiR? SR, flz,y) =S &1 z,y) # (0,0)
0 (z,y) = (0,0)

— Wissen: f unstetig in 0 € R?
— fist in jede Richtung v € R?, ||v|| = 1, ableitbar in 0: Sei v = (vy,v2) "

2
F(hv)—£(0,0) _ h2v02 9 _Juvg/vr v #0
— s s — 0= {1 170
e f:R2 =R, f(z,y) = 2% +y% h — f(a+ hv) ist eindimensionale Funktion. TODO:
Graph
3.11.1 Satz

Sei D C R” offen, f: D — R differenzierbar. Dann existieren alle Richtungsableitungen von f in
a € D und

of v u

= (@) = f'(a) v
Beweis.

f(a’_‘_h‘z;b) _f(a) _f/(a) S0

R(hv)

o @t ) = 1(@) = /@) - o
[hv]| - sgn(h)
= @)= 1

Q.E.D.
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flz,y) =€ +2° = f'(z,y) = (ye™ + 2z, ze™)
Sei v = \%(1, nr
. 1
— B = er2e5). 3 (1) = e )+ 20)

3.11.2 Satz
Sei D C R™ offen, f: D — R differenzierbar in a € D mit f’(a) # 0. Dann gilt:

o Vf(a) € R™ zeigt in Richtung des steilsten Anstiegs von f im Punkt a, d.h.: %(a) wird
fir v = % am grofiten.
e Ist D C R?, so steht V f(a) senkrecht auf der Niveaulinie Ny, (f) = {z € D | f(z) = f(a)}

Beweis

Beweis. %(a) = f'(a) v = (Vf(a) | v) =cosa-||Vf(a)|, @ € [0,2r) der Winkel, der
von V f(a) und v eingeschlossen wird.

(a) cosa (und somit %5(@)) maximal fiir v = —Ilgﬁzgll

(b) Sei v € R?, ||v]| = 1, sodass (0f(a) | v) =0 = %g(a) = 0, d.h. in Richtung v
weiit f keine Steigung auf im Punkt a. Somit zeight v in Richtung der Niveaulinie

Nf(a) (f)
Q.E.D.

3.12 Satz von Schwarz
3.12.1 Stetige Differenzierbarkeit
D CRoffen, f: D — R.

o f heiBt stetig differenzierbar (f € C'(D)), wenn f in jedem Punkt von D partiell differen-
zierbar ist und alle g—i (i € {1,...,n}) auf D stetig sind

o f heiflt 2-mal stetig differenzierbar (f € C?(D)), wenn f € C*(D) und alle 8%:% (e{l,...,n})
€ C1(D). Die partielle Ableitung von a%% nach zj, wird mit Fa,ja% bezeichnet (partielle

Ableitung zweiter Ordnung). Fiir & = j schreibt man kurz %.

J
o Analog ist f s-mal stetig differenzierbar (f € C*(D)), wenn alle partiellen Ableitungen der
Ordnung s ﬁ existieren und stetig sind.
s 1

Gleiches gilt auch fiir vektorwertige Funktionen.

Beispiel

[:R2 =R, f(z,y) = 3y + zy?
5L(x,y) =y* und G (x,y) = 3+ 2zy.

02 52 52 . 0%
Dann Wj(x7y) =0, Wél;(x7y) =2y = Wgy(l’?y) sowie Wyf(.’lf,y) = 2.

3.12.2 Satz
D C R offen, f: D — R € C*(D)
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>’f f .
= drpdx; — dx;0zy Vi ke{l, .. ,n}

Beweis

Beweis. Es geniigt, die Behauptung fiir D € R? zu beweisen.

Sei a = i eD.
a2
. 2 2
Zu zeigen: %9%(&) aa—ya%( ).
Sei § > 0 mit Ks5(a) C D.
= 3> 0,0 < k,k < ¢, sodass (a3 + k,as + k)" € Ks(a).
(a) Sei 0+ [a1, a1+ ] 2 R, o(t) = f(t a3 + k) — F(t, ).
= 31 € (a1,a1 +h) s p(ar +h) —p(a1) = h-¢'(1)
Setze

e(a1+h) w(a1)
F(h,k) :== f(a1 + h,a2 + k) — f(a1 + h,a2) — f(a1,a2 + k) + f(a1,a2)
=h-¢'(&)

%(61,&2 + k) -

of

ox

:%(El,ﬂl)k fiir ein 91 €(az,a2+k)

0% f

Oyox

(b) Analog erhélt man fir ¥(t) := f(a;+h,t) = f(a1,t), dass F(h, k) = ¥(as+k)—1(a2)
und F(h,k) = h - kaajgy(gg,ﬂg) fiir & € (a1, a1 + h), ¥ € (az, az + k).

2
(c) Insgesamt folgt, da h,k # 0: 8yax(§1,191) 5’36—6’;(52,192)

h,k—0
LLmAN gyaf;(al,az) da f € C%(D).

=h (&1, a2)

= F(h,k)=h-k (&1,%)

Q.E.D.

Ist fur folgende Funktion nicht erfillt:

’ z—m%% sonst

3.13 Satz von Taylor

Sei I C R ein Intervall, zg € I, f : I — R (k + 1)-mal stetig differenzierbar, k € Ny. Dann git die
folgende Taylorentwicklung um z fiir ein £ zwischen x und xq:

. ) ( , . (k+1) .
f(z) = Tu(x) + Ri(x) mit T(z) = SE_o F2) (2 — 20) sowie Ry(x) = L (z — 20)™+!

(Restglied nach Lagrange)

Bemerkung

Die Taylorreihe T'(z) := 3332, f(])J(zO) (r — x0)? konvergiert gegen f(x) —
limg_00 Ri(z) = 0. (Vorausgesetzt f ist unendlich oft differenzierbar.)
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Berechne sin(1) mit Fehlerdifferenz < 1073!.
Entwickle dazu f(z) = sin(x) um xg = 0. Suche k € N, sodass
_ @) k1 :
|Rk(1)| = WH — 0| < M, g zwischen 0 und 1.
f(@) = sina, f(z) = cosa, f"(z) = —sina, f"(z) = —'(2), [V (@) = f(x)
= fC(z) = (- s ) und fC" D (z) = (=1)" cos(x) fiix n > 0
= |Rp(1)| < (k+1)' < 100
<— (k+1)! > 1000 <= k>6
Fir k = 6 ist
sin(1) ~ Tp(1) = Sl3,0(1 —0)° + Cciso(l —0)! - Sl;0(1 02 +.. £ s1;1'0(1 —0)°
1 1 101
— 1 . - —
=0+1+0 6+O+120 +0= 20
~ (0.841
3.13.1 Multiindex
p = (p1,-..,pm) € Ni* heift Multiindex.
Ip| := p1 + ... + pm Ordnung von p.
pti= () - oo - (pm!)
Fir z € R”, & = (21, ..., xp) | sei aF =zl . xlm,

Ist f k-mal stetig differenzierbar, so sei 9F f := _ory

P
8:611.,.815[”

Beispiel

3.13.2 Taylorpolynome
Sei D C R" offen, a € D, f: D — R k-mal stetig differenzierbar.

T, : R" - R, Ti(z) = >P|<k apf;(a) (x — a)? heiBt k-tes Taylorpolynom f in a. Rj(z) =
f(z) — Ti(x) heiflt k-tes Restglied von f in a.

3.13.3 Hessematrix
Sei D C R"™ offen, f: D — R 2-mal stetig differenzierbar, a € D. Dann ist

o Ti(z) = f(a)+ Z . (x; —a;) = f(a)+ f'(a)(x — a) lineare Approximation in a
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o To(@) = f(a) + f(a)(z — @) + 3 X7 o1 g (a)(@i — as) (w5 — aj) und Hy(a) = (ay;) €

My (R), ai; = axija%(a) ist die sogenannte Hessematrix von f in a. Damit erhdlt man
1
Ty()f(a) + f'(a)(w — a) + 5 (x — a) " Hy(a)(z — a)

f:R2 =R, f(z,y) =e* =y
fl(z,y) = (e° +y,z).

= 1E%Y §2f(wy) _(eﬂf 1)
Hy( ,y)—(%&%(zy) _g =17 ol
Seia:<(1)>.
0

= Ta(z,y) = £(0,1) + f(0, 1)( _1>+;( — 0,y — D H(0, 1)< :?)

=1+(2,0) (yf1> +%(x,y—1) G (1)> <yf1>

12
=142+ =22 +2(y— 1)

(

1
:1+x+§$2+xy

3.14 Satz von Taylor fiir mehrdimensionale Funktionen

Sei D C R™ offen, f € CF*Y(D,R) und seien a,z € D, sodass S(a,z) = {a +t(x —a) | t €
(0,1)} € D. Dann existiert ein £ € S(a,z) mit

P
Rk('r): Z 0 f(é)(x_a)P

[
Ipl=k+1 P!

Lagrange-Form des Restgliedes

Beweis

Beweis. Sei v = 2 — a. Dann ist S(a,z) = {a+tv |t € (0,1)}.
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Setze ¢ : [0,1] = R, (t) := f(a + tv).

p*D) = Y

k1) Y " fa+tv) p
|Pl=k+1

= 3 € (0,1) mit

(k+1)(,u<x)
® 1) = ¥
R (1) (k+1)!

kD ()
T (k+ 1)

(1 _ O)k—i-l

Sei € := (V) =a+ Vv € S(a,x)

Es ist

— ¢(1) = R+ TE(1) <= fla+v) = Re(e) + Th(z)

=7,

Q.E.D.

3.15 Lokale Extrema

Sei D C R™ (nicht notwendigerweise offen), f: D — R, a € D.
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o a heifit Stelle eines lokalen Maximums/Minimums g.d.w.
de>0: f(a) >/ < f(x) Vze Kc(a)UD.
o a heifit Stelle eines globalen Maximums/Minimums auf D g.d.w.

fla)> /< f(x) VxeD.

3.16 Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema

Sei D C R™ offen, f: D — R. Ist a € D Stelle eines lokalen Extremums und existiert in a die
partielle Ableitung von f, so ist Vf(a) = 0.

Beweis

Beweis. Sei a lokale Extremstelle und K(a) C D.
= ¢:(—e,e) > R, p(t) = f(a+tv), v = ey, besitzt in ¢ = 0 Extremum.
o) —
— ¢(0)=0
Mathe 1
< limy_,o M = limp_,g w =0= %(a} Q.E.D.

3.17 Hinreichende Bedingung fiir lokale Extrema
Sei D C R" offen, f € ¢*(D,R), a € D, Vf(a) = 0.
Dann:

o Hy(a) positiv definit = a Stelle eines lokalen Minimums.

o Hy(a) negativ definit = a Stelle eines lokalen Maximums.

e Hy(a) indefinit = a ist Sattelpunkt

o Ist H¢(a) positiv/negativ semidefinit, so ist keine Aussage moglich.

Beweis

Beweis. (a) % sind alle stetig auf D, d.h. Hy(x) stetig. Man kann aufgrund der
Stetigkeit zeigen:
Hy¢(a) positiv definit = Je > 0: Hy¢(x) positiv definitVe € K (a).
Fir z € Kc(a) gilt:

¥ eSa,x)={a+t(r—a)|te(0,1)} C Kca):

f(@) = Ti@) + Ba(@)
= (&) + £(@)(z — ) +5 (=~ ) THHE) = ~ a)

=0 >0, falls Hy(a) pos. def.

> f(a)

= a Stelle eines lokalen Minimums.
(b) Analog.
(c) Verwendet man als Definition fiir Sattelpunkte.
Q.E.D.
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3.18 Kriterium von Sylvester

Zuvor wurde die Definitheit von Hy(a) untersucht. Die Definitheit kann mit den Eigenwerten
festgestellt werden (siehe Mathe 2).

Fiir positive/negative Definitheit gibt es auch das Kriterium von Sylvester (sehr einfach zu
priifen):

Sei A € Myp(R), A = (ai;);'j—1- Dann heiflt Ay := (aij)ﬁjzl € My(R) k-te Haupminor von A,
k<n.

1 2
— Alz(l), A2:<O 1), AgZA

Eine symmetrische Matrix A € M,,(R) ist
o positiv definit <= det(4;) >0 Vke {1,...n}
<0 k ungerade

o negativ definit <= det(Ag)
>0 k gerade

Bemerkung

Uber Semi-/Indefinitheit kann mit Sylvester keine Aussage gemacht werden! Speziell fiir
2 x 2-Matrizen gilt jedoch:

A € M3(R) indefinit <= det(A) < 0.

Beispiel

o flz,y)=2?+9y>+2ay+1, f:R?— R Esgilt:

f(2,9) = (20 + 9,2y +2) = (0,0)

2 =0
{x—i—y = z=y=0.

20+ =0

Demnach gilt H¢(z,y) = = H¢(0,0). Durch Sylvester folgt mit det(A4;) = 2,

2 1
1 2
det(A2) = 3 positive Definitheit. <§> = (8) ist damit lokale Minimalstelle und

£(0,0) =1 das lokale Minimum.
« TODO?
« TU DU!

3.19 Implizite Funktionen
Problemstellung;:
o Niveaulinien einer Funktion h : R?> — R: TODO Graph. Frage: Kann N.(h) lokal um
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<Z> € N.(h) als Funktion y = f(x) dargestellt werden, d.h. h(z, f(x)) — ¢ = 07?
— €, 0 miissen klein genug gewdhlt werden, damit einem z-Wert nur ein y-Wert zugeordnet
wird.
b/
zugeordnet werden kann. Daher Forderung: 3 oh (a b') #0.
o Anders formuliert: Ist F'(z,y) := h(z,y) —c=01in elner Umgebung von z nach y auflosbar?

— Fir ( )A gibt es keine €,0 > 0, sodass jedem x € Kj(a') genau ein y € K. (V')

7.B.:
— F(z,y) = 22 + 4% + 1 = 0 nicht 16sbar, da F(z,y) > 0. Daher Forderung: Ja,b € R :
F(a,b) =0.
— F(z,y)=2>4+y>—-1=0, z,ycR
= P =1-2?
= fi(x) =V1—22A fo(z) = —V1—22 fiwrz € (—1,1)

f1, f2 € *(—1,1) Lésungsfaktoren fiir x # +1.

o Allgemein: Sei z € R”, y € R® und (g) = (21, ey Tp, Y1, ...,yq)T, F:RPxR? - R4, F =

Fy

|, Fz,y) == F(a, ooy Tp, Y1, -5 Yg)-

F,

F(z,y) = 0auf G C RP nach y auflésen heiit, f : G C RP — R? zu finden, sodass
( ( )=0 Vred.

- F (1, s Tp, Y15 -5 Yg) =0 Vi€ {l,...,q} auf G nach yq, ..., y, auflésen, also f; : G —
R best. mit F(z1, ..., xp, f1(21, ..., 2p), ..., fg(x1, ..., zp)) =0 Vie{l,... q}.
o Falls F' in c) partiell differenzierbar, so sei

ox oz

OF ! o

= - | e Myu(®)
oy . OFg
o0z Oxp
oy Y.

OF . !

Frall Bk | € My(R)
Jy1 0Yq

3.20 Hauptsatz iiber implizite Funktionen

Seien G C RY, H C RY nichtleer und offen, F' : G x H — RY stetig differenzierbar. Seien a € G,
b€ H mit F(a,b) =0 und %(a, b) invertierbar.

Dann gibt es €, > 0 und genau eine stetige Funktion f : Ks5(a) — Kc(b) mit

1. f(a) =bund F(z, f(x)) =0 Vz e Ks(a)
2. § kann so gewihlt werden, dass f € p!(Ks(a)) und

1
f’<x>=—(§§<x,f<x>>) I e, j(a))va € Ksta).

Beweis

TODO. ODER NICHT. MIR DOCH EGAL.
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Bemerkung

Da h,(y) im Beweis der Kontraktion, kann man f : Ks(a) — K.(b) anndhern durch
(fn)nzo, In: Kﬁ(a) — R4

fo(z) :==b Vze Ks(a)

fr1(z) 1= ho(fn(2)) = fulz) — AT F (2, fo(2))

Es gilt ausserdem Vz € Ks(a):

[fn(z) = f(@)]] < 1q_nq||f1(l‘) — fo(2)||

- (57 1@ -

= fn — f gleichmafBig.

o Flz,y) =2 +y*+z—y, (Z) = (8)

A=35(0,0) = (39> = 1)(0,0) = =1 # 0

— A~! = —1, d.h. A invertierbar

= J¢,0 >0 und f: K5(0) = K(0) : F(z, f(z)) =0
o Annidherung an f (siehe Bemerkung):

Jo(z) =0=0

fi(x) = fo(z) = A1 F(z, fo())
=0+1-(*+z)=2>+x

fo(z) = @ +2)+1-F(z,23 + )
=Stz (@)l +r—ad—2

=27 +32" +32° +22° + 2

e Ableitung in x = 0:

oF oF
———

3.21 Lokale Umkehrbarkeit
3.21.1 Diffeomorphismus
UV CR" offen, f: U — V.

e f heif}t Diffeomorphismus <=
— f bijektiv und differenzierbar
— f~1:V = U differenzierbar
o f heiBt pF-Diffeomorphismus :<=
— f Diffeomorphismus
— f, f~! k-mal stetig differenzierbar
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Bemerkung

f + R — R Diffeomorphismus.
= (f7'W) =5 ="

Beispiel

3.21.2 Ableitung der Umkehrfunktion

f:U CR" — V Diffeomorphismus = f/(z) invertierbar und

vye V(W) = (@)™ z=F"y)

Beweis
Beweis. flof:U—=U, flof(x)=2

— E,= (o f)(@) = (f (@) - f'(a)
= ()Y = (F@) o= ) 0D,

Bemerkung

Sei f: D CR"™— R" differenzierbar, D offen.

Fir n = 1: Falls f/(z) > / < 0 auf einem Intervall (a,b), so ist f injektiv und umkehrbar
auf (a,b).

Fiir n > 1 gilt eine dhnliche Aussage nur eingeschrankt.

Beispiel

fiR2SR?, f(z,y) = e (Cosy>

sin y
/ — T
= flzy)=e siny cosy
= det f'(z,y) =e* >0 Vz,yeR
Aber f ist nicht injektiv:

cosy —sin y)

flz,y+k-2m) = f(z,y) VkelZ

Die Umkehrbarkeit gilt jedoch lokal - Uberleitung!

3.21.3 Lokale Umkehrbarkeit

Sei f € p'(D,R"), D C R" offen, 29 € D. Falls f’(x¢) invertierbar, so gibt es offene Umgebungen
U von xg, V von yg = f(xo) mit f(U) =V, sodass f : U — V p'-Diffeomorphismus.

Beweis

TODO: Ojemine
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3.21.4 Korollar
Sei f € '(D, f(D)) bijektiv und D, f(D) C R™ offen.
Dann sind dquivalent:

1. f ist pl-Diffeomorphismus
2. f'(x) invertierbar Vz € D

Beweis

Beweis.

e 1 = 2: wegen Ableitung der Umkehrfunktion
e 2 = 1: f bijektiv = 3f~': f(D) = D.
Zu zeigen ist: f~! stetig differenzierbar.
Seizg€ D = g:V - U:9=f"'],, wobei U C D,V C f(D) Umgebungen
von xg bzw. yo = f(rg). = f~! stetig differenzierbar in yq.
To beliebig = f~! stetig differenzierbar auf f(d).
Q.E.D.

3.21.5 Satz iiber offene Abbildungen

Sei f € p!(D,R"), D C R" offen, sodass f'(z) invertierbar Vo € D. = W := f(D) C R"
offen.

Insbesondere: f injektiv auf D = f: D — W !-Diffeomorphismus.

Beweis

Beweis. Sei yg € W.

= Jxo € D : f(wo) = yo

= f'(x0) invertierbar

—> J offene Umgebung U von xg, V von yg mit U C D, V C W, sodass f: U — V
¢~ 1-Diffeomorphismus, d.h. bijektiv

= Je>0: K (yo) SVIW

= W offen.

Falls f injektiv, so ist f : D — W bijektiv. = f ¢'-Diffeomorphismus. Q.E.D.

TODO. Wer braucht schon Beispiele? Alles trivial.

3.22 Extrema unter Nebenbedingungen

Beispiel

TODO.

Gegeben: f: DCR" - Rund g: D CR" - R? ¢ <n.
f besitzt in zy € D ein lokales Maximum/Minimum unter der Nebenbedingung g(z) = 0 <=

e e N:={zeD]g(x)=0}
o 3Joffene Umgebung U von z¢ mit f(z) </ > f(zg) YreUNN
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3.23 Multiplikatorenregel von Lagrange

Sei D C R™ offen, f: D — R, g : D — R? (¢ < n) beide stetig differenzierbar. f besitze in
xo € D ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung g(x) = 0.

Dann: Falls g(¢'(zo)) = g, so gibt es ¢ Zahlen Ay, ..., \; € R (Lagrange-Multiplikatoren), sodass

f'(@o) + > Ajd(w0) = 0

j=1
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