




































































练  习  十

1．求下列函数在指定点处的留数。

（1） 1,
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解： 令 02)0(,2)(,0)0(1)( 22   zz ezez 则

 ∴ z = 0 为三阶极点
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2．求下列函数在孤立奇点处的留数。

（1） 3)1(

2sin

z

z

解： 3)1(

2sin
)(1



z

z
zfz 是 的三级极点
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（2）
zz sin

1

解： 
zz

zfz
sin

1
)(0  是 的二级极点， 0(  kkz  为整数）是 )(zf 的简单极

点
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3．判定 z 是下列函数的什么奇点，并求出在的留数。

（1）
z

z
1



解： 
z

z
1

 在无穷远点的领域  ||0 z 内解析，所以 z 是它的弧立奇点且为

一级极点

    1]),([Re zfs

（2） zz cossin 
解： zz cossin  在全平面解析，∴ z 是该函数的孤立奇点
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4．利用留数计算下列复积分

（1）   2

3
|| 2)3)(1(z

z
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解：  在
2

3
|| z 的内部仅含奇点 z =1，且为一阶极点

而
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为整数，

解：  ①当 1||,,1||||  zbzazba 均为时 内的 n阶极点
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原式= 0

②
122

1

)(])!1[(

)1()!22(2
||1||










n

n

ban

in
ba


原式＝时，

③当 ||||1 ba  时，积分为 0。
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∴ 原式= i2

*5．思考题



（1）留数的各种求法的理论根据是什么？

答：留数的各种求法的理论根据是留数定理。它把求沿封闭曲线 C 的积分，转化为求

被积函数在 C 内各孤立奇点的留数。而一般地求函数在孤立奇点 0z 处的留数只需求出 0z 的

圆环域中罗朗级数的系数 1C 就可以了。对于孤立奇点的不同类型， 1C 的求法不同，有不

同的计算规则。

（2）有限可去奇点的留数为 0，当为函数 )(zf 的可去奇点时，留数是否一定为

0？

答：否。如  ,/1)( zzf 点为可去奇点，但 1]),([Re zfs ；而 2/1)( zzf  ，

0]),([Re zfs 。可见当为 )(zf 的可去奇点时，留数不一定为零，这与有限可去奇点

留数必为零不同。



练  习  十  一

利用留数求下列定积分。

1． )1(
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解：这里 )(,1)(,)( 242 xQzzzQzzP  在实轴上无零点，积分存在。
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z
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 在上半平面只有一个极点， iz  ，为 3阶极点。
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5． 
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在上半平面只有简单极点： iz 3
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而
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
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有两个二级极点，其中 biz  在上半平面。
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*7．思考题

1．利用留数计算定积分要注意哪些问题？

答：由于留数是与求封闭曲线 C上的复积分联系在一起的，而定积分的积分区间是实

轴上的某一有限或无限线段。因此，首先要解决的是将实定积分的积分区间拓展为闭曲线，

这 可 以 用 代 换 （ 如 


dR
2

0
)sin,(cos 型 ） 或 添 加 辅 助 曲 线 并 辅 以 极 限 概 念 （ 如





dxxR )( 型）来完成。其次，定积分的被积函数必须与某个解析函数有关，这一点不难

办到，因为被积函数通常为初等函数，而初等函数一般都可以推广到复数域中。



练  习  十  二

1．一个解析函数所构成的映射在什么条件下具有伸缩和旋转角的不变性？映射 2zw  在 z

平面上处处都具有这个性质吗？

解：当解析函数 )(zf ，满足 0)(  zf 时，具有伸缩和旋转不变性

00,2,2  wzzwzw 有时，当则 ，因而只有当 0z 时，映射

2zw  具有伸缩和旋转不变性。

2．求 3)( zzf  在下列各点处的导数值，并根据导数的几何意义解释这些结果。

（1） iz 1 ； （2） iz  12 ； （3） 03 z

解： 23)( zzf 

（1）当 3|)(|, 11  zfiz 时 ， )('arg 1zf 映射 izzzf  在3)( 处具有保解

性且伸缩率不变，伸缩率为 3，旋转角为 π。

（2） 6|)(|,1 22  zfiz 时 ，
2

)('arg 2


zf 映射 izzzf  1)( 3 在 处具

有保角性且伸缩率不变，伸缩率为 6，旋转角为
2


 。

（3） 0)('arg,0|)('|0 333  zfzfz 时， 且映射 0)( ＝在 zzzf  处不具有保角

性。

3．在映射
z

w
1

 下，求下列曲线的像。

（1） 422  yx

解：
222222

,
11

vu

v
y

vu

u
x

vu

ivu

w
z

z
w














22222 )
2

1
(4  vuyx

（ w

）

（ z

）

2
12



（2） 1)1( 22  yx

解：
2222

,
vu

v
y

vu

u
x









2

1
1)1( 22  uyx

4．一个以 1,1, 321  zziz 为项点的三角形内部在映射 izzizw   ,2, 下

分别变为怎样的区域。

*5．思考题

（1）为什么在论述导数的几何意义时，要假定 0)(' 0 zf 。

答：若在 0z 处 0)0(' xf ，则 )('arg 0zf 不确定。

（2）若 z1与 z2关于一圆周对称，在
z

w
1

 的映射下，它们的象在 w平面上是否也关

于某一圆周对称？若 z1与 z2关于某直线对称，在
z

w
1

 的映射下，它们的象在 w平面上能

否关于某圆周对称？

答：它们的象在 w平面上关于某一圆周（将直线看作圆周）对称，可能关于某一圆周

对称。

（ z

）

（ w

）

2
1u

-1    1

（ z

）
i

-1    1

(w)
2i

-1+i       1+i

w=z+i
——→

-2         2

2i
(ξ)

1

i

-i

(η)
ρ=2z
——→ η=-iz

——→















练  习  十  五

1．试求 |sin|)( ttf  的离散频谱和它的傅里叶级数的复指数形式。

解：   2

2

00

2
)(

1
)0(2

22


 


 dttfFc

T

 
 


 2

2

20 ),1,0(
)14(
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1
)( 0







 n

n
dtetfnFc
tjn

n

  






 





n n

ntjtjn oe
n

e
n

tf



2

22 14

12

14

12
)( 0

2．求下列函数的傅氏变换。

（1）















;,0

10,1

01,1

)(

其它

t

t

tf

解：ℱ 









 
1

0

0

1
)()]([ dtedtedtetftf tjtjtj 

dtedte
tt

tjtj




 1

0
1

1

0

1
1 令

)
1cos

(2
cos

2sin2

1

0

1

0

1

0

1

0 






 

 
 j

t
jtdtjdtedte tjtj

（2）









0,0

0,
)(

t

te
tf

t

解：ℱ




j
dteedtetftf tittj


  







1

1
)()]([

0

3．设









1||,0

1||,1
)(

t

t
tf ，求 )(zf 的傅氏变换，并推证：

























0

1||,0

1||,
4

1||,
2

cossin

t

t

t

d
t 










解：ℱ 


 sin
21

)()]([

1

1

1

1
















tjtitj e

j
dtedtetftf





 dxetf tj







sin2

2

1
)( 




















0

1||,0

1||,
2

1

1||,1

cos
sin2

t

t

t

td






故 























0

1||,0

1||,
4

1||,
2

cossin

t

t

t

d
t 








4．根据（8.4）式，推出函数 )(zf 的傅氏积分式的三角形式：

 
 

 



 

0
)(cos)(

1
)( 


ddtftf

证：  














 


 dedeftf tjj)(

2

1
)(

  














 


 ddef tj )()(

2

1

   










 



  


dddtfjddtf )(sin)()(cos)(

2

1

考虑到积分 



 dtf )(sin)(  是的奇函数，就有

 













  0)(sin)(  ddtf

又积分 



  是dtf )(cos)( 的偶函数，故

 
 

 



 

0
)(cos)(

1
)( 


ddtftf



练  习  十  六

1．求下列函数的傅氏变换。

（1）









01

01
sgn

t

t
t

解：设 1)(2sgn  tut ，则

ℱ ][sgn t ℱ ]1)(2[ tu =2ℱ )]([ tu ℱ[1]




 jj

2
)(2))(

1
(2 

（2） tttf sincos)( 

解：ℱ 








  dttetdtetf tjtj  sincos)()(

  




 dtte tj2sin
2

1

  ))]2()2([(
2

 

j

（3） ttf 3sin)( 

解：因
33 )

2
(sin

j

ee
t

jtjt 


故有ℱ 













 dt
j

eeee
dttetf

tjjtjtjt
tj

8

33
sin)]([

33
3 

)]3()1(3)1(3)3([
4

 

j

2．已知 )]()([)( 00  F 为函数 )(tf 的傅氏变换，求 )(tf 。

解： 




  dteeF
cjtj

][
2

1
)]()([)(

)()(

00
000 

   








  dttedteee tjjttjtj   0cos)(
2

1
0 = ℱ )]([ tF

所以 ttf 0cos)( 

3．求函数 )]
2

()
2

()()([
2

1
)(

a
t

a
tatattf   的傅氏变换。

解： )(F ℱ 




 dte
a

t
a

tatattf tj )]
2

()
2

()()([
2

1
)]([



  

























222

1
a

t

tj
a

t

tj

at

tj

at

tj eeee 

  ][
2

1
][

2

1
22

a
j

a
j

ajaj eeee


 


  
2

coscos



a

a 

4．证明：若ℱ )(),(][ )( tFe tj  其中 为一实函数，则

ℱ ])()([
2

1
)]([cos   FFt

ℱ ])()([
2

1
)]([sin   FF

j
t

其中 )()(  FF 为 的共轭函数。

证明：ℱ 




 dteeFe tjtjtj   )()( )(][

   




 dtetjt tj )](sin)([cos

  



 dtetjtF tj ))](sin)([(cos)(

  




 dtetjtF tj ))](sin)([(cos)(

  所以 




  dtetFF tj )(cos])()([
2

1
ℱ )]([cos t

  同理：  ])()([
2

1
 FF

j
ℱ )]([sin t



练  习  十  七

1．设 )()(
0,

0,0
)(,

0,1

0,0
)( 2121 tftf

te

t
tf

t

t
tf

t





















求 。

解： 







t
tt ededtfftftf

0
2121 1)()()()(  










 0,1

0,0
)()( 21

te

t
tftf

t

2．求下列函数的傅氏变换。

（1） )(sin)( 0 tuttf  

解：ℱ

2

1
)]([ tf ℱ ][sin 0t ℱ )]([ tu








 





du

uj
j ))(

)(

1
()]()([

2

1
00

)]()([
2

0022

0

0 










j

（2） )()( 0 tutetf
tj  

解：ℱ )()(2][ 10
0 

Fjte
tj 

ℱ )()(
1

)]([ 2 


F
j

tu 

∴ℱ
2

1
)]([ tf ℱ )[( 0tj

te


ℱ 



 


dFFtu )()(

2

1
))(( 11

  )('
)(

1
02

0








 j

3．证明：

)()]([)]()([ 2121 tFtaftftfa  （a为常数）

证： )())(()()()()( 212121 tftafdtfafdtffa  









4．若 )(1 F ℱ  )()],([ 11 Ftf ℱ )]([ 2 tf ，证明：

ℱ )()(
2

1
)]()([ 2121 


FFtftf 



证：  








  





 dFdtetfFF tj )())((
2

1
)()(

2

1
2121

  dtdeFtf tj ))(()(
2

1
21 









 













 dtedeFtf tjtj  


)]()([)(

2

1 )(

21

dtetftf tj


 )()( 11

= ℱ )]()([ 21 tftf 



练  习  十  八

1．求下列函数的拉氏变换。

（1）















2
,cos

2
0,3

)(




tt

t

tf

解： )(sF ℒ  





 2

0
2

0
cos3)()]([



 dttedtedtetftf ststst

 
 



 



0

)
2

(2

0

)
2

cos(
3


 





dee
s

s

t

st

 
 





0

2

1

22

1

2 )1(
3

)sin()1(
3 ss

st
ss

ee
s

deee
s







 ℒ ]sin[ t

 
ss

e
s

e
s




2

1

2
2

1

1
)1(

3 




（2） )(5)( 2 tetf t 

解： )(sF ℒ 






0

2

0
)](5[)()]([ dtetedtetftf sttst 

 





 
00

)2( )(5 dtetdte stts 

 
0

0

)2(

5
2 









t

st
ts

e
s

e
5

2

1




s

 )2(Re
2

95





 s
s

s

（3） tettf 2)1()( 

解： )(sF ℒ 






00

cossin)()]([ dtettdtetftf stst

   
2

1
2sin

2

1

0
 


 dtet st

ℒ
22 2

2

2

1
]2[sin



s

t

 
4

1
2 


s

（4） 22)1()( ettf 

解： )(sF ℒ )]([ tf ℒ 2][ 2 tet ℒ ][ tte ℒ ][ te



 
1

1
)

1

1
(2)"

1

1
(










sss

 
1

1
)

)1(

2

)1(

2
(

23 








sss

 
3

2

)1(

54






s

ss

2．利用拉氏变换的性质，计算ℒ )]([ tf 。

（1） ttetf t sin)( 3

解：ℒ

1

1
][sin

2 

s

t

ℒ
1)3(

1
]sin[

2

3




s
te t

ℒ 222 ]1)3[(

)3(2
)

1)3(

1
()]([









s

s

s
tf

（2） 


t
t tdtettf

0

3 2sin)(

解法（1）： 
 

t
tt ttetdtettf

0

33 2sin2sin)(

  ∴ ℒ stf  )]([ ℒ )]([ tf ℒ  
t

t tdte
0

3 ]2sin[ ℒ ]2sin[ 3 tte t

 
2

1
 ℒ  ]2sin[ 3 te t

ℒ ]2sin[ 3 tte t

    ℒ
222

2

222 ]4)3[(

)13123(2

)4)3((

)3(4

4)3(

12
)]([














ss

ss

ss

s

ss
tf

法 2：ℒ
4)3(

2
]2sin[

2

3




s
te t

  ℒ  


t
t

ss
tdte

0 2

3

4)3(

21
]2sin[

 ∴ ℒ  







t
t

ss

ss

ss
tdtet

0 222

2

2

3

]4)3[(

)13123(2
]

])3(4[

2
[]2sin[

（3） 


t
t

dt
t

tdte

0

3 2sin



ℒ 2

3

)3(4

2
]2sin[




s
te t

ℒ 


 






s

t s
arctgds

s
te

t 22

3

)3(4

2
]2sin

1
[

2

3 

ℒ 





t
t s

arctg
s

dt
t

te

0

3

)
2

3

2
(

1
]

2sin
[



3．求积分 


 
0

2

dt
t

ee tt

的值。

ℒ
2

1

1

1
][ 2





 

ss
ee tt

∴原式= 2ln
2

1
ln 

ℒ  
 












s s

tt ds
ss

ds
ss

ee
t 23

1
)

2

1

1

1
()](

1
[

2

2

   
2

1
ln

2

1
ln













s

s
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练  习  十  九

1．求下列像函数 )(sF 的拉氏逆变换。

（1）
))(( bsas
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

解：原式
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
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解：f (t) = ℒ–1[F (s)] = ℒ–1 ]
1
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2．利用卷积定理证明：ℒ  ])([
0

t
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s
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)]()([ 

证：ℒ  ])([
0

t

dttf ℒ  ])([
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3．用拉氏变换求下列微分方程。

（1） 0)0()0(,2  yyeyyy t

解：取拉氏变换有：

s2ℒ sysyty (2)0()0()]([  ℒ  )]0()]([ yty ℒ
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


s
ty

)12( 2  ss ℒ
1

1
)]([


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s
ty
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)]([




s
ty

取拉氏逆变换有：
tetty 2
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1
)( 

（2） Cyyytyy  )0(,0)0()0(,cos)4( （常数）

解： )0()()0()( 34 ysysyssys 
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