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Prologo

Desde el dltimo tercio del siglo pasado, la imperiosa y continuamente creciente ne-
cesidad de célculo intensivo en multiples &mbitos de la actividad humana ha impuesto el
desarrollo de medios para llevarlo a cabo de forma eficiente y barata. Se fabrican nuevos
procesadores cada vez mas potentes, y se disefian lenguajes de programacién orienta-
dos al objeto. En cuanto a la resolucién de problemas numéricos, el usuario tipico, casi
nunca un programador profesional, quiere resolver el suyo sin perder demasiado tiempo
escribiendo largas rutinas, depurando errores, o tratando de entender qué significan los
ininteligibles mensajes de error que casi nunca aclaran su verdadera causa. Lo ideal es
que un lenguaje orientado al cdlculo numérico y a la resolucién de problemas mediante
métodos numéricos se escriba yendo al grano, es decir, con la menor cantidad posible
de lo que se podria calificar de “cddigo farfolla” que, sin dejar de ser necesario, podria
ser ocultado como parte interna del lenguaje, permitiendo de este modo la facil lectura y
visibilidad de lo que realmente importa. Lenguajes no especificamente orientados como
C + + necesitan, por lo general, 10 lineas de cédigo farfolla por cada linea neta de mé-
todo numérico. Por otro lado, un lenguaje interpretado permite una interaccién mucho
mads agil que uno compilado, y las diferencias en tiempos de ejecucion que antes existian
entre ambos tipos estdn en la actualidad practicamente superadas.

Octave es un lenguaje orientado exclusivamente al cdlculo numérico, con especial
indicacidn en el tratamiento masivo de cantidades numéricas, principalmente vectores y
matrices. La mayor parte de las funciones, operadores y 6rdenes, que suelen existir en to-
dos los lenguajes para un argumento simple, admiten en Octave un argumento multiple,
vector o matriz, lo que permite ahorrar la escritura de estructuras de repeticién y sim-
plificar enormemente la lectura y la depuracién. Ademads, Octave es parte del proyecto
GNU, por lo que su uso es libre, y es compatible en gran medida con MatLab®.

Los autores de este libro son profesores de larga experiencia en la docencia de mé-
todos numéricos en matemadticas y diversas ingenierias, en el empleo de dichas técnicas
en su labor de investigacion, asi como en el uso de software de calculo cientifico. En los
contenidos de este libro, escogidos con gran acierto, se ofrece al lector todo lo necesario
para iniciarse en Octave mediante las técnicas de métodos numéricos mds comunmen-
te empleadas, que suelen ensefiarse en un primer o segundo curso de andlisis numérico
de cualquier carrera de ciencias o ingenierfa. Para un aprendizaje inicial, esta obra no
requiere del aporte de otros manuales o textos, ni de Octave ni de andlisis numérico,
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XII PROLOGO

pues contiene todo lo necesario, desde los fundamentos tedéricos hasta su implementa-
cidén practica mediante un programa en Octave, con ilustrativos ejemplos. Por supuesto,
no pretende sustituir ni constituye un curso de métodos numéricos, pues no contiene pro-
fundos teoremas ni largas demostraciones, ni muchos otros aspectos de indole tedrica,
ni tampoco es un manual del lenguaje Octave, ya que no se usan mds que las funciones
necesarias para la resolucién de los problemas planteados. Pero con toda seguridad es un
texto autosuficiente para la iniciacién y entrenamiento en la programacién de métodos
numéricos, y un valioso manual de consulta a la hora de “rescatar” del olvido una solu-
cién a un problema.

Granada, junio de 2016 José Martinez Aroza



Presentacion

Este libro estd dirigido a estudiantes (y profesores) de primeros cursos de carreras
cientificas que van a desarrollar e implementar métodos numéricos para resolver pro-
blemas matemaéticos elementales. En él, pretendemos proporcionar las técnicas y herra-
mientas bésicas para la implementacién de algoritmos numéricos usando el programa
de célculo cientifico Octave, lenguaje de libre distribucién desarrollado por John W. Ea-
ton y colaboradores [8]. Para ello, en cada capitulo nos centraremos en un determinado
problema matemadtico cuya resolucién requiera de herramientas numéricas, comenzando
con una breve introduccién a los fundamentos matemaéticos inherentes al problema y pa-
sando directamente a la implementacién de los métodos que conduzcan a su resolucién;
cuando proceda, indicaremos los comandos directos que proporcionan la resolucién del
problema y, en algunos los casos, describiremos e implementaremos los algoritmos que
usualmente el estudiante debe programar. Dado que pretendemos desarrollar un manual
bdsico de implementacion de métodos numéricos orientado a los estudiantes, hemos ele-
gido los problemas matematicos a estudiar en el orden en que normalmente aparecen
en los temarios de las asignaturas, que suele ser en orden creciente de dificultad, propo-
niendo abundantes ejercicios de desarrollo cuya complejidad va en aumento, pero man-
teniendo, en la medida de lo posible, la consistencia de cada tema, de modo que pueda
ser consultado de modo independiente. Ademads, debemos hacer notar que algunos de
los ejemplos incluidos a lo largo del texto, asi como varios de los ejercicios propuestos,
provienen de problemas originados en otras dreas de la ciencia y la tecnologia, de ma-
nera que a través de ellos podemos percibir la utilidad préctica de los contenidos aqui
expuestos.

Por todo lo hasta aqui dicho, la introduccién matemdtica de cada capitulo, preten-
de s6lo establecer los resultados basicos necesarios para comprender y desarrollar los
algoritmos numéricos propuestos, sin hacer una descripcién exhaustiva del andlisis ma-
temadtico inherente que, en cada capitulo, se deja al lector interesado como bibliografia
complementaria a desarrollar. Con ello, buscamos mas sencillez en los contenidos de este
libro, enfatizando en todo momento el contenido aplicado sobre el desarrollo de méto-
dos numéricos. De igual modo, tampoco pretendemos desarrollar un manual completo
de Octave, ya que existen numerosos disponibles [2} |5 [19]. No obstante, el libro dis-
pone de un indice alfabético exhaustivo que incluye comandos de Octave referenciando
las paginas donde han sido empleados. De esta forma el texto puede ser utilizado como
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complemento a dichos manuales ya que contiene numerosos ejemplos de uso, muchas
veces no trivial, de dichos comandos.

Por ultimo, y como no podia ser de otro modo, animamos a los lectores a que nos
remitan todas las correcciones y sugerencias que consideren oportunas para una mejora

del presente manual.

Granada, septiembre de 2016 Los autores



Capitulo 1

Primeros pasos con Octave

En este primer capitulo introductorio pretendemos realizar un acercamiento elemen-
tal al programa Octave, como lenguaje cientifico de programacion, que nos permita un
uso directo y auto-dirigido y nos proporcione recursos suficientes para afrontar las difi-
cultades especificas matematicas y/o de programacién que vayamos planteando en cada
capitulo posterior. Al igual que en el resto de capitulos no pretendemos un analisis ex-
haustivo de contenidos matemadticos, en este tema no vamos a hacer una descripcion
completa de Octave, sino una introduccién practica orientada a los contenidos posterio-
res, que podra ser complementada con las referencias bibliograficas que vamos a ir dando
en cada caso. En primer lugar, para familiarizarnos con el programa Octave, vamos a tra-
tar algunas nociones basicas sobre el tipo de datos con los que trabaja y su aritmética y
control de flujo.

1.1. El entorno Octave, uso basico

Octave, como tal programa, se puede dirigir desde un terminal en el que se ejecutan
los comandos escritos tras el prompt “octave :>, al que nos referiremos como “>” a
partir de este momento. La siguientes lineas muestran algunos comandos basicos que
podemos ejecutar desde un terminal:

> 247 operaciones usuales; 2+7 realiza la suma indicada;
> pwd comandos tipicos de Unix; pwd para directorio actual de trabajo;
> 1s 1s lista los ficheros y directorios en el directorio de trabajo;
> exit salir del programa Octave.

Esta forma de trabajar en un terminal hace que ciertas tareas sean tediosas, por lo que
normalmente emplearemos un entorno grafico para usuario (Graphical User Interface,
GUI) que haga mas agradable el manejo de Octave. En este sentido Octave proporciona
una GUI oficial en http://en.wikipedia.org/wiki/GNU_Octave|aunque existen ya diversas
opciones de libre distribucién (y algunas privativas) para los sistemas operativos usuales


http://en.wikipedia.org/wiki/GNU_Octave
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(Linux, MacOS y Windows). En todas ellas, con leves diferencias, podemos identificar
los siguientes elementos o zonas de trabajo (en la figura[I.I] vemos un ejemplo de GUI:
el OctaveGUI):

= Una barra de mendus, que dependerd del GUI utilizado.

= Una ventana de comandos (donde se ejecutardn propiamente todas las 6rdenes de
Octave).

Un editor de textos (donde editaremos nuestros “programas”).

Un historial de comandos (listado de 6rdenes ejecutadas).

Un “espacio de trabajo” donde se listan las variables definidas en memoria.

Un explorador (para navegar en el arbol de directorios).

Una ventana gréfica (que se abrird sélo cuando la orden ejecutada demande una
salida gréfica, y que suele depender de un programa grafico externo: GNUplot, Aqua,

etc.).
F & Directorio actual: /Users 1+ /!y, Informacion de la GUI experimental
@ O Exploradordearchivos | D @ Editor
W = 499 F P o o e &
/Users + &
Nombre A 1 H
Descargas alias 2 % Declaracién de datos
9 3?function y = fun(x)
4 y = X+exp(2*x);
> Desktol 1 !
P 5 endfunction
[x W] Espacio de trabajo 6 a=-1;
7 b= 0; |
Nombre Clase 8 tol = “(=2);
a double QO 3 TnimiasmilAn Aa wrarishlas
ans double
b double
c double Linea: 6 Col: 8 4
maxlter double
n double o6 Ventana de comandos
tol double
double

¥a

Please contribute if you find this software useful.
For more information, visit http://www.octave.org/get-involved.html

[x N ] Historial de comandos

lambda - solaprox’
lambda=2*(cos((50:-1:1)*pi/51)-1)
lambda - solaprox'

Read http://www.octave.org/bugs.html to learn how to submit bug reports.
For information about changes from previous versions, type

>> biseccionscript

max(ans) n intervalo c_n f(c_n)
’;?ﬂ“ﬂ"eﬁ-ﬂ-O-TﬂeJ""913:59” 0 [-1.000000,0.000000] -0.500000 -0.132121
hzlzpswd 1 [-0.500000,0.000000] -0.250000 0.356531
pwd 2 [-0.500000,-0.250000] -0.375000 0.097367 |
hudscrgt 3 [-0.500000,-0.375000] -0.437500 -0.020638
fprintf(No se puede realizar la faci | |4 [-0.437500,-0.375000] -0.406250 0.037497 |
e L [-0.437500,-0.406250] -0.421875 0.008220
6 | [-0.437500,-0.421875] -0.429688 -0.006261 |
>>

Figura 1.1: Entorno grafico del programa OctaveGUI.

Como deciamos, podemos hacer un uso bésico de Octave desde la linea de coman-
dos del terminal, escribiendo directamente las 6rdenes y obteniendo los resultados en el
terminal. Aunque esta no sea la manera usual de trabajar, es muy ttil conocer su funcio-
namiento antes de pasar a crear programas mas complejos. Es conveniente saber que:
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= Para que Octave interprete los comandos escritos hay que pulsar la tecla enter [ < ].

» El atajo de teclado Ctrl+C interrumpe la ejecucioén de un comando y podemos usar-
lo cuando no se produce respuesta alguna en un tiempo razonable (jse ha quedado
colgado!).

= Si al final de un comando escribimos un punto y coma ““;” Octave no mostrara el
resultado de dicho comando (jaunque si se haya ejecutado! y por tanto puede haber
realizado cambios en los datos almacenados en la memoria del ordenador).

= En el caso de que un comando sea excesivamente largo se puede escribir en varias
lineas si se emplean puntos suspensivos “...” entre una linea y la siguiente (véase,
por ejemplo, las lineas 6 y 7 del cédigo de la pagina[124).

1.1.1. Manejando datos

Octave es capaz de trabajar con distintas clases de datos, entre las que nosotros des-
tacamos las siguientes: niimeros (tanto reales como complejos), matrices (que incluyen
como casos particulares los vectores y los polinomios) y las cadenas de caracteres (que
pueden ser usadas como variables). Es necesario tener claro en cada momento qué dato
tenemos entre manos, ya que hay operadores y funciones que, dependiendo de la clase
de dato sobre el que actiien lo hacen de distinta manera, o incluso puede que no estén
bien definidas. La naturaleza de cada dato se puede consultar en el “Espacio de trabajo”.

Niimeros (reales y complejos). Los nimeros reales se representan mediante digitos
donde la coma decimal, al igual que en las calculadoras, se representa con un punto. Los
nimeros complejos se escriben del modo usual teniendo en cuenta que, en su parte ima-
ginaria, la unidad compleja se representa mediante el simbolo “i” que es conveniente
acompafiar siempre de su coeficiente real yuxtapuesto, incluso cuando sea un uno: “11”,
“2.51”, etc. (véase el ejercicio[§1.2)). Mds adelante, cuando aprendamos a almacenar da-
tos en variables, comprenderemos por qué conviene afnadir el coeficiente. Comprobemos,
mediante algunas operaciones elementales, la dindmica basica para escribir y trabajar con
numeros reales y complejos, asi como el uso de los paréntesis para sefialar el orden en
el que deseamos ejecutar los comandos, y el hecho de que dejar o no espacios entre
operaciones es irrelevante.

> (1.5 4+ 2.51) 11

> 1.5 4+ 2.51ix11i

>3 4+ 5.5 x (4.1 — 7)
> 3+5.5%x(4.1-7)

> a

“ 2

En el dltimo comando ejecutado, hemos creado la variable a la que asignamos (me-
diante el simbolo =) el valor de la operacién realizada (en este caso (2+i) * (2 —i) = 5);
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en adelante, cada vez que aparezca la variable a, su valor serd computado como 5. Mds
adelante, en esta misma seccidn, abordaremos el tema de las variables.

Matrices (y vectores). Octave estd orientado al uso del cdlculo vectorial y matricial,
por lo que podemos adivinar que la sintaxis de estos elementos serd un punto clave para
su manejo. En lo que sigue hablaremos tnicamente de matrices pues los vectores son,
en particular, matrices con una tnica fila o columna. No obstante, al tratar la aritméti-
ca con estos elementos, hay que sefialar que algunas funciones de Octave no trabajan
igual cuando actian sobre un vector fila, sobre un vector columna, o sobre una matriz.
Empezaremos viendo diferentes formas de definir matrices. La definicién “elemento a
elemento” de una matriz o de un vector se hace introduciendo sus componentes entre
corchetes, de forma que los elementos de una fila se separan mediante comas (o espa-
cios), y las distintas filas se separan con punto y coma (o retornos de carro). De esta
forma, por ejemplo:

>b = [1,6] asigna a la variable b el vector fila (1,6);
>Db = [1 6] y lo mismo, usando espacios.
> A [1,4;3,2] Asigna a la variable A la matriz cuadrada (; 3);
>A = [1 4

3 2] y lo mismo, usando espacios y salto de carro.
> c = [2;7] Asigna a la variable c el vector columna (%),
> c = [2

7] y lo mismo, usando saltos de carro.

Observamos que, aunque podemos separar componentes mediante espacios y saltos de
carro en lugar de comas y punto y coma, respectivamente, no recomendamos el empleo
de espacios en blanco como delimitadores dentro de una fila, ya que puede dar lugar a
confusion (véase el ejercicio[§1.4). En este texto, usaremos siempre el punto y coma para
cambiar de columna.

Veamos otra forma de definir vectores mediante rangos. Un rango es una forma
simple de escribir un vector fila cuyos elementos estidn equiespaciados. La sintaxis de un
vector fila definido mediante un rango es la siguiente (también vélido sin corchetes),

[ inicio : paso : tope ]‘

Aqui inicio es el primero de los valores del vector, paso es el incremento que sufrirdn
los siguientes valores, y t ope es la cantidad que no pueden superar dichos valores. En el
caso de que el paso se omita, el valor por defecto es 1. Con esta definicién no sabremos,
a priori, el nimero de componentes de un vector (aunque la podriamos obtener mediante
la orden length (vector)), ya que lo que fijamos es la distancia entre componentes,
el paso. Alternativamente podemos usar

‘linspace(inicio,fin,num)
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que genera un vector fila con exactamente num valores equiespaciados, siendo inicio
el primero de ellos y £in el dltimo. Observamos las siguientes definiciones:

> 3:7 genera el vector (3,4,5,6,7),
> [3:2:12] genera el vector (3,5,7,9,11),
> 1:0.2:2 genera el vector (1,1.2,1.4,1.6,1.8,2),
> linspace(0,1,5) genera el vector (0,0.25,0.5,0.75,1).

Los elementos que se combinan dentro de una matriz pueden ser, a su vez, matrices.
De esta forma podemos crear matrices yuxtaponiendo matrices o vectores, siempre que
las dimensiones de los elementos a combinar sea apropiada. Lo comprobamos mediante
algunos ejemplos:

V V V V V
FFGE P

Por lo general, Octave devolvera un mensaje diagnéstico cuando uno trata de llevar a
cabo operaciones imposibles o mal definidas, como ha ocurrido en uno de los ejemplos
anteriores.

Existen rutinas para definir matrices especificas. Algunas de ellas son:

el comando... | crea...

zeros (m, n) | una matriz de orden m por n con componentes 0

ones (m, n) una matriz de orden m por n llena de unos

eye (n) la matriz identidad de orden n

eye (m, n) la matriz de orden m x n con 1 en la diagonal principal y O fuera
rand (m, n) una matriz de orden m X n con componentes entre 0 y 1 aleatorias
diag (v, k) una matriz de ceros cuadrada con el vector v en la diagonal k—ésima
diag(a, k) el vector de la diagonal k—ésima de la matriz A

Existen otros comandos especificos para definir matrices “conocidas”, como son las ma-
trices de Vandermonde, Hilbert, Toeplitz, etc., que iremos viendo a lo largo del libro.

A continuacién presentamos comandos para seleccionar y manipular los elemen-
tos de una matriz o vector. La dimensién de una matriz se obtiene mediante el comando
size (A), que devuelve un vector con el nimero de filas y columnas de la matriz A.
El comando length (A) devuelve el valor mas grande entre el niimero de filas y co-
lumnas de la matriz A, por lo que se emplea usualmente para obtener la longitud de un
vector. En ocasiones, es necesario extraer una cierta componente de una matriz; la forma
de seleccionar el elemento situado en la fila k—ésima y columna m—€sima de una matriz
almacenada en la variable A es mediante la orden A (k, m) . Asi, por ejemplo:
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> A(1,2) es el elemento situado en la primera fila y segunda columna de A.

Andlogamente, si queremos cambiar este valor por un 8, por ejemplo, no tenemos mas
que ejecutar:

> A(1,2) = 8

También podemos aumentar el tamafio de una matriz afiadiendo las componentes que
necesitemos; Octave completara automaticamente los huecos con ceros. Por ejemplo:

>M = [ ] iniciamos una matriz M vacia,
> M(2,3) = 8 la convertimos en una matriz 2 X 3 con M 3 = 8 y 0 el resto,
> M(4,1) = =2 y ahora en una matriz 4 x 3 con M3 = 8, My = —2y O el resto.

Si queremos seleccionar la Gltima componente de una matriz o vector de tamaiio desco-
nocido, podemos echar mano de los comandos size y length para determinar primero
su dimension, pero es mas rapido usar directamente el comando end. Por ejemplo,

> A(1l,end) es el dltimo elemento de la primera fila.

De forma similar podemos extraer una submatriz empleando los rangos de filas y co-
lumnas que nos interesen como se indica a continuacién. Tomamos, por ejemplo, la ma-
triz 4 x 3 definida porD = eye (4, 3). Se puede extraer una submatriz utilizando

D (rango filas, rango columnas)

donde los rangos de filas y columnas a considerar se indican mediante vectores que con-
tienen sus nimeros de orden dentro de la matriz, usando dos puntos para abarcar todo
el rango de valores. Asi, por ejemplo:

>D([1,2],11,3]) entradasde las dos primeras filas y columnas primera y tercera;
>D(:,[1,3]) columnas primera y tercera completas;
> D([1:31,:) las tres primeras filas completas;
> D(:,end—1) la pentltima columna completa.

Podemos apreciar la facilidad que aporta esta sintaxis en la permuta y eliminacién de
filas/columnas de una matriz, operaciones que vamos a emplear a menudo. Por ejemplo:

([13,11,:) = D([1,3],:) permuta las filas primera y tercera de la matriz D;
> ( 1,:)= 1] elimina la primera fila de la matriz D;
>D(:,2)= [ ] elimina la segunda columna de la matriz D.

Casos particularmente interesantes son los comandos triu (A) y tril (A) que ex-
traen, respectivamente, la parte triangular superior e inferior de una matriz A. Por
defecto, ambos comandos incluyen la diagonal de la matriz A, aunque se puede afiadir

n “—1"" como segundo argumento opcional en caso de que no se desee. Ademas, en la
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seccién veremos cémo seleccionar los elementos de una matriz que verifiquen una
condicion. Para mas detalles véase [ Data types. Object Sizes y Matrix Manipulation].

Polinomios. La representacién en Octave de una funcién polinémica de la forma
p(x) = apx" +ap X"+ tax+ao

se realiza mediante el vector filap = [a_n,...,a_1,a_0], cuyas componentes son
los coeficientes del poninomio. Por ejemplo:

>pl = [2,-1,3] representa al polinomio py(x) = 2x* —x +3;
>p2 = [1,0,0] Representa a p,(x) = x%; nétese la necesidad de 0.

Por lo tanto su tratamiento como funciones de x, y no como simples vectores, requiere
ordenes especificas en Octave. Veamos algunos ejemplos.

el comando... crea ...

polyval (pl, x) | las evaluaciones del polinomio p1 sobre las componentes de x
polyderiv(pl) | el polinomio resultante de derivar p1

polyint (pl) el polinomio resultante de integrar p1 y con valor O en 0
roots (pl) un vector columna con las raices complejas del polinomio p1
poly (v) un polinomio cuyas raices son las componentes del vector v
poly (B) el polinomio caracteristico de la matriz cuadrada A

polyout (p, 'x") la expresion estandar del polinomio p

conv (pl,p2) el producto de los polinomios pl y p2

[c,r] = deconv (pl,p2) | elcociente cy el resto r de dividir p1 entre p2

Resaltamos que el comando polyval realiza las evaluaciones mediante el algoritmo de
Horner-Ruffini, que es mucho més estable numéricamente que la evaluacion directa.

En los capitulos que requieran el uso de polinomios, desarrollaremos mds los coman-
dos asociados. Para profundizar, podemos consultar [5, Polynomial Manipulations].

Cadenas de caracteres. Las cadenas de caracteres o strings se definen en Octave
como texto delimitado entre comillas (simples o dobles) de la siguiente forma:

> 'cualgquier texto entre las comillas incluyendo espacios'

Al igual que una matriz o un vector, es posible seleccionar uno de los caracteres de una
cadena apelando a su posicién. El siguiente ejemplo,

> cadena = "pkhatewcous"
> cadena ([l 4 8 end—2])

produce como salida paco, es decir, las componentes que ocupan las posiciones primera,
cuarta, octava y antepenultima de la cadena que hemos llamado cadena. Por cierto, es



8 CAPITULO 1. PRIMEROS PASOS CON OCTAVE

importante en todo codigo diferenciar entre los datos que son numéricos, los comandos y
las cadenas de caracteres, para evitar posibles errores posteriores. Para profundizar sobre
las cadenas de caracteres (comparacion, concatenacion, etc.) véase [15, Strings].

Variables. Como hemos ido viendo a lo largo de esta seccién, podemos almacenar
cualquier objeto de Octave (nimeros, vectores, cadenas de caracteres, etc.) en una varia-
ble mediante el operador de asignacién “=" del siguiente modo:

nombre_de_la_variable = objeto_asignado‘

Los nombres de las variables pueden estar compuestos por letras, niimeros o guiones de
subrayado, siempre y cuando no empiecen por un nimero, ya que seria confundido con
un coeficiente, y teniendo siempre en cuenta que Octave distingue entre mayisculas y
minudsculas. Ejecutamos como muestra las siguientes instrucciones:

a =2>5; b= 3; definimos sendas variables a y b,
b=a+b podemos operar con ellas e incluso redefinirlas.
= 8

o VvV Vv

En ocasiones es posible que necesitemos definir varias variables al mismo tiempo (por
ejemplo para permutar los valores de dos de ellas) y, en este caso, podemos (jdebemos!)
usar el comando de reparto deal como sigue:

,b] = deal(5,3); definimos sendas variables a y b a la vez,
b] deal (b, a) y las modificamos usando sus valores previos.

[a
[a,
= 3

5

O o VvV V

Notemos que si intentamos hacer la permutacion anterior escribiendo
> [a,b] = [b,a]

se produciria un error. Esto es debido a que, para Octave, [b, a] es un tnico objeto, un
vector, y no dos objetos que puedan ser guardados por separado, como pretendia nuestra
orden; de ahi la necesidad del comando deal.

En cada sesion de trabajo, Octave guarda en memoria las distintas variables que se
han definido, por lo que es conveniente tener en mente sus nombres y qué hemos alma-
cenado en cada una. Es por esto que el programa ofrece la posibilidad de visualizar el
listado de variables definidas hasta el momento mediante el comando who. Al usar un
entorno grafico GUI concreto, es habitual que exista una ventana (esto es, el espacio de
trabajo) que contenga tanto el nombre de las variables creadas como el tipo de objeto
que son cada una de ellas. Cuando alguna variable deja de ser titil se puede eliminar
mediante el comando clear del siguiente modo:

> clear ('nombrel', "'nombre2')
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es decir, usando como argumentos las cadenas de caracteres que definen a las variables
a eliminar. Si usamos clear () (esto es, sin argumentos) eliminaremos todas las varia-
bles que haya en memoria. Hemos de tener en cuenta que existen diversas variables (y
comandos) predefinidas por defecto en el programa, como por ejemplo pi o e (donde
estan almacenados los valores del nimero 7 = 3.141592... y del niimero e = 2.71828]1...
respectivamente), y que no deben ser alteradas, aunque Octave permite hacerlo. Si acci-
dentalmente “pisamos” una variable predefinida podemos provocar errores indeseados,
pero es facil subsanarlos limpiando la variable creada, lo que nunca eliminard la que con-
tiene Octave. Lo observamos en este ejemplo:

> pi = 7; roots = 5; redenominamos la variable pi y el comando roots;
> roots([1,0,11) produce un mensaje de error;
> sin(pi) devuelve 0.65699, el seno de 7, y no el esperado seno de 7;
> clear('pi', "roots") devuelve a su estado inicial tanto pi como roots.

Por dltimo, una variable interesante en Octave es la variable ans, donde se guarda el
ultimo valor obtenido como respuesta y no guardado expresamente en alguna variable.

1.1.2. Aritmética basica

En este punto vamos a introducir en primer lugar la aritmética con nimeros y en
segundo lugar la de matrices y vectores, para facilitar su comprension.

Operar con niimeros. Octave tiene una serie de operadores y funciones predefinidas,
algunas de las cuales se indican en la siguiente tabla (véase [5, Arithmetic] para un listado
mads completo).

] los comandos... realizan operaciones de tipo... \
+, =, x, / aritmética basica (suma, diferencia, producto, division)
~, sqrt, exp, 1og potencia, raiz cuadrada, exponencial, logaritmo natural
sin, cos, tan, cot, sec, | trigonométricas: seno, coseno, tangente, cotangente,
csc secante, cosecante
asin, acos, atan... versiones arco de las anteriores (anteponiendo una a)
hsin, hcos, htan... hiperbdlicas (anteponiendo una h)
abs, arg, real, imag, | mddulo, argumento, parte real, parte imaginaria y con-
con’ jugado

Asi, por ejemplo:

pit(2%4) realiza la operacién 8,
sqrt (4) notamos la estructura: funcién con argumentos entre paréntesis;
acos (1) + asin (1) es posible introducir espacios entre funcién y argumento;
rand () o rand, algunas funciones pueden ir sin argumentos.

vV V V V
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La mayor parte de las funciones predefinidas en Octave estan disefladas para actuar
sobre escalares y, ademds, sobre matrices y vectores, en cuyo caso lo hacen compo-
nente a componente (véase el ejercicio §1.14). Esta informacién, y cualquier otra rele-
vante acerca de las funciones predefinidas de Octave, podemos obtenerla mediante el
comando help seguido de un espacio y el nombre de la funcién deseada. Por ejem-
plo, si solicitamos la ayuda de una funcién cualquiera paquito mediante el comando
help paquito, obtendremos un mensaje (en inglés) similar al siguiente:

-- La funcion seleccionada: paquito (X)

calcula 'paquito' para cada elemento de X.

En otras ocasiones, dependiendo del tipo de argumento, un mismo comando actda de
distinto modo, como vimos, por ejemplo, en el apartado de vectores y matrices con los
comandos diag o0 poly. En la ayuda de un comando no sélo encontraremos su funcio-
namiento sino que, a menudo, Octave proporciona una lista de comandos afines, lo que a
menudo nos facilita la resolucién del problema que estamos trabajando. En este sentido,
destacamos algunas operaciones ttiles que, via help, nos pueden conducir a otras nu-
merosas funciones relacionadas con niimeros enteros o con estadistica.

el comando... calcula... ‘
gcd(a,b) el maximo comiin divisorde a y b

lcm(a,b) el minimo comun multiplode a y b

rem(a, b) el resto de dividir a entre b (es decir, a mdédulo b)
round, ceil, floor, fix | redondeo normal, por arriba, por abajo, cercano a 0
sum (v), prod (v) suma y producto de las componentes del vector v
cumsum (v), cumprod (v) | lasumay el producto anteriores, pero acumulados
mean, median, mode, std | media aritmética, mediana, moda y desviacion tipica

Operar con matrices y vectores. En este apartado veremos cémo operar con matri-
ces y vectores. Hemos de tener mucho cuidado con las operaciones producto, division y
potenciacion. Estas operaciones (precedidas de un punto: ., ./, .")actdan sobre
las matrices y los vectores elemento a elemento, esto es,

] operacion \ devuelve...

A.xB una matriz del mismo orden que A = (a; ;) y B = (b; j) cuyos elementos
vienen dados por a; ; * b; ;

A./B igual que el anterior pero con elementos a; ;/b; ;

A."3 una matriz del mismo orden que A con elementos al.37 ;

Por otro lado, encontramos operaciones puramente matriciales o vectoriales. Los
simbolos sin punto, ( *, \, *) se usan para definir las siguientes operaciones matriciales.
Esto es,
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’ operacién \ devuelve... ‘

A*B el producto (matricial) de las matrices A y B

Axv el producto (matriz X vector) de la matriz A y el vector columna v
A\b la solucién del sistema de ecuaciones lineales Ax = b (es decir A~T x b)
A’p la potencia matricial de A

En el caso de las operaciones suma y resta, (+, —), si ambos operandos son matrices del
mismo orden se realizan las correspondientes operaciones matriciales. Sin embargo, si
uno de los operandos es un nimero, entonces el escalar se suma o resta a cada uno de los
elementos de la matriz.

Hemos de destacar que el comando A \ b, también escrito como mldivide (A, b)
y llamado divisién izquierda (no confundir con el operador de divisién entre nimeros,
/), no realiza internamente el cilculo de A~!. En cuanto a la operacién potencia, A" p,
en el caso en que p sea un nimero entero, calcula |p| sucesivas multiplicaciones matri-
ciales de A 0 A~!, dependiendo del signo de p. Sin embargo, si p no es entero, realiza un
desarrollo en términos de valores propios (que escapa del objetivo de este texto).

Otras funciones de marcado caracter matricial son:

operacion \ calcula...

det (A) el determinante de la matriz A

inv (A) la matriz inversa de la matriz A

A’ la matriz traspuesta conjugada de la matriz A

transpose (A7) la matriz traspuesta de la matriz A (equivalente a A. ")

vec (A) un vector columna formado por las columnas de la matriz A
fliplr, flipud invierten el orden de las columnas o las filas respectivamente
compan (p) una matriz cuyo polinomio caracteristico es p

eig(A) los valores propios de la matriz A

reshape (A, m, n) | construye una matriz m X n a partir de A

En Octave también podemos encontrar muchas funciones, de caracter esencialmente
vectorial, usadas habitualmente en matemaéticas. Citamos algunas.

’ la orden... calcula...
max (v) el maximo (y su posicién) de los elementos de v
min (v) el minimo (y su posicién) de los elementos de v
sort (v) los elementos de v ordenados de menor a mayor
dot (u, v) el producto escalarde uy v
norm(v) onorm(v, 2) la norma euclidea del vector v
norm(v,1),norm(v,inf) | lanorma 1y la norma del maximo de v
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Notese que estos comandos no actian del mismo modo sobre matrices. Por ejem-
plo, el comando norm, al actuar sobre matrices, calcula las respectivas normas matricia-
les subordinadas a las vectoriales.

1.1.3. Coémo guardar nuestro trabajo

Octave permite almacenar, total o parcialmente, tanto los comandos ejecutados en
una sesion y sus salidas, como las variables creadas u otros diversos objetos que iremos
describiendo. Antes de comentar distintas formas de guardar datos, para hacer uso de
ellos en el futuro, hemos de tener claro donde se van a crear los archivos en los que los
guardamos.

;Donde guardamos los ficheros? Siempre que se arranque Octave tendremos un di-
rectorio de trabajo activo, es decir, un directorio donde el programa deposita los archivos
que creamos y donde busca los comandos que invocamos (siempre y cuando estos no es-
tén predefinidos). El directorio de trabajo se puede ver en todo momento mediante el
comando pwd o en la ventana del GUI que estemos usando. Igualmente, podemos mo-
vernos por los directorios mediante cd directorio o usando dicha ventana de nave-
gacién. Es importante que en dicho directorio tengamos permisos de lectura y escritura,
que es lo habitual si trabajamos en nuestro propio ordenador, pero no necesariamente si
usamos maquinas publicas o de centros educativos con acceso regulado.

Una vez tenemos claro dénde se alojardn nuestros ficheros, veamos cémo guardar
variables, sesiones completas o partes de ellas, salidas graficas y, por dltimo, una for-
ma particular de crear/guardar sendos tipos particulares de ficheros: las funciones y los
scripts que, por su especial relevancia y utilidad, comentaremos en una seccion aparte.

Guardar sesiones. Si lo que queremos es guardar una copia de las instrucciones in-
troducidas en la linea de comandos y los resultados obtenidos es necesario comenzar la
sesion, o el momento a partir del cual queremos empezar a guardar, mediante el comando

> diary on

lo que iniciara el proceso de copia tanto de los comandos introducidos como de sus co-
rrespondientes salidas, y que no se detendrd hasta que ejecutemos el comando

> diary off

momento en el que se creard en el directorio de trabajo un archivo de texto denominado
diary.txt conteniendo los datos anteriores. Esto nos permite, por ejemplo, guardar la re-
solucién de ejercicios numéricos que se puedan plantear y que podamos ir resolviendo
paso a paso con Octave.

Guardar variables. En ocasiones, queremos guardar los valores almacenados en va-
riables que hemos construido durante una sesién, bien porque son demasiados y el uso
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de la memoria empieza a ralentizar las operaciones, o bien para ser tratados de forma
externa por otro programa o usarlos en el futuro. Para ello ejecutaremos

> save nombrefichero.mat nombre_variable
> save nombrefichero.mat

con lo que crearemos un fichero de nombre “nombrefichero.mat” en el que almacenare-
mos, respectivamente, la variable nombre_variable o todas las de la sesién en curso.
Posteriormente podemos volver a cargarlas en memoria para ser usadas mediante

> load nombrefichero.mat

Guardar salidas graficas y animaciones. Octave permite mostrar y guardar obje-
tos graficos de manera vectorial (no pierde nitidez al ser reescalado, por lo que es muy
util para ser manipulado posteriormente), utilizando para ello software externo (Gnuplot,
Aqua,...) y, aunque iremos presentando las distintas opciones para generar graficas a lo
largo del texto, aqui queremos mostrar la forma en que podemos guardar en un fichero
vectorial cualquiera de esas gréficas creadas. Una vez que hayamos generado alguna gra-
fica con Octave, por ejemplo

> x = 0:0.1:p1;
> plot (x,sin(x),"@")

esta aparecerd en una ventana aparte con el nimero 1 (la primera vez; si no se indica
lo contrario, las sucesivas graficas apareceran en esta misma ventana, sustituyendo a la
anterior). Si queremos guardar en un fichero pdf (por defecto, aunque admite otras exten-
siones) la ultima de las graficas generadas en la ventana con el niimero 1, ejecutaremos:

> saveas (1, 'nombre—archivo.pdf');

siendo 'nombre—archivo.pdf' el nombre del archivo PDF en el que queremos guar-
dar la salida gréfica. Para ver cdmo guardar varias graficas en un tnico fichero creando
una animacién, remitimos al ejemplo[9.10]

1.2. Creacion de funciones y scripts en Octave

Como hemos mencionado, existen dos tipos particulares de ficheros muy utiles y
relevantes para programar con Octave: las funciones y los scripts. Dedicaremos esta
seccidn a su creacion, funcionamiento basico y utilidad.

Funciones. Desde un punto de vista informatico, una funcién es un comando almace-
nado con un cierto nombre que realiza un célculo o tarea determinada. La funcién, por lo
general, necesita unos datos o argumentos sobre los que actuar, a partir de los cuales rea-
lizar el célculo o tarea y, al ejecutarse, devuelve los resultados de su accién. Ademds de
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las funciones que Octave tiene predefinidas, como hemos visto en la seccidén anterior, es
posible implementar nuestras propias funciones, segtin nuestras necesidades. Hay varias
formas para definir funciones y la eleccion de una u otra dependerd del uso que queramos
darle y de la complejidad de las tareas que deba llevar a cabo. Hemos de recalcar que el
concepto de funcién va mucho més alld del concepto matemadtico de funcién, cuya tinica
tarea es la evaluacion de una cierta férmula matematica sobre una o més variables.

En general, la sintaxis para definir una funcion en Octave es la siguiente

function [resultados] = nombre_funcidén (lista_argumentos)
cuerpo: cédlculos y tareas a realizar
endfunction

donde lista_argumentos es la lista de datos o argumentos, separados por comas,
sobre los que la funcién actuard, nombre_funcién es la cadena de caracteres que
nosotros asignamos al comando creado, y al cual tendremos que apelar para ejecu-
tarlo posteriormente, y cuerpo constituye propiamente la funcién, y consiste en el
conjunto de todos célculos o tareas a realizar sobre los argumentos y que dan lugar a
resultados, es decir, el listado de los valores, separados por comas, que devolvera
como resultado la funcién. Es habitual en cuerpo dejar espacios a la izquierda para las
lineas que lo componen (indentacién), para lo cual usaremos siempre la barra espaciado-
ra, jnunca el tabulador! La lista resultados se puede omitir en aquellas funciones
que no devuelvan valores o devuelvan s6lo uno. Por dltimo, endfunction determina
que hemos concluido la definicién de nuestra funcién. Por ejemplo, f(x) = x> — 1 +¢*
se puede definir directamente en la linea de comandos como sigue:

> function y = f£(x) y = x."2—1+exp(x); endfunction

Posteriormente podemos usar esta funcion para otros menesteres, como por ejemplo

> £(7) evaluarla en un punto (o en un vector).
> feval('f',7) evaluarla usando el comando feval.
> quad('f',0,1) integrarla entre O y 1 usando quad.

Maés adelante, en el capitulo[§] trataremos la integracion numérica y el comando quad.
Remarcamos aqui que, aunque £ (7) y feval ('f£',7) realizan la evaluacién de la
funcion, al ejecutar £ (7) la funcién £ tiene el rol de comando, mientras que al ejecutar
feval('f',7) tiene el rol de argumento, y es llamada por la cadena de caracteres
' £' que la define, es decir, entre comillas.

Precisamente en los casos en que necesitamos definir una funcién muy simple, sin
demasiada relevancia en nuestro trabajo, y que va a ser usada bdsicamente como argu-
mento de otro comando, es practico utilizar la siguiente estructura:

’nombre_de_la_funcién = @ (lista_de_argumentos) cuerpo

llamada funcién anénima. Con esta nueva estructura, podriamos repetir el ejemplo y
célculos anteriores mediante
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vV V V V V

f = Q(x) x."2—1+exp (x); creamos la funcién andnima,
£(7) y la evaluamos,
feval (£, 7) o la evaluamos de otra forma (nétese la ausencia de comillas),
quad (f,0,1) o la integramos,
quad (@ (x) x."2—1+exp(x),0,1) incluso sin definirla previamente.

Como hemos visto en estos ejemplos, la funcién creada es muy simple y consiste tni-
camente en evaluaciones de nimeros. Sin embargo, en algunas ocasiones, las tareas que
componen el cuerpo de una funcién son bastante mas complejas e involucran varias li-
neas de codigo. En estos casos puede ser conveniente guardar nuestra funciéon en un
archivo “nombre funcién.m” (jcon el mismo nombre que la funcién!) para poder usar-

la

o editarla cuando la necesitemos. Para ello, y siguiendo el ejemplo dado, primero

creamos un fichero que contenga el siguiente c6digo (es habital para crear ficheros usar
un editor de textos que suele venir integrado con el GUI asociado):

function y = f (x)

% Comentarios que aparecerdn en la ayuda de la funcién.
y = x."2—1+exp (x); % otros comentarios

endfunction

y lo guardamos, en este caso, en un archivo denominado “f.m”. Vamos a destacar unos
cuantos detalles importantes en la construccion de funciones:

= [a primera palabra del fichero ha de ser function y la dltima endfunction.

= El cddigo contenido en este fichero es texto plano.

= En cada linea, todo lo escrito tras un % se considera un comentario, es decir, un texto

que Octave no leera.

En particular, los comentarios que coloquemos en las lineas inmediatamente poste-
riores a los argumentos (la segunda linea en el ejemplo anterior) serdn los que apa-
rezcan cuando pidamos a Octave informacion sobre la funcion creada mediante:

> help £
'"f'is a function from the file /Users/juan/ejemplos/f.m
Comentarios que aparecerdn en la ayuda de la funcién.

por lo que podemos incorporar cualquier informacion relevante que no queramos
olvidar sobre cada funcion creada (sobre la fecha, el autor, su utilidad, etc.).

Cada vez que intentemos ejecutar dicha funcién en un terminal de Octave, bastard
con que el fichero que hemos creado esté colocado, bien en el directorio de trabajo,
bien en las carpetas que Octave tenga predefinidas. Pueden consultarse los comandos
path, addpath, savepath, rmpath o restoredefaultpath para manipular
estos directorios.
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= Las variables auxiliares que pudiesen definirse y usarse dentro del cuerpo de una fun-
cién (construida mediante el comando function) se consideran variables locales,
es decir, sélo existen dentro de la funcion y sélo cambian durante la evaluacion de la
funcién, aunque su nombre pueda coincidir con el de alguna variable que tengamos
definida fuera. De hecho, tras ejecutar la funcién, ni se guarda ni altera el valor de
ninguna otra variable. Para utilizar dentro del cuerpo de una funcién una variable que
esté definida fuera (variable global) constltese la seccién[1.3]

Normalmente, el editor de textos nos ayudard en la labor de escritura, destacando
las palabras propias de la sintaxis de Octave, como function o endfunction, indi-
candonos donde se abren y cierran los paréntesis pareados, etc. No obstante, esta labor
de editar y guardar ficheros se puede hacer mediante cualquier editor de texto plano.
En lo sucesivo, los codigos contenidos en un archivo con extensién .m se presentaran
enmarcados y con sus lineas numeradas, igual que el ejemplo anterior.

Scripts. Un script no es mas que un archivo de texto con extensién .m que contiene co-
mandos de Octave ordenados del mismo modo que los ejecutariamos uno a uno en linea
de comandos. De hecho, Octave lo lee como si cada una de sus lineas se estuviese escri-
biendo en la misma linea de comandos, y las variables que se definen dentro conservan
su valor mientras la sesién no caduque o se eliminen mediante clear.

Un detalle importante es que, a diferencia de los archivos de funciones, un script no
puede empezar por function, precisamente para que Octave no lo interprete como un
archivo de tipo funciérﬂ Ilustremos todo esto con un ejemplo, calcular la letra del DNI
espafiol para obtener el NIF.

Ejemplo 1.1. Primero hemos de conocer el proceso que queremos programar, en este
caso, el mecanismo de obtencion del NIF. Este proceso es simple: se calcula el resto de
dividir el nimero del DNI entre 23 y al resultado (un nimero entero entre 0 y 22) se le
asigna una letra mediante la siguiente tabla:

0—T 1—R 2—->W 3—-5A 4 -G 5—-M 6—-Y 7—F
8§ —P 9—-D | 10—-X |11—=B | 12N | 13—>J | 14—>Z | 15— S
1650 |17—V | 18—H | 19—-L|20—-C |21 =K | 22— FE

que corresponderd a su letra del NIF. El siguiente script esté creado para, al ser ejecutado,
calcular el NIF asociado al DNI nam: 77 777 777, obteniendo la letra B.

1 % primero creamos una lista con las letras ordenadas

2 letras = 'TRWAGMYFPDXBNJZSQVHLCKE';

3 dni = 77777777; % introducimos el DNI al que calcular el NIF
4 n = rem(dni,23); % calculamos el resto de dividir entre 23

5 %

letras (n+1) s vy extraemos la letra

I'Si casualmente queremos que la primera tarea de un script sea precisamente la definicién de alguna
funcidn, basta con anteponer otra tarea inocua en la primera linea, como por ejemplo 1+1; .
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Sobre este ejemplo, observamos la utilidad de crear una funcién “nif.m” que calcule la
letra de cada DNI sin tener que modificar cada vez el script. Seria la siguiente:

1 function y = nif(dni)

2 % Esta funcidén calcula la letra del NIF para el DNI introducido
3 letras = 'TRWAGMYFPDXBNJZSQVHLCKE';

4 n = rem(dni,23)+1;

5 y = letras(n);

6 endfunction

Como vemos en estos ejemplos simples, es en el cuerpo de una funcién, o en el
contenido de un script, donde realmente vamos a tener que aprender a programar los
métodos numéricos objeto de estudio en este libro. Por ello, dedicaremos esta tltima
parte de la introduccién a Octave al uso de los comandos elementales de programacion.

1.2.1. Primeros pasos en programacion

En muchos algoritmos numéricos, y en la mayoria de los contenidos en este libro,
aparecen estructuras recurrentes (cada paso depende del anterior) en las que es nece-
sario verificar ciertas condiciones antes de avanzar en el algoritmo. Por ello, es impres-
cindible saber implementar con Octave tales estructuras recurrentes o bucles y dichas
condiciones. Estos dos elementos son muy similares en cualquier lenguaje de programa-
cidn; en esta introduccién haremos una presentacion muy simple de los mismos.

Operadores logicos, condiciones. Para poder hablar de condicionales antes hemos
de saber expresar condiciones. El tipo de condiciones que vamos a emplear en este libro
se van a poder expresar mediante los operadores de comparacién de valores:

menor | mayor | menor oigual | mayor o igual igual distinto

x <y | x>y X <=y X >=y x ==y | x!=yo0x~=y

Todos estos operadores devuelven 1 en caso de repuesta afirmativa y 0 en caso contrario.
En el caso de comparacién de matrices del mismo orden, comparan elemento a elemento
y devuelven una matriz del mismo orden con ceros y unos. Si uno de los argumentos es
un escalar, la comparacion se hace entre dicho escalar y cada uno de los elementos de
la matriz, y devuelve el resultado en una matriz. Veamos algunos ejemplos, constatando
que sélo se pueden comparar matrices de igual tamafio:

> v = [0:4]; v == 3%ones(1l,5)
ans = 0 0 0 1 0

> v < 3

ans =1 11 00

> v == [7,9]

error: nonconformant arguments (opl is 1x5, op2 is 1x2)
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Las comparaciones también se pueden combinar empleando los operadores booleanos
(véase el ejercicio[§1.5):

disyuncién “uno u otro” unién “ambos a la vez” | negacién “lo contrario”
\ & !

Por dltimo indicamos una lista reducida de comandos que pueden ser de utilidad:

la orden... | devuelve...

any (v) 1 si alguna entrada del vector v no es cero; O si son todas ceros,
all (v) 1 si todas las entradas de v son no nulas; O si alguna es cero,
find (v) | las posiciones de las componentes no nulas del vector v,

y que también admiten condiciones 16gicas como argumentos, por ejemplo, any (v==2)
devuelve 1 cuando alguna entrada del vector v esigual a2, all (v>5) devuelve 1 cuan-
do todas las entradas de v son mayores que 5, y £ind (v==3) devuelve las posiciones
de las entradas del vector v que sean 3. Como aplicacién directa de este dltimo coman-
do, podriamos, por ejemplo, seleccionar las componentes no nulas de un vector o matriz
como sigue:

> posic = find(v); v (posic)

Condicionales if y switch. Combinando estos operadores 16gicos construimos los
argumentos (condiciones) de la sentencia condicional if , cuya sintaxis genérica es:

if (condicidnl)
cédigol

elseif (condicidn?2)
cédigo2

else
céddigo3

endif

Este comando, si la condicidénl resulta ser cierta (una condicion cierta no es mas
que una matriz o vector de unos), ejecuta los comandos descritos en c6digol. Si no,
chequea si condicidén? es cierta y, en caso afirmativo, ejecuta cédigo2. Y en caso
de que ninguna de las dos condiciones anteriores resulten ciertas, entonces se ejecutan
los comandos contenidos en cédigo3. Si cualquiera de las condiciones devuelve un
vector o matriz, el comando i f sélo tomara la condicién como cierta si dicha condicién
es cierta sobre todas las componentes del vector. Hay que tener en cuenta que en la
sentencia anterior se pueden introducir tantos bloques

elseif (condicidnN)
cébdigoN
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como se quiera (condicional miltiple) o bien no introducir ninguno (condicional doble).
Caso de querer programar una instruccién condicional simple, es decir, que no reali-
ce ninguna accién si condiciénl no es cierta, hemos de suprimir tanto los bloques
elseif como el dltimo bloque else.

Ejemplo 1.2. Para practicar, vamos a definir la funcién a trozos

Sx  si x<0,
f(X)—{7x2 si x>0.

y a guardarla en un fichero de tipo funcién llamado atrozos.m.

1 function y = atrozos(x)
2 if (x <= 0)

3 y = 5*x;

4 else

5 y = 7*x."2;

6 endif

7 endfunction

y ya podremos evaluarla en distintos valores ejecutando simplemente

> atrozos (—4)
> atrozos (pi/2)

No obstante, hemos de advertir que esta funcién asi definida no es del todo apropiada en

un entorno como Octave. Por ejemplo, al evaluarla sobre el vector x = [—1 2] desea-
riamos obtener f(—1)y f(2), estoes, ans = —5 28; sin embargo, ocurre que

> x = [—2,2]; atrozos (x)

ans = 7 28

Esto se debe a que la condicién x<=0 produce la salida 0 1, que no es cierta, por lo que
la funcién asigna directamente el valor 7x> en ambos casos. Para solventar este proble-
ma, podemos definir la funcién a trozos de forma vectorizad para que al ser aplicada
sobre vectores actie de forma componente a componente.

1 function y = atrozosvect (x)
2 Yy = 5xx.x (x<=0)+7*x.%2.% (x>0);
3 endfunction

Y, ahora sf,

> atrozosvect (x)
ans = —5 28

2En la secci(’)nampliaremos el concepto de vectorizacion.
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La segunda sentencia condicional es switch, cuya sintaxis genérica es la siguiente:

switch (pregunta)
case (respuestasl)
cédigol
case (respuestas?)
cédigo?2
otherwise
cédigofinal
endswitch

Esta sentencia evalia primero pregunta (que puede ser o no una condicién légica),
cuyo resultado es un niimero escalar o una cadena de caracteres, después compara el re-
sultado con los posibles casos contenidos en respuestasl y, si es alguno de ellos,
ejecuta cédigol. Si no, compara el resultado con los posibles casos contenidos en
respuestas?2 y, si coincide con alguno, ejecuta cé6digo?2, y asi sucesivamente. Si
el resultado a pregunta no estd contenido en ningtn caso, ejecuta cédigofinal que
aparece tras otherwise (bloque opcional). Andlogamente a if, se pueden introducir
tantos bloques

case (respuestasN)

cédigoN

como se necesiten. Para ilustrarlo, veamos un ejemplo.

Ejemplo 1.3. Creamos una funcién que proporciona el nimero de dias de un mes da-
do incorporando, en este caso, tanto una advertencia para el més de febrero como un
mensaje final de error.

1 function y = diasmes (x)

2 % Numero de dias del mes x—ésimo.

3 switch x

4 case ({1 3 5 7 8 10 12})

5 y = 31;

6 case {4,6,9,11}

7 y = 30;

8 case (2)

9 y = 28;

10 warning ('29 si es bisiesto');
11 otherwise

12 error ('x no parece ser un numero entre 1 y 12');
13 endswitch

14 endfunction

Notamos que, cuando el conjunto de repuestas posibles descrito en un case tiene
un tnico elemento (linea 8), lo podemos poner aislado o entre paréntesis, pero cuando
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tiene mas de un elemento (lineas 4 y 6), estos deben ir separados por espacios o comas y
encerrados entre llaves (constltese la parte dedicada a arrays de la seccion[I.3). Notamos
también que encerrar o no entre paréntesis este conjunto de respuestas es irrelevante y
solo afecta a la apariencia, a la facilidad para visualizarlos como conjunto.

Estructuras repetitivas: bucles for,while y do—until. El primer bucle que va-
mos a ver es el comando for, de aplicacidn en aquellas situaciones en las que conocemos
exactamente la cantidad de veces que necesitamos repetir un conjunto de sentencias. Su
sintaxis queda reflejada mediante la siguiente estructura:

for variable = valores
cédigo
endfor

Aqui cédigo representa el conjunto de instrucciones que se van a ejecutar para cada
valor que toma variable, que juega el papel de contador. El conjunto de valores que
va a tomar esta variable viene dado por valores que, a priori, puede ser una expresion
cualquiera, aunque por lo general emplearemos un vector con nimeros, de modo que los
valores que va tomando la variable son las distintas componentes de ese vector.

En el siguiente ejemplo, calculamos la suma de los diez primeros términos de la
sucesién {2%, }.

> suma = 0; Iniciamos la variable suma con el valor O;
> for n = 1:10 la variable n recorre los valores 1,2,3,...,10.;
> suma = suma+l/2"n; en cada paso suma se incrementa en 1/2";
> endfor

> suma pedimos el resultado.

Por supuesto, el comando for es uno de los més versitiles y empleados en programacion
y podemos usarlo también, como iremos viendo a lo largo de este libro, para construir
matrices especificas, implementar algoritmos recursivos, etc.

Ejemplo 1.4. Tlustramos este bucle con la programacién de la Ley d’Hont (electoral)
que se utiliza para asignar de forma “proporcional” el niimero de representantes de ca-
da partido tras unas elecciones. El funcionamiento bdsico es el siguiente: si llamamos
(P, P, ..., Py) alalista de m partidos que concurren a una eleccién en la que se eligen
n representantes en total, y (x1, x2, ..., X,;) al nimero de votos recibidos por cada partido
respectivamente, se crea una tabla del tipo

| partido || votos | votos/2 | votos/3 | | votos/n |
P1 X1 X1/2 x1/3 X]/n

P X x/2 x2/3 x2/n

P, Xm X /2 Xm/3 Xm /1
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A continuacién se eligen ordenadamente de mayor a menor los n mayores valores de la
tabla y se asignan al partido de la fila correspondiente un representante por cada uno de
estos n valores. El caso de empate lo dejamos para el ejercicio §1.16] por lo que este
programa basico (que no contempla empates) no debe ser usado en casos reales.

function [y,valor] = dhont (votos,n)

Reparto proporcional de n escafhos segun la Ley d'Hont

votos = vector fila conteniendo los votos de cada partido

n = numero de escafios a repartir

y = numero de escafos asignados a cada partido en el mismo
orden que aparecen en votos.

valor = numero de votos resultante para obtener un escafio.

NOTA: votos ha de ser >=0

Este programa basico NO contempla los casos de empates

10 a=1./(1l:n);

© ® N L R W N
o® o° o° o° o° o° o° o

11 x = vec (votos'xa);

12 for i = 1:n

13 [valor,p] = max(x);
14 x(p) = —1;

15 endfor

16 m = length (votos);

17 x = reshape(x,m,n)"';
18 x = (x<0);

19 y = sum(x);

20 endfunction

En este programa, tras construir la tableﬂ %, hemos usado el bucle for para que,
ordenadamente, sustituya el maximo de la tabla por —1, de modo que al concluir s6lo
hemos de contar el nimero de —1 en cada fila (Iineas 18 y 19). Ademas, hemos afiadido
una salida adicional, valor, que corresponde con el nimero final de votos que han sido
necesarios para obtener un representante.

El segundo bucle que vamos a comentar es while, un bucle controlado por una
condicion previa a la ejecucion. Una estructura del tipo

while (condicidn)
coédigo
endwhile

ejecutara los comandos recogidos en cédigo mientras que la condicién sea cierta.
Este tipo de bucle es por tanto mds apropiado para aquellos algoritmos en los que no
sepamos a priori el nimero exacto de iteraciones que hemos de realizar, sino que el
proceso se detiene en base a que se cumpla o no una cierta condicién de parada. Para
ilustrar este bucle, usaamos la sucesién de Fibonacci y su relacién con la razon durea o

1+5
5.

niimero de oro: Yy =

3Hemos puesto la tabla en forma de vector mediante vec para que el comando max no actie sobre
cada columna. Posteriormente la reconstruimos mediante reshape.
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Ejemplo 1.5. Una sucesién de Fibonacci {x,} es una secuencia de nimeros generada de
forma que cada uno se obtiene como suma de los dos anteriores, X, = X1 + Xp. Si
fijamos los dos primeros valores como xg = 0 y x; = 1, obtenemos

n|0(1|2]|3|4|5|6]7]| 8|9
X, |0 1|1 (235|813 |21 ]34

Esta sucesion aparece en diversos ambitos: la espiral de Fibonacci, el tridngulo de Pas-
cal, eln crecimiento de poblaciones, etc. En este caso vamos a usar que la razdn au-
rea puede ser obtenida como limite del cociente de dos iteraciones sucesivas, es decir:
Y =lim, e x’}c—:l para cualquier par de niimeros reales distintos xo y x;. Vamos a calcu-

lar, dando dos valores iniciales aleatorios, el primer valor n para el cual el cociente x’;—“
n

aproxima el valor y = ”T‘E con un error inferior a 107, es decir, no pararemos mientras
Py Xnt1 -6
que se cumpla la condicién |y — T| > 107°.

> ga = (l+sgrt(5))/2; n = 1; Iniciamos 7y el contador n;
> x0 = rand(); x1 = rand(); iniciamos aleatoriamente xp y x1;
> while (abs (ga—x1./x0) > 10"~ (—6)) mientras el error sea grande,
> n++; [x0,x1] = deal(xl,x1+x0); n da un paso més y muestra n.
> endwhile

Resaltamos un comando habitual, n++, que hace aumentar el valor de n en una unidad,
es decir, es equivalentean = n+1.

Por dltimo, presentamos el bucle do—unti1, muy similar a while salvo porque
este realizard siempre, al menos, una iteracién ya que tiene una condicion posterior a la
ejecucion. Responde a una estructura del tipo:

do cdédigo
until (condicidn)

que ejecutard los comandos recogidos en cédigo hasta que condicidn deje de ser
cierta. El programa descrito en el ejemplo (1.5 podrd ahora ser escrito como

> ga = (l+sqrt(5))/2; n = 1; iniciamos Yy el contador n;
> x = rand(1,2); iniciamos aleatoriamente x = [xo,x;];
> do nt+t+; x = [x(2),x(1)+x(2)]; n daunpasoymuestran,
> until (abs(ga—x(2)./x(1)) < 10~(—6)) hasta que el error sea pequefio.

Aqui hemos afiadido un pequefio cambio en la construccién de las iteraciones: las hemos
ido guardando en el vector x, no requiriendo el uso de deal.

Detencion de un bucle. Podemos detener cualquiera de los bucles anteriores whi le,
for o do—until, al igual que en C, C++ o Java, introduciendo en su cédigo (no en
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las condiciones) el comando break . Caso de tener bucles anidados (uno dentro de otro),
dicho comando unicamente detiene el bucle mas interno. Del mismo modo, la sentencia
continue dentro de un bucle, concluye automaticamente la iteracién actual, pasando a
la siguiente, pero no detiene el bucle, que es lo que haria el break.

1.3. Algunos apuntes finales

Esta breve seccion final estd dedicada a algunos apuntes y comandos de interés que,
aunque no se encuadran explicitamente en ninguno de los métodos matemaéticos de este
libro, pueden ser de utilidad en cualquier momento.

Los comandos tic-toc. En ocasiones, sobre todo para medir la efectividad de un co-
mando o un script que supone una mejora respecto de otro, es ttil conocer su tiem-
po de ejecucion. Para saberlo simplemente ejecutamos tic justo antes del comando o
script cuya duracion de ejecucion queremos conocer, para ejecutar toc justo después.
La salida, independientemente de la producida por el comando o script, serd el tiempo
transcurrido desde que ejecutamos t ic hasta que ejecutamos toc.

Variables locales y variables globales. Como hemos visto en la seccién las
eventuales variables que usa el cuerpo de una funcidn, se llaman variables locales, s6lo
existen dentro de la funcidn y, aunque su nombre coincida con el de alguna variable exis-
tente fuera de la misma, esta no se ve alterada por la ejecucién de dicha funcién. Pero,
en ocasiones, precisamente se necesita que una funcién use en su cuerpo una variable
cuyo valor proviene del “exterior” de la funcién. En este caso se pueden usar dos alter-
nativas: o bien pasamos dicha variable como argumento a la funcién, o bien ejecutamos
el comando global tanto al definir la variable requerida, como al usarla dentro de la
funcioén, lo que la convierte en una variable global y permite el uso deseado (podemos
encontrar sendos ejemplos en las secciones[9.2.2]y [10.2.2)).

Argumentos opcionales y valor por defecto. Como hemos visto en la seccién
al definir una funcién debemos indicar cuales son los argumentos sobre los que actia
de manera que, para evaluarla, debemos proporcionarle los valores de cada uno de esos
argumentos para que el cuerpo de la funcién los utilice y produzca una respuesta. En
ocasiones, desearemos crear un programa mediante el comando function que dependa
de un cierto argumento de forma opcional, es decir, que tome un valor por defecto
dado cuando ejecutemos la funcién sin introducir dicho argumento. Esto es muy facil de
implementar, como mostramos en el siguiente ejemplo,

function y = f(x, n = 2)
y = x."n;
endfunction
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que define una funcién de dos variables x y n, pero que si se ejecuta sin dar valor alguno
a n, esta toma el valor por defecto n = 2:

> £(5,3) da como salida 125 = 53, pero
> f£(5) dard como salida 25 = 52.

Sirvan también como ejemplos las funciones de la seccién[8.2.3]

Vectorizacion de operaciones. A la hora de crear nuestros scripts y nuestras funcio-
nes para implementar algoritmos, a menudo usaremos alguno de los bucles presentados
en la seccidn anterior para realizar operaciones recursivas y no hay lenguaje de programa-
cién que no posea estas estructuras tan necesarias. Pero en algunas ocasiones abusamos
de estos bucles, perdiendo eficacia en nuestros cddigos y desaprovechando la estructu-
ra vectorial que tiene Octave (y otros programas) para realizar algunas operaciones sin
necesidad de usar estas estructuras recurrentes, disminuyendo la eficiencia del cédigo
resultante y haciéndolo mds lento.

La vectorizacion, que pretende disminuir esta ineficiencia, no es una técnica concreta
sino una idea general: evitar el uso de bucles y condicionales cuando estos puedan ser
sustituido por operaciones vectoriales. Vamos a intentar ilustrar esta idea mediante un
ejemplo sencillo.

Ejemplo 1.6. Crea un programa que convierta en 0 todas las componentes pares de un
vector v definido previamente.

Un primera resolucion no vectorizada seria

> n = length(v); definimos la longitud del vector;
> for k = 2:2:n v(k) = 0; endfor

es decir, observamos que el contador k ha de recorrer todas las componentes pares del
vector, una a una. Sin embargo, la siguiente orden

> v(2:2:end)=0;

realiza la misma operacién vectorizada, y emplea un tiempo (que podemos calcular usan-
do tic—toc) entre 3 y 10 veces inferior, dependiendo de la maquina y de la longitud
del vector.

A lo largo de este texto insistiremos en esta idea. Como caso sencillo podemos citar
también el ejemplo[I.2]anteriormente presentado, donde se redefine la funcién atrozos
de forma vectorizada, evitando el uso de condicionales, o, a un nivel mas elevado, los

ejercicios [§3.33]y[§6.63] y las secciones que involucra.

Arrays. En la seccién hemos presentado los objetos de Octave sobre los cuales
se ejecutan las operaciones bdsicas. Pero existe otro tipo de objeto mas complejo que, en
ocasiones, es ltil para manejar conceptos que requieren precisamente de esta compleji-
dad. Ademas del ejemplo en el capitulo [6] encontraremos un caso tipico de objeto
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complejo: las funciones splines o funciones polindmicas a trozos. Por su naturaleza, cada
uno de estos splines requiere, para ser manejado, del troceado que se hace del intervalo,
del polinomio que lo define en cada trozo, de las condiciones de unién, etc., es decir, de
varios objetos de diferente naturaleza y utilidad, y que puedan ser manejados de forma
conjunta para su posterior uso. Un array permite almacenar esta especie de multiobjeto,
guardando los diferentes objetos que lo componen entre llaves y separados por comas.
Veamos un ejemplo ilustrativo de cémo crear un array que contenga tres objetos diferen-
tes (una cadena de caracteres, un vector y una matriz) y de como seleccionar cada uno
de sus objetos internos.

> a = {"abcdefg" , linspace(0,2,3) , [1,9;4,61};
> af{2}
ans = 0 1 2

Algunos comandos de utilidad relacionados con los arrays son isscalar, isvector
0 ismatrix, que permiten discernir sobre la naturaleza de un objeto en cuestion.

1.3.1. Octave vs MatLab

Es conocido que el programa de pago MatLab®) es altamente compatible con Octa-
ve, aunque no completamente. Hacemos un breve inciso en esta introduccién para descri-
bir algunas diferencias que, aunque no son esenciales o son ficiles de resolver, pueden
producir malfunciones de los cddigos Octave en MatLab o viceversa. En particular, la
adaptacion de los programas que en este libro se proporcionan requiriria tener en cuenta
al menos los siguientes items.

Funciones en MatLab; comando inline. En MatLab, las funciones definidas con
el comando function no pueden ser introducidas directamente en la linea de coman-
dos, sino sélo a través de un fichero .m. Para funciones sencillas es posible usar también
las funciones anénima descritas por medio del operador @ (), pero para funciones mas
complejas se puede usar el comando inline, que existe en Octave para buscar ma-
yor compatibilidad con MatLab, pero que estd en desuso. Para mds detalles, véase [5}
Functions and Scripts].

Finalizacion de comandos: end—-comando. Hemos visto diversos comandos, co-
mo function, for o while, que en Octave se pueden terminar bien como hemos
descrito, con endfunction, endfor, y endwhile, o simplemente usando end. En
MatLab s6lo puede ser usada esta tltima forma. En este texto hemos optado por usar
endfunction, endfor y endwhile, asi como otros similares, para ayudar, dentro de
un cédigo, a visualizar dénde acaba cada comando, aunque también usaremos un criterio
estdndar de tabulaciones para clarificar esta visualizacion.
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Cadenas de caracteres. Las cadenas de caracteres en MatLab van escritas entre do-
bles comillas, "cadena", mientras que en Octave se pueden usar simples o dobles.

Para un andlisis detallado de las diferencias entre ambos lenguajes recomendamos
leer detenidamente [22]].

1.3.2. Nuameros de punto flotante vs nimeros reales

Debido a la limitacién de recursos de los ordenadores, la representacion y el trata-
miento que hacen de los nimeros reales no es, en absoluto, fiel. En primer lugar hay que
sefialar que Octave trabaja internamente con los ndimeros reales con mucha mds precision
de la que nos muestra en pantalla por defecto. De hecho, aunque nos muestre en pantalla
sélo cuatro cifras decimales (que, ademads, estdn redondeadas), podemos cambiar esta
forma de presentacion mediante el comando format. Por ejemplo, tras ejecutar

> format long

Octave mostrard las salidas numéricas con 15 decimales. Mediante help format po-
demos ver otras posibilidades de formatos de salida.
Pero el verdadero problema que se pretende abordar en este punto es que, debido
a la limitacién de memoria de cualquier ordenador, internamente sélo se pueden repre-
sentar un conjunto finito de nimeros reales denominados niimeros de punto flotante.
En particular, el valor real positivo mds pequefio que podemos representar con Octave
(dependiente del sistema) es aproximadamente 2.2 x 1073%% y el mayor 1.8 x 10°%8, co-
sa que podemos comprobar ejecutando help realmin y help realmax. Podemos
constatar que, si escribimos nimeros inferiores o superiores a estos, la respuesta es 0 o
Inf, respectivamente. Ademds, esta cantidad finita de nimeros representables provoca
que un nimero real, x, y su representacion en el ordenador, que denotaremos por f1(x),
no tengan necesariamente que coincidir, aunque si se cumple que el error relativo come-
tido es pequefio, es decir,
= i) _ 1

I T2

donde € es tipicamente un valor pequefio que dependerd del punto x. En Octave se puede
estimar el valor de € mediante el comando epsE] 0 eps (1), que es del orden de 10-16
en el caso particular de una méquina que soporte aritmética de tipo flotante con doble
precision, segtn el estdndar IEEE (véase detalles en [24]).

Pero esta cantidad finita de niimeros de punto flotante no sélo produce errores en la
representacion de los niimeros, sino que ademas hace que su aritmética no se corres-
ponda con la de los niimeros reales, pudiendo generar errores atin mayores. Convenza-
monos de estos hechos mediante algunos ejemplos.

&,

4Concretamente eps (x) devuelve la distancia relativa entre los dos puntos flotantes consecutivos
mds préximos al nimero real x.
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> 1-1+10"(—16) produce 1.0000e—16, pero, si reordenamos operaciones,
> 1— (14107~ (—=16)) la respuesta es 0.
> x = 10" (—15); (1+x)/x—1/x produce 1.1250, pero
> x = 107 (—=15); ((l+x)—1)/x produce 1.1102.

El efecto de dichos errores, en un proceso numérico que involucre miles de operacio-
nes, puede ser catastréfico. Sin entrar en detalles, notemos que al considerar nimeros de
6rdenes muy distintos (es decir, el cociente entre el mayor y el menor excede 10'°) el
menor de ellos (en valor absoluto) queda reducido a cero si se suman o restan.

A modo de ejemplo, citamos los problemas de inestabilidad numérica en las férmulas
de derivacion descritos en la seccion[8.2.1]o el ejemplo3.4]del capitulo[3] donde veremos
que un algoritmo tedricamente exacto se puede volver numéricamente inestable.



Capitulo 2

Resolucion de ecuaciones no
lineales escalares

2.1. Fundamentos teoricos

Nuestro propdsito en este capitulo es resolver ecuaciones de la forma

f(x) =0, 2.1)

donde f es una funcidn real de variable real que se anula en uno o varios puntos de su
dominio. Llamaremos raices de f a los valores reales de x para los que se anula dicha
funcién, es decir, se verifica (2.I). A la hora de resolver una ecuacién, pueden presentarse
diversas situaciones:

= que no tenga soluciones reales (aunque si complejas): x>+ 1 = 0;
- A3 lucié I: 2x __ 0:
que tenga una unica solucién real: x 4 e“* = 0;

= que tenga soluciones reales multiples: (x+1)*(x —2)x* =0

En ciertos casos, como el de los polinomios de grado menor o igual que 4, son cono-
cidas formulas que permiten calcular de manera exacta sus raices (reales o complejas).
Sin embargo, no hay férmulas para ecuaciones no lineales cualesquiera. De hecho, Niels
Henrik Abel demostré que no es posible encontrar formulas generales (que involucren
radicales) para todos los polinomios de grado prefijado mayor o igual que 5. Esta, y otras
razones, nos llevan a la resolucién numérica de ecuaciones no lineales.

2.1.1. Existencia y unicidad de soluciones

Empezamos con varios resultados que nos permitirdn aplicar los algoritmos con cier-
ta seguridad sobre la posibilidad de resolver el problema planteado en este capitulo.

29
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Teorema 2.1 (Teorema de Bolzano: condiciones suficientes de existencia de solucion).

» Hipdtesis: Sea f: |a,b] — R una funcion continua tal que f(a)f(b) <0, esto es,
que tome valores con distinto signo en a y b.

n Tesis: existe, al menos, un punto ¢ €la,b| tal que f(c) = 0.

Teorema 2.2 (Condicién suficiente de unicidad de solucién).
» Hipdtesis: Sea f:[a,b] — R estrictamente mondtona.

» Tesis: f(x) =0 admite a lo sumo una solucion (real) en el intervalo |a,b|.

Veamos como podemos aplicar estos resultados en un par de ejemplos.

Ejemplo 2.3. Comprobemos que f(x) =x+ ¢ tiene una tinica rafz.

 f(=1)f(0)=(—1+ e%) -1 <0 = gracias al teorema existe, al menos, una
solucién de f(x) = 0 en el intervalo | — 1,0[].

» f(x) =1+2e*>0,¥x€R = f(x) es estrictamente creciente en todo R =
gracias al teorema la solucién de f(x) = 0 es unica.

Ejemplo 2.4. f(x) = ¢€* es estrictamente creciente pero no tiene raices.

2.1.2. Método de biseccion

Es el método mas simple para buscar soluciones de una ecuacion. Es consecuencia
directa del teorema [2.1] (Teorema de Bolzano).

Algoritmo 2.5 (Biseccion).
Supongamos que f : [a,b] — R es una funcién continua tal que f(a)f(b) <O.
= Tomamos Iy = [ag, bo] = [a,b] y definimos ¢y = @.
= Entonces tenemos tres situaciones posibles:
* si f(bg)f(co) =0, entonces cg es una raiz de f.
* si f(bo)f(co) > 0= tomamos I} = [ay,b1] = [ap,co] como nuevo intervalo.
* si f(bo)f(co) < 0= tomamos I; = [aj,b;]| = [co,bp] como nuevo intervalo.
= Repetimos el proceso anterior y construimos la sucesién de intervalos b, I3, 14, . . .,
hasta obtener
* una solucién exacta de f(x) =0 (esto no serd lo més frecuente);
* una aproximacién “suficientemente buena” de una solucién exacta de f(x) = 0.

En la seccién 2.3 veremos una implementacion de este método y lo aplicaremos a la
funcién del ejemplo[2.3]

Son varias las ventajas destacables del método de biseccién. Observemos en primer
lugar que es aplicable, sin problema ninguno, bajo hipdtesis muy bdsicas. Ademads se
verifica que, si fijamos a priori el maximo error absoluto permitido, podemos conocer
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el nimero de iteraciones necesarias para aproximar una raiz. En efecto, si tenemos una
funcién f: [a,b] — R continua tal que f(a)f(b) < 0, entonces sabemos que existe
o €la,b[ unaraiz de f.
= Consideramos Iy = [ag,bp] = [a,b] y definimos ¢y = w como la aproximacién
inicial.
El error absoluto cometido estd acotado por

bo—ap b—a
22

ot —co| <

= En el siguiente paso de biseccidn el error absoluto cometido esta acotado por

bl—al_lbo—ao_b—a
2 2 2 22

|OC—61| <

= Al aplicar el n—ésimo paso, el error absoluto cometido estd acotado por

b, —a, 71bn,1—an,1 7lb—a _b—a

o —cyl < = = = )
o= el 2 27 2 A

Por consiguiente, si queremos estar seguros de que el error absoluto cometido sea menor
o igual que cierto valor prefijado €, entonces

b—a

b—a ln( )
< ontl S > e ) _
<2 < n(2 )/ln< - ><:>n+1/ In(2) (2.2)

b—a< b—a
2n+1 \€<:> £

Ejemplo 2.6. Siguiendo con el ejemplo [2.3] si queremos calcular la solucion con un
error absoluto menor o igual que 107!°, partiendo del intervalo [—1,0], el nimero de
iteraciones necesarias serd

In (%) _ 10In(10)
In(2) In(2)

es decir, con 33 iteraciones podemos asegurar que el error serd menor o igual que 1017,

n+1> ~33.2<n >33,

Como conclusién, podemos sefialar que el método de biseccion siempre converge,
que permite tener localizada la raiz en todo momento, y que podemos determinar a priori
el nimero de iteraciones necesarias para alcanzar el mdximo error absoluto permitido.
Sin embargo veremos que, en comparacién con otros métodos, es un método lento.

2.1.3. Métodos de regula-falsi y secante

En el método de biseccidn s6lo hemos usado el signo de la funcién en los extremos
de los sucesivos intervalos. Ahora vamos a tener en cuenta los valores de la funcién en
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dichos extremos para calcular las sucesivas iteraciones. Como podemos ver en la figu-
ra[2.]] la idea de estos nuevos métodos que vamos a presentar aqui consiste en calcu-
lar los sucesivos ceros de la rectas que pasan por los puntos (a,, f(a,)) y (b, f(bn)),
conn=0,1,2,..., para regula-falsi y por los puntos (x,, f(xs)) ¥ (Xn+1,f(xnt1)), con
n=20,1,2,..., para secante.

Figura 2.1: Métodos de regula-falsi (izquierda) y secante (derecha).

Método de regula- falsi. En el método de regula-falsi mantenemos la idea de tomar
intervalos I, = [a,, b,] tales que f(ay)f(bn) <0, pero ahora, en lugar del “punto medio”,
se calcula el cero de la recta que pasa por los puntos (ay, f(an)) y (bu, f(byn)).

Algoritmo 2.7 (Regula-falsi).
Supongamos que f: [a,b] — R es una funcién continua tal que f(a)f(b) <O0.

= Tomamos Iy = [ag,bo] = [a,b] y deﬁnimo o= W'

= Entonces puede ocurrir que
* si f(bo)f(co) = 0, entonces cp es una raiz de f.
* si f(bo)f(co) > 0= tomamos I; = [a1,b;] = [ag,cp] como nuevo intervalo.
* si f(bo)f(co) < 0= tomamos I} = [ay,b;] = [co,bo] como nuevo intervalo.
= Repetimos el proceso anterior y construimos una sucesion de intervalos I, I3, Iy, . . .,
hasta obtener
* una solucién exacta de f(x) =0;

* una aproximacién “suficientemente buena” de una solucién exacta de f(x) =0.

Método de la secante. Al programar el método de regula-falsi, en cada paso debemos
hacer una comprobacién de signos. La idea del método de la secante es suprimir dicha
comprobacién de signos y usar siempre las dos ultimas iteraciones calculadas. Para ello

YEl valor de cg se calcula a partir de la expresion que determina el cero de la recta que pasa por los
puntos (ao, f(ao)) y (bo, f(bo))-
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no determinaremos intervalos y, en su lugar, construiremos una sucesién de puntos a
partir de dos puntos iniciales dados.

Algoritmo 2.8 (Secante).
Supongamosﬂ que f:[a,b] - R esuna funcién continua tal que f(a)f(b) <O.

= Tomamos xy = a, x; = b.

= Definimos la sucesién {x,x3,x4,xs, ...} de forma iterativa mediante la férmula

xnf(xn+l) _xn+1f(x’l)

=0,1.2....
FOet) = fGe) T

Xn+2 =
o la expresion equivalente

f(xn+1)(xn+1 _xn)

S Gong1) = f(xn)

Xp4+2 = Xpt1 — Axp, donde Ax, =

,n=0,1,2,...

Es de esperar que la sucesién {x,} esté bien definida y converja a una raiz de f.

Regula-falsi y secante: conclusiones y resultado sobre convergencia

El método de regula-falsi siempre converge a una raiz, la cual estd localizada en cada
iteracion. Ademds, en general, es mds rdpido que biseccion pero no podemos determinar,
a priori, el nimero de iteraciones necesarias para alcanzar el maximo error absoluto
permitido. Entonces, ;cudndo paramos de hacer cuentas?

Por su parte, el método de la secante no siempre converge a una raiz y, si lo hace,
no estd localizada en cada iteracién. Ademds, al igual que en regula-falsi, no podemos
determinar, a priori, el nimero de iteraciones necesarias para alcanzar el maximo error
absoluto permitido. Sin embargo, en general, es mas rapido que biseccién y menos cos-
toso computacionalmente que regula-falsi.

Acabamos enunciando un resultado que garantiza la convergencia del método de la
secante (véase [0]]).
Teorema 2.9 (Convergencia del método de la secante).
» Hipdtesis: sea f:[a,b] — R tal que
* es continua en |a,b] con f(a)f(b) <O0;
o es derivable en ]a,b| con f'(x) #0 en ]a,b|;
* no cambia de convexida en [a,b].

n Tesis: el método de la secante converge a la tinica solucion de la ecuacion f(x) =0.

2Esta condicién nos garantiza la existencia de solucién en el intervalo aunque, a diferencia de los
casos anteriores, no es necesaria para hacer los célculos.
3Si existe f”, esto equivale a exigir que f”(x) no cambie de signo en el intervalo ]a, b].



34 CAPITULO 2. ECUACIONES NO LINEALES

2.1.4. Método de Newton-Raphson

Graficamente, en el método de la secante utilizamos rectas secantes a una curva.
Por contra, si empleamos rectas tangentes, entonces obtenemos el método de Newton-
Raphson. Esto es, vamos calculando sucesivamente los ceros de las rectas que pasan
por los puntos (x,, f(x,)) con pendiente f’(x,), paran=0,1,2,... La idea grafica del
método puede verse en la figura[2.2]

X2 X1 X0

Figura 2.2: Método de Newton-Raphson.

Como en el caso de la secante, construiremos una sucesion de puntos, aunque en
Newton-Raphson partimos de un tnico punto inicial.

Algoritmo 2.10 (Newton-Raphson).
Supongamos? que f : [a,b] — R es una funcién derivable tal que f(a)f(b) <O.

» Tomamos xg € [a,b] como aproximacién inicial.

= Definimos la sucesién {xj,x;,x3,x4,...} mediante la expresion

Xpi1 = Xp — Axy, donde Ax, = )

B f'(xn)’

Es de esperar que la sucesion {x,} exista y converja a una raiz de f.

Sobre el método de Newton-Raphson podemos comentar que, ni la sucesién {x,} ha
de estar bien definida, ya que f’ puede anularse, ni ha de converger a una solucion, y que
si lo hace, no la tendremos localizada (véanse los ejercicos [§2.26]y [§2.27). Tampoco po-
demos determinar, a priori, el nimero de iteraciones necesarias para alcanzar el mdximo
error absoluto permitido, por lo que tendremos que establecer un criterio de parada. Ade-
mads, tenemos que calcular derivadas para realizar las sucesivas iteraciones. Sin embargo,
cuando converge, es bastante mas rapido que biseccion, regula-falsi y secante.

Para acabar, vemos un resultado sobre la convergencia de este método que se puede
consultar en [6]].
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Teorema 2.11 (Convergencia del método de Newton-Raphson).

» Hipdtesis: Sea f:[a,b] — R tal que
* es continua en [a,b] con f(a)f(b) <O;
e es derivable en ]a,b| con f'(x) #0 en ]a,b|;
* no cambia de convexidad® en [a,b).

n Tesis:
* La ecuacion f(x) =0 admite una vinica solucion en [a,b).
e El método de Newton-Raphson es convergente si tomamos, como aproximacion

inicial, cualquier xy €la,b| tal que f(xo)f" (xo) > 0.

El resultado de convergencia, en el caso f(a) < 0, estd representado esquemadtica-
mente en la figura[2.3]

Nl
/ b job

Figura 2.3: Convergencia en Newton-Raphson.

2.2. Localizacion de raices de funciones en Octave

Para definir funciones con Octave usaremos tanto el comando function como fun-
ciones anénimas (véase la seccion[I.2)). El caso especifico de las funciones polinémicas,
las cuales se pueden representar de una manera mucho més cémoda y versétil, usando
notacion vectorial, se puede consultar en la seccion [I.1.1] Tlustramos esta seccién me-
diante la resolucién de la ecuacién x> — 1 +¢* = 0.

> function y = f(x) y = x."2—1+exp(x); endfunction

[T3VN L)

Es conveniente que observemos el uso del comando “. ~” en lugar de “~”, para elevar al
cuadrado. De esta forma “habilitamos” la funcidn anterior para que sea evaluada sobre
vectores, que es el mecanismo habitual de Octave. Ahora podemos trabajar con la fun-
cién en el sentido que nos interese. Por ejemplo, para localizar graficamente las posibles
raices podemos emplear cualquiera de los siguientes comandos:

[T¥ N1

> fplot ('f', [—1,11)
> x = —1:0.01:1; plot(x,f(x))
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En estas situaciones suele ser de utilidad activar el mallado de la ventana gréafica median-
te el comando grid on, obteniéndose asi la grafica de la figura[2.4] A partir de ella

= X"2-1+exp(;

-0.5

Figura 2.4: f(x) =x? — 1 +¢* en el intervalo [ 1, 1].

podemos observar que hay dos raices, y localizarlas en intervalos disjuntos:

> £ (-1)

ans = 0.36788

> £(—-0.1)

ans = —0.085163

> feval('f', 1)
ans = 2.7183

Por tanto, es facil comprobar, aplicando el Teorema de Bolzano, que tiene una raiz en el
intervalo [—1,—0.1] y otraen [—0.1, 1]. Para calcular (de manera aproximada) la primera
de ellas, podemos emplear el comando fzero de la siguiente forma.

> fzero('f',—0.8)
ans = —0.7145¢6

Observemos que fzero requiere dos argumentos: el nombre de la funcién y un valor
“cercano” a la raiz.

En los ejemplos anteriores hemos visto como debemos usar una funcién function
como argumento de otro comando: tenemos que “llamarla” como una cadena de carac-
teres formada con su nombre entre comillas (' £', en los dos dltimos casos).

Igualmente se puede trabajar con funciones andnimas, aunque no se emplearia la
cadena de caracteres para pasarla como argumento, sino el nombre de la funcién, como
ya se comento en la seccion[I.2] Veamos, empleando una definicién anénima de la misma
funcién, cémo localizar y aproximar la raiz que se encontraba en el intervalo [—0.1,1]
(que obviamente es x = 0).
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> g = Q@(x) x."2—1+exp (x);

> x = —0.1:0.01:1; plot(x,g(x))
> g(—0.1)

> feval (g,1)

Finalmente, constatamos que mediante fzero obtenemos un valor aproximado de la
raiz.

> fzero(g,0.1)
ans = —2.9412e—18

2.3. Implementacion de algunos métodos

En esta seccidn presentamos implementaciones en Octave de los métodos de bisec-
cidn, secante y Newton-Raphson. Pretendemos que la dificultad sea progresiva, de forma
que la comprensién de un cédigo sirva de ayuda para el siguiente.

2.3.1. Método de biseccion

A continuacién mostramos una implementacién sencilla del algoritmo de biseccion.
Llevaremos a cabo este proceso en dos etapas. La primera corresponde a un script en el
que aparecen los comandos necesarios para aproximar la raiz de la ecuacién x4 e = 0
en el intervalo [—1,0] (véase el ejemplo [2.3). En la segunda desarrollamos una funcién
aplicable a cualquier problema escalar para que, de esta forma, la rutina resultante esté
disponible en nuestra biblioteca de métodos numéricos implementados en Octave para
poder usarla en cualquier momento.

En ambos casos consideramos un criterio de parada basado en un nimero maximo
de iteraciones que, tal y como vimos en la seccion [2.1} determinaremos a partir de una
cota superior para el midximo error absoluto cometido. Dicha cota vendra preestablecida
por el valor de la variable de tolerancia tol, segiin (2.2).

1;
% Declaracién de datos
function y = fun(x)

y = x+texp (2xXx);
endfunction
a = —1;
b = 0;
tol = 10" (—2);
% Iniciacidén de variables
maxIter = ceil ((log(b—a)—log(tol))/log(2))—1;
1 n = 0;
12 ¢ = (atb)/2;
13 yc = fun(c);

T - NV S N U R R
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14 fprintf('n intervalo c_n f(c_n) \n")
15 fprintf ('S%i [%f, %f] st $f \n', n, a, b, c, yc)
16 ya = fun(a);

17 yb = fun(b);

18 % Bucle para n>=1

19 for n = l:maxIter

20 if yc == % La raiz es c

21 a = c;

22 b = c;

23 fprintf ('%1 [$f, %f] st $f \n', n, a, b, ¢, yc)
24 break

25 elseif ybxyc>0 % La raiz estda en [a,c]

26 b = c;

27 vb = yc;

28 else % La raiz estd en [c,Db]

29 a = c;

30 ya = yc;

31 endif

32 c = (atb)/2;

33 yc = fun(c);

34 fprintf ('%1 [$f, %f] $f $f \n', n, a, b, ¢, yc)
35 endfor

Guardaremos este script en un archivo con el nombre “biseccionscript.m” y, para
ejecutarlo, bastard con escribir en la linea de comandos el nombre del archivo (sin la
extension). Asi, cuando ejecutamos el cédigo

> biseccionscript

obtenemos una tabla de resultados similar a la siguiente,

n intervalo c_n f(c_n)

0 [—-1.000000,0.000000] —0.500000 —0.132121
1 [—0.500000,0.000000] —0.250000 0.356531

2 [—0.500000,—0.250000] —0.375000 0.097367
3 [—-0.500000,—0.375000] —0.437500 —0.020638
4 [—0.437500,—0.375000] —0.406250 0.037497
5 [—0.437500,—0.406250] —0.421875 0.008220
6 [—0.437500,—0.421875] —0.429688 —0.006261

En este momento podemos asegurar que f(x) tiene una raiz o que dista de la dltima
iteracién calculada, —0.429688, menos que 0.01, es decir, | — (—0.429688)| < 1072
Por tanto hemos cometido un error menor que una centésima. Si quisiéramos conocer
las dos primeras cifras decimales (exactas) de la raiz entonces tendriamos que realizar
alguna iteracién mas.
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Analicemos el cddigo presentado con mas detalle. Los comandos del script estan
agrupados en tres bloques: declaracién de datos, iniciacién de variables y, por ultimo, el
bucle que contiene las instrucciones del algoritmo [2.5|(para n > 1).

= En la declaracién de datos se definen las funciones y los valores que necesitaran los
comandos posteriores. Esto es,

* la funcién fun (x), de la que queremos calcular la raiz (lineas 3-5);

* los valores a y b (lineas 6-7), que delimitan una raiz de fun (suponemos que
fun (a) y fun (b) tienen signo distinto);

* y un valor de tolerancia t ol para el error absoluto (linea 8).

Como indicamos en la pagina[I6] puesto que el primer dato es una funcién definida
con el comando function, debemos afiadir un comando neutro en la primera linea
del script para que Octave no confunda este fichero con el de una funcién declarada
con function. En nuestro caso hemos afiadido el comando 1; .

= En la iniciacién de variables

¢ definimos el nimero maximo de iteraciones, maxIter (linea 10), de acuerdo
con la tolerancia indicada (ver férmula (2.2)),

* calculamos los valores iniciales ¢y, fun (cg) y asociamos los valores correspon-
dientes a las variables c e yc, respectivamente (lineas 12 y 13),

* mediante el comando fprint fE] imprimimos la cadena de caracteres que hace
de cabecera de la tabla que se muestra cuando ejecutamos el script (linea 14) y
la primera linea de la tabla, correspondiente a la iteracion inicial (linea 15),

* por dltimo, guardamos los valores de la funcién en los extremos del intervalo
con las variables ya e yb (lineas 16 y 17), que usaremos en la comprobacién de
cambio de signo para la asignacion del intervalo en la siguiente iteracion.

= En el bucle for se identifica en qué parte del intervalo queda el cambio de signo y
se redefine el nuevo intervalo para la nueva iteracién (lineas 25 a 30). El célculo del
punto medio y lo que sigue es andlogo a lo realizado en la iniciacién de variables.

A continuacién adaptamos y simplificamos los comandos del script anterior para
crear una funcién llamada biseccion, que guardaremos en un archivo con el nombre
“biseccion.m” y en un directorio en el que Octave la pueda localizar, tal y como se explicd
en la secci6n [[.2] Ademads, haremos que la funcion creada s6lo devuelva informacion
sobre la tltima iteracion realizada.

4Podemos resaltar que, al emplear fprint f en las lineas 14, 15, 23 y 34, el comando \n realiza
un retorno de carro. Ademds, fprint £ puede contener especificadores de formato (al igual que los
comandos de igual nombre de C++), los cuales nos permiten mostrar los distintos valores segtin sus
caracteristicas. En nuestro ejemplo, el primer especificador corresponde a un nimero entero (valor de
la variable n, que estd asociada a un contador) y, puesto que pretendemos que fprint f lo muestre
como tal, incluimos %1 (de infeger en inglés). El resto de variables (esto es, a, b, c, yc)las
mostramos en formato de punto flotante, para lo que usamos el especificador %£.
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1 function [caprox,err,numiter] = biseccion(f,a,b,tol)

2 % Esta funcidén aproxima una raiz c de la funcidén continua f (x),
3 0% localizada en [a,b], mediante el método de biseccidn.
4 % Datos necesarios para llamar a la funcidn:

5 0% f, expresidn de f(x);

6 % a y b, extremos del intervalo donde sabemos que existe
7% una raiz por el Teorema de Bolzano ya que f (a)~*f(b)<0;
8 % tol, tolerancia médxima en la aproximacién de la raiz,
9 % La funcidén devuelve como respuesta tres numeros:

0 % caprox = valor aproximado de la raiz;

1n % err = |f (caprox) |;

2 % numiter = numero de iteraciones realizadas.

13

14 % Iniciacidén de variables

15 n = 0;

16 c = (atb)/2;

17 yc = feval(f,c);

18 maxIter = ceil ((log(b—a)—log(tol))/log(2))—1;

19 va = feval(f,a);

20 yvb = feval(f,b);

21 % Bucle para n>=1

22 for n = l:maxIter

23 if yc == 0 % La raiz es c

24 a = c¢c;

25 b = c;

26 fprintf ('Se ha alcanzado el cero exacto \n');

27 break

28 elseif ybxyc>0 % La raiz estd en [a,c]

29 b = ¢c;

30 vb = vyc;

31 else % La raiz estda en [c,Db]

32 a = c¢c;

33 yva = yc;

34 endif

35 c = (atb)/2;

36 yc = feval(f,c);

37 endfor

38 % Definicidén de la respuesta

39 caprox = c; err = abs(yc); numiter = n;

40 endfunction

Veamos como se aplica la funcién recién definida en el ejemplo @

> function y = fun(x) y = xtexp(2xx); endfunction

> [cerol, valorfl, nl] = biseccion('fun',—1,0,10"(—6))
cerol = —0.42630

valorfl = 2.9428e—07

nl

=19
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En el paso del script a la funcidn, son significativas las siguientes diferencias.

En el codigo de la funcidn se afiade, a continuacién de la declaracién de la funcion,
una prolija ayuda que explica cémo se han de introducir los datos que requiere, asi
como la respuesta que va a proporcionar una vez ejecutada la funcién. Esta ayuda es
atil para compartir los cédigos o, incluso, si nosotros mismos prevemos usarlos en
mads de una ocasion ya que, aunque sea desconocida o la olvidemos, podemos acceder
a ella mediante el comando help. Para ello recordamos que es preciso teclear en la
linea de comandos la secuencia

> help biseccion

= El bloque de declaracion de datos ha desaparecido, ya que dichos datos (f, a, b, tol)

serdn proporcionados como argumentos al usar la funcién.

Cuando se pasa una funcién como argumento a otra funcién, se ha de tener en
cuenta como se ha definido. Si es una funciéon function, se ha de hacer mediante
la cadena de caracteres con su nombre (entre comillas), mientras que si es una fun-
cién an6énima se emplea directamente el nombre. Esto implica que, para evaluarla y
que funcione en cualquier caso, debemos emplear el comando feval (lineas 17, 19,
20y 36), cosa innecesaria en el script.

Por otra parte, en una funcion, los resultados proporcionados estidn recogidos en unas

pocas variables, las cuales resumen todo el proceso llevado a cabo. En este caso, hemos
elegido los valores del valor aproximado, del error y de la tltima iteracién calculados,
desestimando los valores de las iteraciones intermedias. Por cierto, recordamos que si
queremos ver estos tres valores (y no sélo el primero) al ejecutar la funcién, debemos
declararlos al realizar la llamada a dicha funcién. Podemos comprobar todo esto ejecu-
tando los siguientes comandos.

> biseccion('fun',—1,0,10"(—6))

ans = —0.42630

> [cerol] = biseccion('fun',—1,0,10"(—6))

cerol = —0.42630

> [cerol, valorfl] = biseccion('fun',—1,0,10"(—06))
cerol = —0.42630

valorfl = 2.9428e—07

2.3.2. Método de la secante

El segundo de los métodos que vamos a programar en este capitulo es el de la secante.

Son varios los comentarios que debemos tener en cuenta.

= Como a priori no sabemos el nimero de iteraciones que nos van a proporcionar una

aproximacion con una tolerancia prefijada, optamos por usar el bucle while.
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En la implementacién tenemos que incluir algiin criterio de parada, una condicién
que detenga el bucle. En esta ocasiéon optamos por un criterio de tolerancia sobre la
diferencia entre iteraciones sucesivas, es decir, |x;1 —x¢| < fol. También podriamos
establecer un criterio de parada sobre el valor de la funcién, esto es, |f(x;)| < tol

(véase el ejercicio[§2.22).

Ademas, como no tenemos asegurada la convergencia del método, fijaremos un nu-
mero maximo de iteraciones. Si este criterio es el que provoca la finalizacién del
bucle, indicaremos que no se ha alcanzado la precisién deseada.

Bajo estas premisas, presentamos la siguiente implementacién del algoritmo[2-8] (método
de la secante).

© ® N R W N
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function [c,err,numiter] = secante(f,x0,x1,tol,maxIter)
Esta funcidén genera una aproximacidén de una raiz c de la
funcidén continua f (x) mediante el método de la secante.
Datos necesarios para llamar a la funcidn:
f, expresidén de £ (x);
x0 y x1, aproximaciones iniciales de la raiz;
tol, tolerancia maxima entre aproximaciones sucesivas,
es decir, |xk — xkmenosl| < tol;
maxIter—1, numero médximo de iteraciones a realizar.
La funcidén devuelve como respuesta tres valores:

o o° o A° o° O° o° o° A° o° o° o

c = valor aproximado de la raiz;
err = |[f(c)l;
numiter = numero de iteraciones realizadas.

Iniciacién de variables

oe

n=1;
difsuc = x1—x0; % Diferencia entre iteraciones sucesivas
xnmenosl = x0;
xn = x1;
fxnmenosl = feval (f, xnmenosl) ;
fxn = feval (f,xn);
% Bucle
while abs (difsuc)>=tol && n<=maxIter
n = n+l;
difsuc = fxn=* (xn—xnmenosl)/ (fxn—fxnmenosl);
xnmenosl = xn; fxnmenosl = fxn; % Se guardan datos para
xn = xn—difsuc; % la proéoxima iteraciodn
fxn = feval (f,xn);
endwhile

if n>maxIter
warning ('Secante ha llegado al méximo de iteraciones \n');
endif
% Definicidén de respuestas
c = xn; err = abs(fxn); numiter = n—1;
endfunction
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Veamos cémo funciona este cédigo cuando lo aplicamos a la ecuacién del ejem-
plo[2.3] aunque esta vez crearemos la ecuacion mediante una funcién anénima.

> funAnon = @ (x) xtexp (2%xXx);

> [cero2, error2, n2] = secante (funAnon,—1,0,10"(—6),10)
ceroz2 = —0.42630

valorf2 = 6.0230e—14

n2 = 6

2.3.3. Newton-Raphson

Finalizamos con una implementacién del método de Newton-Raphson. Desde el pun-
to de vista computacional, la funcién asociada a este método no presenta diferencias
esenciales con respecto a la definida para la secante, salvo la necesidad de pasar como
argumento la derivada de la funcién a la que se le busca raiz.

1 function [c,err,numiter] = newton (f, fdx,x0,tol,maxIter)

2 % Esta funcidén genera una aproximacién de la raiz c de la
3% funcién derivable f(x) mediante el método Newton—Raphson.
4 % Datos necesarios para llamar a la funcidn:

5 % f y fdx, expresiones de f(x) y f'(x);

6 % x0, aproximacién inicial de la raiz c;

7% tol, tolerancia maxima entre aproximaciones sucesivas;

8 % maxIter, numero maximo de iteraciones a realizar.

9 % La funcién devuelve como respuesta tres valores:

0 % c = valor aproximado de la raiz;

1n % err = |f(c)|;

2 % numiter = numero de iteraciones realizadas.

13 % Iniciacidén de variables

14 n = 0; xn = x0;

15 fxn = feval (f,xn);

16 fdxxn = feval (fdx, xn) ;

17 difsuc = fxn/fdxxn; % Diferencia entre iteraciones sucesivas
18 % Bucle

19 while abs (difsuc)>=tol && n<=maxIter

20 n = n+l;

21 xn = xn—difsuc;

22 fxn = feval (f, xn);

23 fdxxn = feval (fdx, xn);

24 difsuc = fxn/fdxxn; % Guarda datos para la préxima iteracidn
25 endwhile

26 if n>maxIter

27 warning ('Newton—Raphson llegd al médximo de iteraciones \n');
28 endif

29 % Definicidén de respuestas

30 c = xn; err = abs(fxn); numiter = n;

31 endfunction
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Como hemos dicho, si queremos aplicar este algoritmo al ejemplo[2.3] hay que pasar
como argumentos tanto la funcién como su derivada a la hora de llamar al comando, lo
que en este caso vamos a hacer directamente mediante funciones anénimas

> [cero3, valorf3, n3] =
newton (@ (x) x+exp (2xx),0(x) 1+2*xexp(2*x),—1,10"(—6),10)

cuya salida es

cero3 = —0.42630
valorf3 = 1.6120e—10
n3 = 4

Comparativas. Los comentarios que hemos hecho en las secciones anteriores sobre
la velocidad de convergencia de estos tres métodos se ven reflejados en su aplicacién a
la ecuacién del ejemplo[2.3]

Para obtener un error menor o igual que 107 con biseccién, secante y Newton-
Raphson han sido necesarias n1=19, n2=6 y n3=4 iteraciones respectivamente. Esta
diferencia se refleja, en ejemplos mas complejos, en diferencias relevantes en tiempo de
computacién (véase el ejercicio[§2.23).

El resultado que nos devuelve Octave en los tres casos es, aparentemente, el mismo:
cerol=—0.42630, cero2=—0.42630 y cero3=—0.42630. Sin embargo, si ejecuta-
mos el comando format long (tal y como se comentd en la seccién[I.3.2)), podremos
observar las diferencias existentes entre las aproximaciones:

> cerol
ceroBis = —0.426302909851074
> cero2
ceroSec = —0.426302751013404
> cero3

ceroNR = —0.426302750919851



Capitulo 3

Resolucion de sistemas de
ecuaciones lineales con métodos
directos

3.1. Fundamentos teoricos

El objetivo de este capitulo es resolver sistemas de ecuaciones lineales (SEL) me-
diante métodos directos. La idea bésica de los métodos directos que vamos a estudiar
consiste en transformar el sistema original

Ax=b 3.1

en uno o varios sistemas equivalentes que sean mas faciles de resolver, por ejemplo los de
la forma Tx = ¢, donde T es una matriz cuadrada triangular cualquiera. Los algoritmos
que vamos a ver en este capitulo presupondran siempre que A es una matriz cuadrada
regular, por lo que (3.1 serd un sistema compatible determinado. Para ver en qué sen-
tido podemos “resolver” sistemas incompatibles o compatibles indeterminados, véase la
seccion[Z.1.21

En el resto de este capitulo, para fijar notacién, denotaremos por a;; (0 a;,;), con
1 <i,j < n, alaentrada de una matriz cuadrada A, de orden n, correspondiente a la fila i
y la columna j.

3.1.1. Resolucion de sistemas triangulares

Antes de comenzar con la presentacién de los métodos, recordemos que un SEL
triangular, esto es, un SEL de la forma 7x = c donde T es una matriz triangular (superior
o inferior). Cuando T es regular se resuelve mediante una simple sustitucion regresiva,
si T es triangular superior, o sustitucion progresiva, si 7' es triangular inferior. A conti-
nuacién mostramos los algoritmos de estos dos procedimientos.

45
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Algoritmo 3.1 (Sustitucidn regresiva).
Supongamos que 7 es una matriz triangular superior y regular, esto es, t;; = 0 para 1 <
j<i<myt;#0,paral <i<n.

= De la dltima ecuacién, despejamos la tltima incégnita: x, = ¢, /tu.

= De la pentiltima ecuacién, usando el valor de x,, ya obtenido, despejamos la pendlti-
ma incégnita:

_ Cp—1 tn—l,nxn
Xp—1 =
In—1 n—1
= Y asi regresivamente, parai =n—2,n—3,...,1, de la i—-ésima ecuacién despejamos
la i—€sima incognita:
Ci — i it 1Xi41 — 1 j42Xi42 — ... — linXp

3.2)

Xi =
ljj

Algoritmo 3.2 (Sustitucién progresiva).
Supongamos que T es una matriz triangular inferior y regular, esto es, #;; = 0 para 1 <
i<j<nyt;#0,paral <i<n.
= De la primera ecuacién, despejamos la primera incégnita: x; = ¢1/t1].
= De la segunda ecuacién, usando el valor de x; ya calculadodespejamos la segunda
incégnita:
G —Dh1xy

X2
[5)

= Y asi de manera progresiva, para i = 3,4,...,n, de la i-€sima ecuacién, despejamos
la i—ésima incognita:

Ci — L1 Xy —tipXp — -+ — I j—1Xi—1

o (3.3)

Xi =

En la seccién [3.2.T]implementaremos ambos métodos y, ademds, los aplicaremos en
los cédigos de los métodos de resolucién directa que veremos a continuacion.

3.1.2. Método de Gauss

La idea del método de Gauss es, usando operaciones elementales por filas, transfor-
mar el sistema original en otro sistema equivalente que sea triangular superior.
Las operaciones elementales por filas son:

= permuta, o intercambio, de filas (F; <> F}).
= multiplicacién de una fila por un escalar A no nulo (F; — AF).

= adici6n de filas (F; — F; + F}).
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Asi, realizando operaciones elementales, iremos haciendo ceros por debajo de la
diagonal de la matriz ampliada del sistema A = (A|b).

Algoritmo 3.3 (Método de Gauss).
= Dado el sistema Ax = b a resolver, construimos y actuamos sobre A = (A|b).
w Para j=1,2,3,....n

* Pivoteo (seleccioén y colocacion del pivote): buscamos el primer elemento no
nulo de la j—€sima columna bajando a partir de la diagonal y llamamos i; > j a
la fila en la que se encuentra dicho pivote.

o Sii; > j, intercambiamos la j—€sima fila con la ij—€sima: Fj <> F;;.
o Siij = j, no hacemos nada.

¢ Anulacién de los elementos bajo la diagonal: para i > j+ 1, le restamos a la

fila i—€ésima la j—€sima fila multiplicada por % F,— F,— %F -
= Una vez terminado este proceso, la matriz (ampliada) obtenida es triangular superior

y el SEL asociado es equivalente al original (esto es, tiene las mismas soluciones).
Resolvemos dicho sistema por el algoritmo [3.1] de sustitucién regresiva.

Inestabilidad del método de Gauss. El método de Gauss descrito presenta una gran
inestabilidad frente a errores de redondeo. Vedmoslo sobre un ejemplo.

Ejemplo 3.4. Consideremos el siguiente SEL,

10716 -2 /x\ [-2
1 1 y) \ 2 )’
., _ 2 _ 2 .
cuya solucién exacta es x = o Y = 2— EFSHEE valores que son aproximadamente
iguales a la unidad. Como el primer elemento de la primera columna es distinto de cero,

no hay intercambio de filas, y tenemos que multiplicar la primera fila por 10'6 y restarsela
a la segunda, con lo que obtenemos la matriz ampliada

1016 -2 -2
0 2x10%41]2x10%+2 /-

Puesto que la maquina con la que vamos a resolver el sistema trabaja con precision finita
podria ocurrir que £1(2 x 1010 +1) = fI1(2 x 1010 +2) = fI(2 x 10'°), donde fI(x) indica
representacion en punto flotante de x, tal y como se indic6 en la seccién[I.3.2] Debido a
este redondeo, en ese caso la matriz realmente obtenida durante el calculo seria

- -2 -2
0 2x10'%|2x10° )°
De esta forma, obtenemos x = 0, y = 1 como solucién numérica del sistema, que estd
muy lejos de ser la solucién exacta. Podemos constatar que, efectivamente, Octave actia
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asi ejecutando los comandos:

> Ab = [10*(-16),—2,—2;1,1,2];

> Ab(2,:) = Ab(2,:)—Ab(1l,:)/Ab(1,1);

> [y,x] = deal (Ab(2,3)/Ab(2,2), (Ab(1,3)—Ab(1,2)*y)/Ab(1,1))
y =1

x = 0

Pero este no es un problema tnicamente achacable a Octave, pues es comtin a cual-
quier calculo siempre que se emplee aritmética discreta. Una buena forma de solventarlo
es utilizar algiin criterio en la seleccién del pivote que ayude a evitar estos errores; son
las conocidas como técnicas de pivoteo (véase [4] 28]]). Nosotros vamos a proponer, en
la seccién [3.2.2] la variacién del método de Gauss con pivoteo parcial. Dicha estrategia
consiste en elegir como pivote de cada columna al elemento de mayor valor absoluto
entre los elementos que se encuentran en o por debajo de la diagonal.

3.1.3. Factorizacion de matrices

En esta seccidn planteamos la idea de escribir la matriz A factorizada como producto
de otras dos matrices, esto es, A = BC. Dicha factorizacién nos permitird resolver el
sistema (3.1) en dos pasos sucesivos, ya que:

Ax=Db <= B(Cx)=b <= By=b; Cx=y.

La idea es, por tanto, encontrar factorizaciones para las que dichos sistemas sean mas
sencillos de resolver que el sistema original. Este es el espiritu de las factorizaciones
que veremos a continuacion, en las que B y C serdn matrices triangulares u ortogonaleﬂ
Veamos, en primer lugar, un resultado que nos proporciona las condiciones necesarias
para obtener diversas factorizaciones de una matriz cuadrada A y que desarrollaremos a
continuacién. En él aparecen las submatrices principales Ay de una matriz A, que no son
mads que las submatrices cuadradas formadas por sus primeras k filas y k columnas.

Teorema 3.5. Sea A una matriz real cuadrada de orden n, y Ay, para k = 1,...,n, sus
submatrices principales. Se tienen los siguientes resultados:

» (Factorizacion LU) Si det(A;) # 0 Vk, entonces existen sendas matrices L'y U, trian-
gular inferior y superior respectivamente, tales que A = LU.

= (Factorizacion PALU) Existe una matriz P de permutaciérﬂ y sendas matrices Ly
U, triangular inferior y superior respectivamente, tales que PA = LU.

= (Factorizacion de Cholesky) Si A es simétrica (A = A") y det(Ay) > 0 Vk, entonces
existe una unica matriz R, triangular superior con diagonal positiva, tal que A = R'R.

» (Factorizacion QR) Existe una tinica matriz ortogonal Q y una vinica matriz trian-
gular superior R tales que A = QR.

10 es ortogonal si verifica Q' = @, por lo que el sistema Qy = b se resuelve como y = Q'b.
2Una matriz de permutacién no es mds que la matriz identidad con sus filas permutadas.
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Factorizaciones LU y PALU. La descomposicién LU de una matriz A consiste en
encontrar dos matrices, L triangular inferior y U triangular superior, tales que A = LU.
En realidad (véase [25]), esta factorizacion es equivalente al método de Gauss sin realizar
intercambio de filas, por lo que, del mismo modo que no siempre es posible aplicar Gauss
sin permutar alguna fila (por ejemplo, si algin a;; = 0), no siempre es posible realizar
directamente la factorizacién LU de una matriz. Este hecho da una idea aproximada de
las dos primeras descomposiciones descritas en el teorema [3.5] ya que si los menores
principales det(A;) son no nulos, los pivotes siempre se encuentran en la diagonal y no
hacen falta permutaciones, mientras que, en el caso general, lo que podemos asegurar es
que, haciendo ciertas permutaciones previas en la matriz A (esto es PA), se puede aplicar
Gauss, y obtener la descomposicién PALU, esto es PA = LU (véase el ejercicio[§3.39).

Para obtener un algoritmo que dé lugar a una descomposiciéon A = LU (sin permuta-
ciones) basta con despejar en dicha igualdad componente a componente. Si fijamos los
elementos de la diagonal de L o de U, esta factorizacién es tnica. Mostramos aqui cémo
quedaria el algoritmo de factorizacidn sin fijar ninguno de estos elementos, para barrer
todos los casos posibles.

Algoritmo 3.6 (Factorizacién LU).

» Parar=1,...,n;
r—1
Uyl = (arr — Z l,kuk,), (entre u,, y I, se elige uno y se despeja el otro),
k=1
e Paras=r+1,...,n se construyen:

1 r—1 1 r—1
Upg = . (am — Z lrkuks> s lsp=— (asr - Z lskukr)-
rr k=1 Urr k=1

Cuando se fijan los valores de la diagonal de L iguales a 1, [;; = 1, la factorizacién se
conoce como factorizacion de Doolittle, mientras que si se fijan los valores de la diagonal
de U, u;; = 1, entonces se conoce como factorizacion de Crout.

Factorizacion de Cholesky. En el caso en que A es una matriz simétrica, podemos
buscar un tipo especial de Factorizacion LU, llamada factorizacion de Cholesky, en el
que L sea la traspuesta de U = R, esto es, A = LU = R'R. La condicién descrita en
el teorema [3.5] para la existencia de tal descomposicion (también llamado criterio de
Sylvester) equivale a que A sea definida positiva. En este caso, dejamos como ejercicio
al lector el desarrollo del algoritmo correspondiente.

Factorizacion QR. Por iltimo, la factorizacién QR consiste en descomponer la ma-
triz A como producto de una matriz ortogonal Q por una matriz triangular superior R.
Entonces, resolver (3.1) equivale a resolver el sistema triangular equivalente Rx = Q'b
mediante sustituciones regresivas. Ademds, en el capitulo [5|emplearemos esta factoriza-
cién en la implementacién del método QR de cdlculo de valores propios.
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3.1.4. Condicionamiento de una matriz

Antes de continuar, debemos poner un “pero” a los métodos directos vistos. En efec-
to, aunque tedricamente todos ellos nos dan la solucién exacta en un niimero finito de
pasos, en la préctica los célculos son realizados por un ordenador que, como ya hemos
comentado alguna vez, comete “pequefios” errores. Es por esto que debemos tener en
cuenta el efecto acumulado de estos errores en la resolucion del sistema.

Si al resolver el sistema de ecuaciones Ax = b cometemos errores de redondeo, en
realidad obtenemos una solucién aproximada x + e (donde e es un vector conteniendo
los errores cometidos). Por lo tanto, en realidad el sistema que hemos resuelto es

A(x+e)=b+Ae,

que se puede ver como una modificacién de nuestro sistema original, donde se ha cam-
biado el término independiente b por el término perturbado b + Ae (donde r = Ae se
denomina residuo). En primer lugar vamos a convencernos que hay algunos casos que
pueden ser muy sensibles a modificaciones como las anteriormente citadas.

Ejemplo 3.7. Consideremos la matriz A y el vector u dados por

1 -1 - —1 0
A 01 e |
‘4
0 0 1 1

nxn

y el SEL. Ax = b con vector de términos independientes arbitrario b. Veamos entonces
que una pequefia modificacién de b puede suponer que la solucién del sistema varie mu-
cho. Concretamente, si tomamos como término independiente b + €u, entonces e tendria
que verificar la igualdad Ae = ge,,, de donde e = £(2"~1,2"72,... 2, 1,1)" (tras emplear
sustitucion regresiva), por lo que, para n suficientemente grande, el error e puede ser
enorme aunque € sea pequefio.

Esta sensibilidad ante perturbaciones de los datos, que es algo intrinseco del sis-
tema a resolver, aparece en otras muchas situaciones. Por ejemplo, cuando calculamos
aproximaciones por minimos cuadrados, donde la matriz de coeficientes es una matriz
de Hilbert (H; j = 1/(i+ j— 1)) (véase el ejercicio[§7.72).

El siguiente resultado nos proporciona una herramienta que permite estimar el efecto
de los errores de redondeo que se puedan cometer al resolver el sistema de ecuaciones
Ax = b por cualquier método de los vistos hasta el momento.

Teorema 3.8. Si A es regular, Ax=by A(x+e) =b+r (es decir: r = Ae), entonces

el Il -1
T SV(A) s siendo v(A) = (Al [AT)-
[l 11|
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Segiin este resultado, podemos considerar que la cantidad v(A) nos da una idea de
la sensibilidad del problema en si frente a errores de redondeo, independientemente del
método que empleemos para resolver el sistema. Al valor V(A) se le denomina condi-
cionamiento de la matriz A. Se puede probar que v(A) > 1, por lo que diremos que un
sistema de ecuaciones estd mejor condicionado cuanto més proximo a 1 esté dicho valor
¥, si V(A) es “muy grande” diremos que es un sistema mal condicionado.

De manera similar se puede ver que el condicionamiento controla los errores al per-
turbar A, esto es, cuando resolvemos el sistema (A + 0A)(x+¢) = b+ 8b. Para el lector
interesado, en [24] se deducen cotas para los errores cometidos en tal situaciéon. En Oc-
tave el condicionamiento de una matriz se puede calcular mediante el comando cond.

Llegados a este punto nos podemos hacer la siguiente pregunta. Si, ain al aplicar
métodos directos, finalmente vamos a obtener una aproximacion de la solucion, jpor qué
no buscamos directamente soluciones aproximadas? Esta cuestiéon motiva los contenidos
del capitulo siguiente.

3.2. Implementacion de algunos métodos

En esta seccién vamos a presentar la implementacién con Octave de algunos de los
métodos descritos anteriormente.

Antes de comenzar, haremos un breve comentario sobre la resolucidon con Octave de
sistemas de ecuaciones lineales. Para resolver el sistema compatible determinado Ax = b
podemos emplear el comando directo de Octave m1divide (A, b), o simplemente,

> A\b

Este comando, dependiendo del sistema en cuestion, seleccionard una estrategia “apro-
piada” para resolverlo, es decir, aplicard un determinado método numérico que serd di-
ferente segln cada caso (véase [25l tema 5] para un andlisis en detalle). No obstante,
hay que tener en cuenta que este comando devuelve resultados aunque el sistema no sea
compatible determinado; este punto serd analizado y aclarado en la seccién|/.1.2

Aunque no sea un objetivo concreto de nuestro estudio, debemos advertir que, si el
sistema no es compatible determinado, entonces podemos discutir su caracter mediante
el comando rref aplicado a la matriz ampliada, que proporciona un sistema escalona-
do reducido por filas. M4s alld de la aplicacién directa de este comando (que siempre
estard a nuestra disposicion), el objetivo principal de este capitulo es que comprenda-
mos la implementacién de algunos de los métodos directos de resolucidn de sistemas de
ecuaciones lineales.

Por tdltimo, comentar que podemos realizar la factorizacién LU, Cholesky y QR di-
rectamente con comandos ya implementados en Octave. En efecto, la sintaxis

> [L,U,P] = 1u(d)

proporciona la factorizacién LU de la matriz PA, siendo P la matriz de permutacion que
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son necesarias sobre A para realizar esta operacién (es decir, la factorizacién PALU de
A). Por otra parte, la sintaxis

> R = chol (A)

da como respuesta la matriz triangular superior R de la descomposicién de Cholesky,
esto es A = R' R, para el caso en que A sea una matriz simétrica y definida positiva.
Finalmente, podemos calcular la factorizaciéon QR directamente con el comando gr,

> [Q,R] = qgr(a)

obteniendo una matriz ortogonal Q y una matriz triangular superior R tales que A = QR.
Para mas detalles sobre estos comandos, consultese [5, 18.3 Matrix Factorizations].

3.2.1. Sustitucion regresiva y sustitucion progresiva

Para empezar, vamos a programar los algoritmos [3.1] y [3.2] (sustitucion regresiva y
progresiva) para la resolucién de sistemas triangulares. Observemos que, por el modo
en que los hemos implementado, permiten resolver varios sistemas que tengan la misma
matriz de coeficientes y distintos términos independientes, poniendo como argumento ¢
la matriz cuyas columnas sean los distintos términos independientes (véanse los ejerci-

cios[§3.33]y [§3-36).

1 function x = sustregr(T,c)

2 % Esta funcidén resuelve el SEL Tx = ¢, con T triangular superior
3 %y regular, mediante sustituciones regresivas.

4 [dim, nc] = size(c);

5 x = zeros (dim,nc);

6 for 1 = dim:—-1:1

7 x(1,:) = (c(i,:)=T(1i,:)*x)/T(i,1);

8 endfor

9 endfunction

La implementacién del método de sustitucion progresiva se obtiene de forma sencilla
a partir del c6digo anterior.

1 function x = sustprogr(T,c)

2 % Esta funcidén resuelve un SEL Tx = ¢, con T triangular inferior
3 % y regular, mediante sustituciones progresivas.
4 [dim, nc] = size(c);
5 x = zeros (dim,nc);
6 for 1 = 1l:dim

7 X(i,:) = (c(i,:)=T(i,:)*x)/T(i,1);
8 endfor

9 endfunction
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Observemos que los cddigos anteriores son exactamente iguales, salvo en el sentido
en que se recorre el indice i, descendente o ascendente (linea 6). De hecho, las lineas 7
de ambas funciones son idénticas cuando implementan las férmulas (3.2) y (3:3), aunque
en realidad dichas férmulas son distintas. Esto es posible gracias a que la variable x es
dindmica (esto es, en cada iteracion cambia de valor) y a que se han usado expresiones
vectorizadas.

Notemos que la variable x empieza siendo un vector/matriz de la misma dimensioén
que el término independiente con componentes nulas y que, en cada iteracion, se cambia
el valor de las componentes en una de sus filas. Por simplicidad, podemos pensar que
el término independiente es un vector columna. En ese caso, la instruccién T (i, :) *x
multiplica la i-ésima fila de la matriz T por el vector columna x. En ese momento, el
vector x tendrd, a lo sumo, i — 1 componentes no nulas. En la sustitucion regresiva dichas
componentes serdn las ultimas, mientras que en la progresiva serdn las primeras. De
esta forma comprobamos que, efectivamente, hemos implementando las férmulas (3.2))

y (3:3), respectivamente.

3.2.2. Método de Gauss

A continuacion implementaremos el método de Gauss con estrategia de pivoteo par-
cial. Concluiremos el programa con la resolucidn del sistema triangular superior obtenido
usando la funcién sustreg que hemos implementado en la seccién anterior.

1 function [x,p] = gausspiv(A,b)

2 % Esta funcidén resuelve el sistema Ax=b mediante Gauss.
3% X, solucion del SEL (vector/es columna) .

45 p, vector con las permutaciones realizadas en el proceso.
5 [dim, ncb] = size(b);

6 Ab = [A b];

7 p = l:dim;

8 for 3 = l:dim—1

9 % Pivoteo parcial dentro de la columna j

10 [piv,pos] = max(abs(Ab(j:dim, J)));

11 Ab([]j, j+tpos—1]1,:) = Ab([Jj+pos—1,31,:);

12 p([J,J+pos—1]) = p([Jj+pos—1,31);

13 % Anulacién de los elementos bajo el pivote

14 Ab (j+1l:dim, j:dim+ncb) = Ab(j+l:dim, j:dim+ncb) —

15 Ab (j+1:dim, j) *Ab (j, j:dim+ncb) /Ab (J, J) ;

16 endfor

17 % Resolvemos por sustitucidn regresiva

18 x = sustregr (Ab(l:dim,1:dim),Ab(l:dim,dim+1:dim+ncb));
19 endfunction

En este codigo aparece el comando max que, cuando actda sobre un vector, devuelve
el valor maximo y la primera posicién donde lo alcanza. Esta es, justamente, la informa-
cién que requiere el proceso de pivoteo, ya que el valor mdximo serd el valor del pivote,
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pero lo que se necesita para permutar las filas es, precisamente, la posiciéon que dicho
pivote ocupa. Conviene resefiar en este punto que pos, (esto es, la posicién que devuelve
max) es con respecto a la columna abs (Ab (j:dim, j) ), que es la j-ésima columna
de la matriz ampliada sin los primeros j — 1 términos. Por este motivo la posicién de
dicho pivote, en la matriz completa, viene dada por pos + j—1. Ademds, para guardar
un registro de las permutaciones realizadas, se define el vector p, con valores iniciales
desde 1 hasta la dimensién de 2, y se le aplican exactamente las mismas permutaciones
que a la matriz.

Finalmente, observemos que, en el proceso de anulacién de los elementos bajo la

diagonal, el cdlculo de las filas %F ; se hace directamente (linea 15) para todo i > j+1,

esto es, vectorizando (véase el ejercicio[§3.33).

Ejemplo 3.9. Apliquemos este método al ejemplo [3.4] Primero definimos la matriz de
coeficientes y el vector de términos independientes

>A = [10n—16 —2 ; 1 1]1;
>b = [—-2 ; 2];

y aplicamos la funcién gausspiv

> [x,p] = gausspiv(A,Db)
x = [1.00000 ; 1.00000]
p = [2 1]

Observamos que se ha realizado un intercambio de filas para colocar el pivote de maximo
valor absoluto en la primera fila, lo que nos permite obtener una solucién correcta del
sistema. Recordemos que, como ya vimos en el ejemplo [3.4] sin intercambio de filas no
obtenemos la solucién correcta.

3.2.3. Factorizacion LU

Ahora desarrollaremos la implementacién del algoritmo de factorizacién LU, aunque
hemos de avisar que peca de los mismos defectos que el algoritmo de Gauss sin pivotaje:
no existencia de descomposicion como e inestabilidad numérica (véanse, por ejemplo,
los ejercicios [§3.38] [§3.39]y [§3.40). No obstante, como se indica en [28]], los algoritmos
de Gauss y LU, atin con pivote, presentan inestabilidades en casos concretos, aunque son
aceptablemente estables en la practica.

Ejemplo 3.10. El siguiente cédigo implementa la descomposicién LU (sin permuta de
filas) y resuelve el sistema

[SSIEENN)
W AN =
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=T - NV S N U Ry R

o

Datos del ejemplo

=[312; 143 ; 332];

=1[1; 3; 41;

Realizamos la factorizacidén LU de Doolittle de A

o »

oe

n = size (A) (1);
aux = zeros (n,n);
% Calculamos la primera fila de U y la primera columna de L
aux(1l,1) = A(1,1);
if aux(1l,1) == 0
error ('No se puede realizar la factorizacidén LU');
endif;
for s = 2:n
aux(l,s) = A(l,s);
aux(s,1l) = A(s,1l)/aux(1,1);
endfor
% Filas y columnas siguientes, partiendo desde la diagonal
for r = 2:n
aux (r,r) = A(r,r)—(aux(r,l:r—1)*aux(l:r—1,r));
if aux(r,r) == 0
error ('No se puede realizar la factorizacidén LU')
endif;
for s = r+l:n
aux(r,s) = A(r,s)—aux(r,l:r—1)*aux(l:r—1,s));
aux(s,r) = (A(s,r)—(aux(s,l:r—1)xaux(l:r—1,r)))/aux(r,r);
endfor
endfor
L = tril (aux,—1)+eye(n);
U = triu(aux);

o\

Resolvemos el sistema a partir de dicha descomposicidn
= sustprogr (L,b);
= sustregr (U,vy)

X

En el ejercicio [§3.41] analizaremos el algoritmo de Thomas, que no es més que la

descomposicion LU para el caso en que la matriz de coeficientes es tridiagonaﬂ

Por otra parte, ya que la implementacion del algoritmo de Cholesky sigue una filo-

soffa muy similar, dejamos al lector su realizacién.

3Matriz cuyas componentes fuera de las tres diagonales centrales son nulas.






Capitulo 4

Resolucion de sistemas de
ecuaciones lineales con métodos
iterativos

4.1. Fundamentos teoricos

En general, los sistemas de ecuaciones lineales que aparecen en la practica suelen
ser de grandes dimensiones y con una matriz de coeficientes, A, que contiene muchos
ceros (matriz dispersa). En tales casos, los métodos de resolucién directa son costosos
y no aprovechan adecuadamente esa ventaja, pues a lo largo del proceso muchos de
los coeficientes nulos de A dejan de serlo. En este sentido, los métodos iterativos que
estudiaremos en este capitulo s6lo hacen uso de los elementos de la matriz original A.

Laidea basica de los métodos iterativos para resolver sistemas de ecuaciones lineales
es la misma que la empleada en los métodos vistos en el capitulo [2] de resolucién de
ecuaciones no lineales. Esto es, son métodos que consisten en calcular una sucesion
de vectores {x(k>} >0 que converja a la solucién del sistema. No obstante, esta idea es
bastante razonable desde el momento en que hemos comprobado que, en la prictica, los
errores de redondeo hacen que un método directo no nos devuelva la solucién exacta.

4.1.1. Métodos iterativos clasicos: Jacobi, Gauss-Seidel y relajacion

Dado un SEL
Ax=b, 4.1)

un método iterativo basico consiste en, a partir de un vector inicial x©) cualquiera, cons-
truir una sucesion de forma iterativa segin una férmula del tipo

XD = px® 4 ¢ 4.2)

57
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donde B es una matriz cuadrada del mismo orden que la matriz del SEL {@.1) y ¢ un
vector dado. Tanto B como c serdn elegidos de forma que el método sea convergente y
consistente, esto es, que exista el limite y que este limite resuelva el sistema (4.1)):

lim x®) = x=A"1p.
k—oo

Podemos caracterizar estos métodos mediante el siguiente resultado (véase [, 16]).

Teorema 4.1. Sea el sistema {.1) y un método iterativo de la forma (4.2).
» (Convergencia): Si existe una norma matricial inducida tal que ||B|| < 1, entonces
. k—roo ,
el método es convergent' POREaGWS (para cualquier x),

» (Consistencia): Para que el limite x de @.2)) resuelva el sistema Ax = b, es preciso
que existan sendas matrices M (regular) y N tales que:

A=M—-N, con M'N=ByM 'b=c.
De hecho, se cumple A~'b=x=Bx+c=M"'Nx+M"'b.

En esta seccion deduciremos los métodos iterativos clasicos que responden a este
esquema general (procurando que la matriz M sea facil de invertir: diagonal o triangular,
por ejemplo), aunque los presentaremos desde un enfoque mds préximo a la férmula de
punto fijo Mx = Nx+ b, equivalente, y desde las propias ecuaciones, no desde la formu-
lacién matricial (que sin embargo es mds util para probar resultados de convergencia).

Método de Jacobi. Consideremos el SEL Ax = b, que desmenuzamos elemento a
elemento, en la forma

n
Zaijxj:bi, i=1,...,n.
j=1

Supongamos que todos los elementos de la diagonal de A son no nulos. Entonces, una
opcién sencilla para generar un método iterativo del tipo (@.2) seria despejar en cada
ecuacion su correspondiente incégnita. De este modo se obtiene el denominado método
iterativo de Jacobi, cuya expresion componente a componente es

1 n
xl(kJrl):—(bi— Z aijxﬁ.k)), 121,77’1
G e
En la forma matricial descrita en el teorema4.T] el método de Jacobi se corresponde con
la eleccion
B=DYL+U), ¢=D"b,

siendo A =M —N =D —L—U, con D la matriz diagonal formada por los elementos de
la diagonal principal de A, y L, U las matrices triangulares, con diagonal nula, formadas
por la parte triangular inferior y superior de —A, respectivamente.

IEn realidad, la convergencia equivale a que p(B) < 1, esto es, que el radio espectral de la matriz
B sea menor que 1. Recordemos que el radio espectral de una matriz es el mdximo, en médulo, de sus
valores propios. Para mds detalles, véanse el capitulo[5]y el ejercicio [§5.49)
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Método de Gauss-Seidel. Si en la iteracién k — (k+ 1) del método de Jacobi, para

(k+1) (k+1)

calcular cada componente x; usdsemos las componentes previas (es decir X; con

J < i) ya calculadas, en lugar de las provenientes de la iteracién anterior (x ) con Jj<i,
el método que obtenemos es el llamado método de Gauss-Seidel. Concretamente en este
nuevo método, las iteraciones son de la forma

1 i—1
xl(kﬂ):—(bi—z X kH Z aljx(k) i=1,...,n.
i j=1 Jj=i+1
En forma matricial, este método corresponde a tomar M =D — Ly N = U, esto es,
B=(D-L)'U, c¢c=D-L)"p,

siendo D, L y U las mismas matrices que las definidas en el método de Jacobi.

Método de relajacion. La idea del método de relajacién es, a partir del método de
Gauss-Seidel, introducir un pardmetro @ > 0 para “promediar con peso”, en cada paso,
la iteracién k y la (k+ 1), obteniendo una combinacién “convexa” entre ambas. Concre-
tamente, el método se escribe como

iteracion (k+ 1) de Gauss-Seidel

1 i—1
xgk“):a)—(bi—Zaiij.kH) Z aux ) +(1— )l(k), i=1,...,n
aji =
rM

Jj=i+1

La forma matricial del método corresponde a toma —LyN=A—M, quedando

_D
(0]
D - 1—w D\
B= (——L) (U+—D), c= (——L)
w w (0]

siendo, una vez méas, D, L y U las matrices definidas en el método de Jacobi.

Teoremas de convergencia. Presentamos a continuacién dos resultados que garanti-
zan la convergencia de los métodos anteriores (véanse mds detalles en [1]).

Teorema 4.2. Si A es estrictamente diagonal dominanteﬂ entonces los métodos de Ja-
cobi y de Gauss-Seidel convergen a la solucion del sistema [@.1)).

Teorema 4.3. Si A es simétrica definida positiva y 0 < @ < 2, entonces el método de
relajacion converge a la solucion del sistema (4.1)).

Los métodos iterativos cldsicos de Jacobi y Gauss-Seidel adolecen de una lenta con-
vergencia, lo que dard paso a la mejora que supone en este aspecto el método de re-
lajacién (véase el ejercicio [§4.46). Sin embargo, hay que aclarar que, para problemas
complicados, es dificil estimar el valor 6ptimo del pardmetro de relajacién, por lo que
usualmente se prefieren otras opciones, entre las cuales destacaremos el método del gra-
diente conjugado, que presentamos en la siguiente seccidn.

%Lo es cuando A cumple, para cada fila i, que |a;;| > X jzilaijl-
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4.1.2. Métodos de descenso: descenso rapido y gradiente conjugado

Cuando la matriz A es simétrica y definida positiva, entonces podemos aplicar los
métodos de descenso, que se basan en el siguiente hecho: la forma cuadratica

0 R SR, 9(w)= 5 (¢,A) — (b,

posee un minimo que coincide con la solucién de (@.I)). De hecho, se pueden calcu-
1a1ﬂ Vo(x) = (Ax—b) y Hess(¢(x)) = A (definida positiva), por lo que ¢ resulta ser
estrictamente convexo, su minim es tnico y serd un punto critico y, por la expresion
del gradiente, deducimos que resuelve el sistema Ax = b. Por ello, la idea bésica de los
algoritmos de descenso que permiten minimizar ¢ es:

“Dado un punto x € R", encontrar una direccién r sobre la
que ¢ descienda y encontrar su minimo sobre la rexta x4 (r).”

Asi, a partir de una aproximacion inicial %), construiremos iterativamente una sucesién
x®) de forma que, a partir de cada x| se elige una direccién ry en la que se asegure un
decrecimiento de ¢ y se toma x**1) = x®) o ry tal que ¢ (x*+1) < ¢ (x*)). Recorda-
mo que una condicién suficiente para que ry sea una direccién de descenso en x*) es

que (g, Vo (x)) # 0.
El esquema genérico para los algoritmos de descenso serd el siguiente.

Algoritmo 4.4 (Métodos de descenso).
= Dada una aproximacién inicial x(©) € R”.
= Parak=0,1,2,3,..., (iteracién de x(¥) a x(k+1)y:
* Elegir la direccion ry y deducir o para que @(a) = ¢ (x(k) + ary) sea minimo.
e Construir la iteracién xk+1) = x(k) 4 O Tk
* Establecer un criterio de parada; si se verifica, parar, y si no, seguir.

Método de descenso rapido. El mérodo de descenso rdpido consiste en elegir como
direccién de descenso la del gradiente cambiado de signo,

re=—Vo(x®)=p—AaxH,

que edd1a direccién de maximo decrecimiento de ¢ en x%®) Ahora tenemos que determi-

nar el paso o para que x*+1) sea un minimo de o(a) = (I)(x(k) + ary) (ndtese que @ es
un polinomio de grado 2 en o). Haciendo un simple cdlculo, podemos ver que

B (rk,b—Ax(k)> B (re, rie)
(rk,Arg) (re,Arg)’

3Como es usual, V denota al operador gradiente y Hess al hessiano.

4En el caso en que A fuese simetrica pero definida negativa, x serfa un maximo de ¢, y los métodos
seran aplicables tal cual, aunque serfan métodos de “ascenso”.

SEl gradiente de una funcién siempre indica la direccién de maximo crecimiento de la misma, y es
perpendicular a la curva de nivel, esto es, la direccién en que ¢ no varia.

4.3)
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El vector de descenso obtenido, ry = b —Ax(k), también se denomina vector residuo y
su norma puede ser empleado en el criterio de parada del método.

Este método puede converger muy lentamente segun la eleccion de la aproximacion
inicial x(*) (véanse [18] y el ejercicio y de los subespacios propios de la matriz
A. Para solventar este problema se pueden emplear diferentes modificaciones del método
aqui expuesto. Quizds la més sencilla corresponde al denominado método del gradiente
conjugado.

Método de gradiente conjugado. A continuacién veremos el método del gradiente
conjugado, donde se persigue exactamente el mismo fin que antes, pero eligiendo una
direccién de descenso que, para medir perpendicularidad, use la métrica generada por la
matriz A en lugar del producto escalar, lo que mejorard el resultado. La formalizacion
matemadtica del anterior comentario nos lleva a la nocién de direcciones A-conjugadas.
En primer lugar, observamos que, en el método del descenso rapido, las direcciones
de descenso que se eligen son perpendiculares entre si. En efecto, es facil comprobar a

partir de (@.3) que
(resrien) = (risb = AxM) = (n, ) — ow{ra, Ar) = 0.

De hecho, una vez escogida la aproximacion inicial x0), ya siempre nos moveremos en
direcciones perpendiculares. Pues bien, la idea del método del gradiente conjugado es,
calculado x| elegir una direccién de descenso py # 0 que, en lugar de ser penpendicular
a las direcciones previas, sea A-conjugada con ellas, es decir, (pg,Ap j> =0,k+#j.

El método del gradiente conjugado se concreta en el siguiente teorema.

Teorema 4.5 (Método de gradiente conjugado).

= Hipotesis: sean A, una matriz cuadrada de orden n simétrica y definida positiva, y
b € R". Ademds, sean x\©) € R", un vector cualquiera, ro = b — Ax(0), po=roy las
sucesiones construidas de forma iterativa,

o x5 = x0) oy py, donde oy = (pi, 1)/ (pr, Api)s
L }"k+1 = b*AX(kJrl)
* Pit1 = Tier1 + Bepr donde B = —(ri1,Apk) / (P, Apk)-

parak=0,1,2.3,... mientras que ri.1 # 0.

>

n Tesis: existe kK < n tal que Ax'®) = b. Ademds, para todo k < k¥ — 1, se verifica que
* la direccion py1 es A-conjugada con todas las direcciones p; previas, es decir,
(Pk+1,Apj) =0 para todo j < k;
* el residuo ryy | es ortogonal a todos los residuos rj previamente calculados, esto
es, (rit1,rj) =0 para todo j < k;

* (Pr,1i) = (T, 7h)-
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Observemos que xk+1) ge propone para que sea minimo en la recta x4 (pr) y que,

ademds, py+1 se busca como una combinacidn lineal del residuo ry11 y px para que sea
A-conjugado con este ultimo. Después, como regalo, obtenemos que es A-conjugado con
todos los anteriores.

Del teorema se deduce que r = b — Ax(®) = 0, es decir, tedricamente, el algoritmo
determinara la solucion exacta del SEL Ax = b en, a lo sumo, n iteraciones. Este re-
sultado, totalmente vélido en aritmética exacta, nos podria llevar a definir el método del
gradiente conjugado como un método directo, aunque a efectos practicos es conveniente
verlo como un método iterativo por dos factores esenciales.

= El primer motivo es que suele alcanzar aproximaciones muy eficientes bastante antes
de llegar a la dltima iteracién. Esto es debido a que al elegir, en cada paso, las direc-
ciones A-conjugadas, se minimiza sobre un espacio mayor que la recta x4 (Pk)s
dependiendo de las dimensiones de los subespacios propios de la matriz A. En este
sentido, se puede establecer un criterio de parada atendiendo a la norma del residuo.

= Por otro lado, es posible que, en las sucesivas iteraciones, tanto los errores debidos a
la aritmética de punto flotante como la aparicion de residuos extremadamente peque-
flos puedan alterar el resultado exacto. En particular, la aparicién de denominadores
casi nulos en el cdlculo de los coeficientes oy y Bk, puede dar lugar a “rupturas” del
método, que son evitables mediante versiones estabilizadas (véase [24]).

4.2. Implementacion de algunos métodos

En esta seccion, amén de la resolucion directa con A\b o mldivide (A, b), vere-
mos la implementacién en Octave del método de Gauss-Seidel y del método del gradiente
conjugado. La implementacion del resto de métodos aqui vistos y de versiones optimi-
zadas quedaran como ejercicio para el lector.

Observemos que, tal y como hemos descrito ambos métodos, ademds de la matriz
de coeficientes A y el vector de términos independientes b, necesitamos una variable de
entrada extra que corresponde al valor de la aproximacién inicial x(). En los c6digos
siguientes nosotros hemos optado por introducir este valor inicial como argumento, para
poder modificarlo a discrecidn en algunos ejercicios (véas), aunque podria ser introduci-
do como un vector aleatorio dentro del cuerpo de la funcién.

4.2.1. Método de Gauss-Seidel

La convergencia de este método no estd asegurada a priori, por lo que introducire-
mos criterios de parada. En concreto, en el siguiente cddigo se implementa un criterio de
parada doble. Por un lado, fijamos un niimero méaximo de iteraciones y, por otro, esta-
blecemos un criterio de parada sobre la norma del residuo. Este segundo criterio es del
tipo

JAx®) — b

<tol.
1]
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1 function [x,iter] = gaussseidel (A,b,x0,tol = 10"—12,maxiter = 25)
2 % Esta funcidén calcula una solucidén aproximada del sistema
3% A x = b mediante el método de Gauss—Seidel.

4 % Datos necesarios para llamar a la funcidn:

5 0% A, matriz de coeficientes del SEL (regular).

6 % b, vector de términos independientes (vector columna).

7 % x0, aproximacidén inicial de la raiz (vector columna).

8 % tol, tolerancia preestablecida sobre la norma del residuo.
9 3 maxiter, numero maximo de iteraciones del método.

10 % La funcidén devuelve como respuesta:
1n % X, solucién aproximada del SEL.

2 % iter, numero de iteraciones realizadas para obtener x
13 % (si coincide con maxiter es que x no verifica la condicién
1“4 % de tolerancia impuesta) .

15 %

16 n = length(A);

17 x = x0; % se inicializa x
18 normb = norm(b);

19 iter = 0;

20 while (norm(Axx—b)>tol*normb) && (iter<maxiter)

21 iter++;

22 for j=1:n
3 x(3) = (b(3)—A(F, [1:3=1,3+1:n]) *»x ([1:3-1,3+1:nl)) /A(], 3);
24 endfor
25 endwhile
26 endfunction

En este c6digo observamos como, efectivamente, en cada paso las componentes ya
calculadas del vector x se usan en el cilculo de las componentes siguientes. En se
puede encontrar un c6digo que, siguiendo la estructura matricial (4.2), implementa entre

otros este mismo algoritmo.

A continuacién veamos como se aplicaria, en un ejemplo concreto, la funcién que

acabamos de crear.

Ejemplo 4.6. Consideremos el sistema de ecuaciones

4 - y 4+ 2z = 0
—2x — & + z =3
x 4+ 3y + 52 =9

Para resolverlo simplemente ejecutariamos los siguientes comandos.

>A = 1[4,-1,2;—-2,-8,1;1,3,5];

> Db [0;3;91;

> x0 = [0;0;0];

> gaussseidel (A, b, x0)

ans = [—0.93855;0.10056;1.92737]
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Si queremos obtener el nimero de iteraciones realizadas, deberemos ejecutar la sentencia

> [x,1ter] = gaussseidel (A, Db, x0)
x = [—0.93855;0.10056;1.92737]
iter = 12

4.2.2. Método del gradiente conjugado

Para terminar el capitulo implementaremos el método del gradiente conjugado, en
su version bdsica a partir del Teorema [.5] Observemos que, para nuestro propdsito,
necesitamos tres entradas: la matriz de coeficientes A (que debe ser simétrica y definida
positiva o negativa), el vector de términos independientes b y el valor de la aproximacién
inicial x(©), Ademds, en este caso, el nimero de iteraciones maximo, para establecer
el criterio de parada, se fija en dos veces la dimensién de A (y no se introduce como
argumento de la funcién).

1 function [x,iter] = gradconj(A,b,x0,tol = 107-5)

2 % Esta funcidén calcula una solucidén aproximada del sistema
3% A x = b mediante el método del gradiente conjugado.

4 % Datos necesarios para llamar a la funcidn:

5 0% A, matriz de coeficientes (simétrica y definida positiva o
6 % negativa) .

7% b, vector de términos independientes (vector columna).
8 % x0, aproximacién inicial de la raiz (vector columna).
9 % tol, tolerancia preestablecida sobre el médulo del residuo.
10 $ La funcidén devuelve como respuesta:

1n % X, solucién aproximada del SEL.

2 % iter, numero de iteraciones realizadas para obtener x.
13 %

14 n = length(A);

15 x = x0;

16 r = b—Axx;

17 p = r;

18 iter = 0;

19 while (norm(r)>tol) && (iter<2*n)

20 iter++;

21 alpha = (p'*r)/(p'* (Axp));

22 x = x+t+alphaxp;

23 r = b—A*x;

24 beta = —(r'x (A*p))/ (p'* (A*p));

25 p = rtbetaxp;

26 endwhile

27 endfunction

Observemos que, tanto en gaussseidel.m como en gradconj, no se verifican
las hipdtesis que han de satsifacer las matrices de coeficientes.
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Ejemplo 4.7. Vamos a aplicar este método al sistema Ax = b, con

1.8 02 02 02 02 1
02 03 =02 13 -02 -2
A=102 -02 13 -02 03 |, b=|5
02 13 -02 03 -02 0
02 -02 03 -02 13 3

Para ello ejecutamos los siguientes comandos.

>A =[1.8, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2;
0.2, 0.3, =0.2, 1.3, —0.2;
0.2, -0.2, 1.3, —0.2, 0.3;
0.2, 1.3, -0.2, 0.3, —0.2;
0.2, -0.2, 0.3, —0.2, 1.31;

>b = [1; —2; 5; 0; 31;

> x0 = [0; 0; 0; 0; 01;

> [x,1ter] gradconij (A,b, x0)

La respuesta obtenida es

X = [2.2204e—16; 1.0000e+00; 3.5000e+00; —1.0000e+00;
1.5000e+00]
iter = 3

Observamos que la solucidn se alcanza en s6lo 3 iteraciones, a pesar de que el sistema
es de orden 5. Esto se debe a que, como hemos comentado, el método de gradiente
conjugado optimiza ¢, en cada paso, no s6lo en una recta sino en todo un subespacio
mayor que aumenta con las dimensiones de los subespacios propios de la matriz A y,
en este caso, la matriz A tiene dos subespacios propios dobles, correspondientes a dos
valores propios dobles (A =2 y A = 1), mientras que el otro subespacio es simple, y
asociado al valor propio simple A = —1.






Capitulo 5

Calculo y aplicaciones de los
valores y vectores propios

5.1. Fundamentos teoricos

En este capitulo nos dedicaremos al cdlculo aproximado de los valores y vectores
propios de una matriz cuadrada A. Un niimero A es valor propio de la matriz A si es
posible encontrar un vector no nulo x verificando la identidad

Ax = Ax.

En tal caso se dice que x es un vector propio (o autovector) asociado a A. En general,
al conjunto de todos los valores propios de una matriz, también llamados autovalores, lo
denotaremos por 0(A) y lo llamaremos espectro de A. La primera caracterizacién de los
valores propios de una matriz viene dada a través de las raices de un cierto polinomio,
debido al siguiente hecho:

Ax=Ax, x#0 < elsistema (A—AI)x=0, tiene soluciones x no nulas,

donde [ es la matriz identidad del mismo orden que A. Dado que el sistema anterior
siempre posee la solucién trivial x = 0, afirmar que tiene soluciones no nulas (esto es,
vectores propios) equivale a decir que es compatible indeterminado, o bien, a decir que
su matriz de coeficientes no tiene rango maximo, por lo que su determinante ha de ser
nulo:

Ax=Ax, x#0 < det(A—AI)=0.

Lo interesante de esta caracterizacin es que la expresion det(A — A1) es un polinomio
en la variable A (cuyo grado coincide con la dimensién de la matriz A), que se llama
polinomio caracteristico de la matriz A. Por lo tanto, los valores propios de una matriz
son, exactamente, las raices de su polinomio caracteristico. Asi, aunque la matriz A sea
real, sus valores propios pueden ser complejos. En este capitulo, nos centraremos en el

67
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célculo de valores (y vectores) propios reales. A priori, este hecho nos lleva a pensar
que el célculo de valores propios se reduce al célculo de ceros de polinomios, pero en
la practica no es asi, dado que cuando la dimensiéon aumenta, el coste computacional
de calcular determinantes aumenta de manera factorial, por lo que optaremos por otras
técnicas.

Por otro lado, notemos que cualquier combinacién lineal de vectores propios, aso-
ciados a un mismo valor propio A, vuelve a ser vector propio (del mismo valor propio),
de donde se deduce que este conjunto es un subespacio vectorial que llamaremos subes-
pacio propio asociado al valor propio A.

Ejemplo 5.1. Asi por ejemplo,
1 -2
y sus valores propios son A} = —1y A, = —3;

= la matriz ( ) tiene como polinomio caracteristico p(A) = (-2 —1)> — 1

= |os valores propios de una matriz cualquiera triangular (superior o inferior) coinciden
con los elementos de la diagonal de dicha matriz.

Semejanza, diagonalizacion, potencias y exponencial de una matriz. Para con-
cluir esta breve introduccién tedrica, vamos a repasar varios conceptos matematicos li-
gados a los valores y los vectores propios.

Dos matrices A y B se denominan semejantes cuando entre ellas existe una relacién
del tipo A = PBP~! para cierta matriz regular P. En tal caso A y B tendr4n los mismos
valores propios, ya que poseen el mismo polinomio caracteristico. En efecto,

det(A — AI) =det(P(B—AI)P~ ') = det(P) det(B—AI) detl(P) =det(B—AI).
En el caso particular en que A sea semejante a una matriz D diagonal, entonces diremos
que A es diagonalizable y, en esa situacion, es facil verificar que los elementos de la
diagonal de D son los valores propios de A y las columnas de la matriz P son los vectores
propios asociados. Esta semejanza permite calcular facilmente potencias de la matriz A
y su exponencial (ambas operaciones de utilidad en algunas aplicaciones que veremos a
continuacién) ya que

A=PDP ! = Af=pD‘P7! y A =PLPP!,

D

y tanto D como ¢P se calculan de forma trivial (componente a componente sobre su

diagonal).

Origen y aplicaciones. Los valores y vectores propios asociados a matrices aparecen,
y son especialmente relevantes, en un gran nimero de campos de la ciencia contempo-
ranea. Por citar s6lo algunos de ellos, en economia, el modelo input-output de Leontief
conlleva el estudio de la matriz de insumo-producto, relacionada con la oferta y la de-
manda entre sectores productivos. El buen planteamiento de este modelo (que permite
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conocer su evolucién) depende exclusivamente de que A = 1 no sea valor propio de esa
matriz. Ademads, el mayor de sus valores propios (al que llamaremos dominante) determi-
nard la tasa méxima de crecimiento del sistema (véase [11]). Encontramos otro ejemplo
en biologia, en modelos de crecimiento poblacional, donde el valor propio dominan-
te tiene el significado de una tasa de crecimiento, e informa sobre el comportamiento
de la poblacién bajo estudio una vez su crecimiento se ha estabilizado (véase el ejerci-
cio[§5.53). En esta misma linea, las potencias de la matriz, que antes hemos relacionado
con sus valores propios, proporcionan informacién sobre la dindmica del modelo bio-
16gico estudiado y permiten establecer a priori su comportamiento a largo plazo (véase
[10]). En matematicas encontramos, por ejemplo, exponenciales de matrices (que ya he-
mos relacionado con sus valores propios) cuando resolvemos ecuaciones diferenciales
lineales y, en el mismo capitulo anterior, hemos visto como el radio espectral de una
matriz, que se calcula a través de sus valores propios, es determinante a la hora de esta-
blecer métodos adecuados de resolucién de sistemas de ecuaciones lineales (véase [[10]).
En fisica, a traves de las ecuaciones diferenciales que rigen el movimiento de las parti-
culas y sus implementaciones numéricas (que estudiaremos en los capitulos[9] y [I0)), son
casi innumerables los ejemplos en los que los valores propios dan informacién relevante
sobre el modelo estudiado.

Para tener un ejemplo de referencia en lo que sigue, vamos a presentar uno que se
enmarca en esta tltima linea, un problema de valores propios que se obtiene al discretizar
una ecuacion diferencial. El ejemplo es debido a Euler (siglo X VIII).

Ejemplo 5.2 (Columnas de Euler). Al estudiar la deformacién de una columna vertical
al ser sometida a una fuerza de compresion, también vertical, se obtiene la siguiente

ecuacion diferencial:
u"(y) = fuly), yel0,L],
u(0) =0, u(L) =0,

siendo u(y) el desplazamiento horizontal respecto a la posicion original de un punto a
altura y, L la altura de la columna y f un valor negativo directamente proporcional a la
componente vertical de la fuerza que se aplica. La solucién u(y) = 0 corresponde con el
caso en que la columna no se deforma. El problema interesante es buscar los valores de
f (fuerza aplicada) para los cuales si hay una deformacién u # 0, es decir, un problema
de valores propios. En este caso, el valor propio mds interesante es el mas pequefio (en
moédulo), ya que se corresponderd con la minima fuerza necesaria para que la columna
se deforme. Si discretizamos la ecuacién (proceso que desarrollaremos en los capitulos
O]y[10), obtenemos el sistema

X1 X1

1 -2 1 b)) X2
0 1 . .0 ol =Ar (5.1

_2 1 xnfl xn,I

0 0o 1 -2 n Tn
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siendo A = % yXi = u(iﬁ), i=1,...,n. Por lo tanto, tener deformaciones equivale
a tener vectores x no nulos resolviendo este problema, y los valores propios A asociados
se corresponderdn, salvo un factor constante, con la fuerza necesaria para generar esa
deformacidn. Este ejemplo tiene una virtud adicional: los valores propios de la matriz

son conocidos analiticamente,
T .
liZZ(COS(km>*1), lzl,...,l’l7 (52)

lo que nos permitird medir la bondad de los métodos que vamos a emplear.

Algunos teoremas importantes. Resaltamos dos resultados de especial importancia
que son muy féciles de verificar y que proporcionan, sin embargo, una informacién muy
relevante respecto a los valores propios de una matriz. El primero de ellos nos garantiza
que los valores propios sean reales (véase [1, Teorema 2.11] o [9, Teorema 8.1.1]).

Teorema 5.3.
s Hipdtesis: sea A una matriz simétrica (esto es, A = A?).

» Tesis: todos sus valores propios son reales y es diagonalizable, de manera que A =
PDP', siendo P una matriz ortogonal (P~' = P') y D una matriz diagonal con los
valores propios de A en su diagonal.

El segundo resultado permite acotar en el plano complejo C los valores propios
(reales o complejos) de cualquier matriz (véase [9, Teorema 7.2.1] o [15, Teorema 3,
Seccion 5.2]).

Teorema 5.4 (Teorema de los discos de Gerschgorin).
» Hipdtesis: sea A una matriz cuadrada cualquiera con entradas a;j, i,j=1,...,n.

» Tesis: todos sus valores propios estdn en alguno de los discos

D;:={z€C: |z—ay| < r;}, siendo el radio r; := Z|a,-.,~\, i=1,...,n.
J#i

La aplicacién directa de estos resultados a la matriz del ejemplo también nos
asegura que sus valores propios son nimeros reales negativos.

Métodos de calculo. En el ejemplo(5.2]el valor propio interesante era el mas pequefio
aunque, como ya hemos indicado en la introduccion, en muchos casos lo habitual es
que no sea necesario conocer todos los valores propios de una matriz sino sélo el mayor
de ellos (en moédulo), al que llamaremos valor propio dominante. Para este supuesto
emplearemos un método de potencias que permitird estimar Gnicamente este mayor
valor propio y su vector propio asociado. Cabe también remarcar que la misma técnica
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permitird calcular, en dos pasos, el menor valor propio, al que haciamos referencia en
dicho ejemplo. Esto es debido a las siguientes propiedades:

o(al+BA) = {a+PA:Acc(A)} y o(4?)={A2: 1 e o(A)},

por lo que podemos manipular la matriz A adecuadamente para que su valor propio do-
minante sea el que nosotros queremos. Veamos c6mo resolver el ejemplo[5.2}

Ejemplo 5.5. Para el sistema del ejemplo en primer lugar vamos a calcular el valor
propio dominante de A que denotaremos A, Sabiendo que todos los valores propios de
A son negativos, observamos que Aoy < ... < Ayin < 0, de donde:

(A —dpaxd) = {0 < ... < (Amin — Ainax) }

por lo que si ahora calculamos A = Ain — Aonars que es el valor propio domigante de
A — Aaxl, tendremos que el valor propio més pequefio vendrd dado por Ay = A + Auax
(véase el ejercicio|§5.54).

En los casos en los que nos interese conocer todos y cada uno de los valores propios,
podemos emplear un método que usa la semejanza entre matrices como via de aproxi-
macién, el método QR. En este capitulo, nos centraremos exclusivamente en estos dos
métodos de cédlculo de valores propios: el método de las potencias para estimar el valor
propio dominante, y el método QR para estimar todos los valores propios a la vez.

5.1.1. Método de las potencias

Supongamos que A es una matriz real cuadrada de dimension n diagonalizable y que
posee un valor propio dominante A, esto es, sus valores propios verifican la cadena de
desigualdades

Mll > |12| > ... |kn|

En este caso se puede asegurar que A; es real y su subespacio de vectores propios es una
recta. El método se basa en que, en esta situacion, la aplicacién x — Ax tiende a mover
x hacia la direccién marcada por la recta de vectores propios de A;, para casi todo x.
De hecho, es posible probar que si iteramos el proceso, (esto es, Ax, A%x, ..., A¥x) nos
acercaremos cada vez mds a la recta de vectores propios asociados al valor propio A
(véase [13]). En este caso, podemos estimar A;como sigue:

(Avi,ve) Ao ve) A
~ = Al.
Vi, Vi) (Vi Vi)

v = Afx & autovector = Avg ~ Ay =

Este proceso tiene una pega, y es que las componentes de A¥x pueden crecer o decrecer
con k y esto hace que “explote” numéricamente, es decir, que no se puedan represen-
tar dichas cantidades numéricamente. Pero como al normalizar un vector no se cambia
su direccién, si normalizamos el vector A*x obtenido en cada paso, podemos crear un
algoritmo alternativo que evite dicho inconveniente.
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Algoritmo 5.6 (Método de las potencias normalizado).

= Supongamos que A es una matriz real cuadrada de dimensién n diagonalizable con
un valor propio dominante A;.

= Tomamos un vector inicial xy € R” no nulo cualquiera.
* Normalizamos yg = H;ﬁ y redefinimos x; = Ayy.

* Aproximamos A; & (x1,yo) (no hay que dividir por (yo,yo), ya que vale 1.)

* Repetimos estos dos pasos calculando, yi, x;+1 y la correspondiente aproxima-
cidn, hasta que se cumpla algun criterio de parada.

= Al detener el bucle, tendremos las aproximaciones del valor propio A & (xx41,Vk) ¥
de un vector propio asociado v| /= Xz .

Mais adelante, al implementar el método, discutiremos sobre posibles criterios de
parada. En cualquier caso, si existe un valor propio dominante, se puede demostrar la
convergencia descrita para (casi) cualquier vector inicial xo € R” no nulo (véase [28|
Teorema 27.1]).

5.1.2. El método QR

Para los casos en que sea necesario calcular todo el espectro de la matriz A, vamos
a presentar un método basado en la factorizacié QR introducida en la seccién m
El algoritmo consiste en generar una sucesién de matrices Ay, todas semejantes a A, y
que sea convergente a una matriz triangular. Recordamos que las matrices semejantes
tienen los mismos valores propios y que los valores propios de una matriz triangular son
precisamente los nimeros que aparacen en su diagonal.

Algoritmo 5.7 (Método QR para calcular valores propios).
= Supongamos que Ag = A donde A es una matriz real cuadrada de dimensidn 7.
» Factorizamos Ay = QypRp como producto de Qy, ortogonal, y Ry, triangular superior.

e Definimos A = RyQp, que es una matriz semejante a Ay ya que Q6A0 Qo =RpQp.
¢ Factorizamos de nuevo A| = QR;.
* Repetimos el proceso anterior hasta que se cumpla algun criterio de parada.

= Las matrices obtenidas, {A}, son semejantes a A y, bajo ciertas condiciones, tienden

a ser triangulares, por lo que su diagonal contiene los valores propios aproximados
de la matriz original.

Por dltimo, comentamos que se puede demostrar (véase [4, Lema 4.3]) que si los
valores propios de A verifican |A;| > |A2| > ... > |4,]|, entonces el limite de la sucesion
de matrices construida es una matriz T triangular superior (véase el ejercicio[§5.52).

ILa factorizacién QR consiste en descomponer una matriz cuadrada A como producto de una orto-
gonal Q y una triangular superior R.
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De nuevo, cuando implementemos el método, discutiremos sobre posibles criterios
de parada. En cualquier caso, vendran dados por un control sobre “lo que le sobra” a una
matriz para ser triangular superior.

5.2. Implementacion de algunos métodos

Comenzamos esta seccién construyendo la matriz A que nos aparecié en el ejem-
plo[5.2]de la deformacién de una columna vertical. Dicha matriz la vamos a definir (de
tamafio 50 x 50) de dos formas distintas para recordar el uso de diferentes comandos.

> aux = ones(49,1);
> A = (—2)xeye(50)+diag(aux,1l)+diag(aux, —1);
> aux = [—2,1,zeros (1,48)]; A = toeplitz(aux);

Esta matriz nos servird de referencia para verificar los comandos y algoritmos que va-
mos a implementar. Presentamos en primer lugar algunos comandos directos de Octave
relacionados con el célculo de valores y vectores propios. Como siempre, recomendamos
usar help comando para ampliar datos y conocer comandos afines.

5.2.1. Los comandos eig, poly y expm

El principal comando que debemos conocer es eig, que calcula directamente los
autovalores y autovectores de una matriz. Asf,

> eig(R); devuelve (no necesariamente ordenados) los autovalores de A,
> [P,D] = eig(A); matrices P de autovectores y D diagonal con los autovalores.

En el ejemplo [5.2] la matriz A es diagonalizable y podemos verificar la identidad A =
PDP~! calculando la norm;ﬂ de la diferencia PD — AP, que deberia ser cero.

> norm (P*D—A%P)
ans = 4.7988e—15

Como siempre, no podemos esperar un cero absoluto debido a las aproximaciones nu-
méricas realizadas internamente, pero si algo muy cercano a cero, del orden de 10715,

El segundo comando que queremos presentar es poly (A), que permite calcular el
polinomio caracteristico asociado a la matriz A, es decir, el polinomio cuyas raices son
los valores propios de A. En este punto es muy importante destacar que el comando
poly es uno de esos comandos que, como comentamos en el capitulo[I] actda de forma
diferente si se aplica a vectores o a matrices. De hecho, si ejecutamos poly (v), siendo
v un vector, Octave nos devuelve un polinomio cuyas raices son las componentes de v,
por lo que podria ocasionar confusion si pensdsemos que sobre matrices actia columna
a columna.

ZRecordamos que el comando norm (A) calcula la norma matricial inducida por la norma euclidea.
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Ya comentamos en la introduccién del capitulo que, numéricamente, calcular los au-
tovalores a partir del polinomio caracteristico puede no ser una buena idea. Vamos a
ilustrar este hecho con un ejemplo sencillo. Si partimos de la matriz identidad de orden 3
y calculamos por esta via sus valores propios (que son todos iguales a 1), ejecutariamos

> roots (poly (eye(3)))

obteniendo 1.00001+0.000014,1.00001+0.0000114, 0.99999+0.000001, con
un error de 107>, a pesar de ser una matriz tan simple. Si chequeamos el error para nues-
tra matriz de referencia ejecutando roots (poly (A) ), comparando con el resultado
dado por eig (A), observaremos un error mucho mayor (aunque, curiosamente, insig-
nificante en los valores propios mas pequefios, que son los que nos interesan en ese caso).

Por dltimo, presentaremos el comando expm (), que calcula la matriz exponencial
de A, y que puede ser 1til en la resolucion de ecuaciones diferenciales lineales con coefi-
cientes constantes.

Antes de pasar a la implementacion de los métodos descritos en la introduccion del
capitulo, vamos a resolver el ejemplo [5.2] usando los comandos directos de Octave que
acabamos de presentar. Recordamos que se trata de estudiar la fuerza vertical hacia abajo
minima necesaria para deformar una columna vertical de longitud L (que vamos a fijar en
L = 5 metros). Al discretizar la ecuacion diferencial que rige esta deformacion u” = fu
(siendo (—f) la fuerza necesaria por kilo de viga y por metro de viga) usando n = 50,
nos aparece un problema de valores propios Ax = Ax siendo A la matriz de referencia en
esta seccién y A = fL1%/(n+1)? = 0.0096117f. El siguiente script nos da la respuesta
y representa la viga vertical deformada y la fuerza aplicada, lo que nos permite observar
que su maxima deformacion se produce en el centro.

% Definiciones: longitud, numero de nodos interiores y matriz
L =5; n = 50;
v = [—2,1,zeros(1,n—2)]; A = toeplitz(v);

% Calculo de valores propios y localizacidén del menor en |.|
[P,D] = eig(A);
[lambda,posicion] = max(diag(D)); % Valores propios negativos

vector = P(:,posicion);
% Representacidén grafica de la deformacidn

© ® N L R W N =

y = linspace(0,L,n+2);

10 deformacion = [0,vector',0];

11 plot (deformacion,y)

12 texto = sprintf ("fuerza = %f", lambdax* (n+l)"2/L"2);
13 xlabel (texto);

14 axis([—3,3,0,L]);

Este script nos devuelve la grafica mostrada en la figura [5.1] Observamos que hemos
incluido en dicha gréfica el valor de la fuerza necesaria mediante x1abel ("string"),
una opcién que lo coloca como etiqueta para el eje OX. La cadena que muestra se ha
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generado con el comando sprint f, que funciona de manera andloga a fprintf, aun-
que el resultado lo guarda en una cadena de caracteres. El rectingulo donde se hace la
representacion grafica se fija mediante el comando axis.

-3 -2 -1 0 1 2 3
fuerza = -0.394659

Figura 5.1: Deformacién de una viga

5.2.2. Método de las potencias

Vamos a implementar el método de las potencias descrito en el algoritmo 5.6

R R - NV Y N VU )

function [lambda,y] = potencias(A,x,tol,maxiter)

Calcula una aproximacidén del valor propio dominante de A,
matriz cuadrada, mediante el método de potencias a partir

de un vector inicial x (columna) .

maxiter determina el numero maximo de iteraciones del método.
tol es la tolerancia sobre el error relativo entre iteraciones.

o° o° o° o° oo

lambdaviejo = rand();

k = 0;

error = 1000;

while k<=maxiter && error>=tol
y = x/norm(x);
X = Axy;
lambda = y'*x;
error = abs ((lambda—lambdaviejo) ./lambda);
lambdaviejo = lambda;
k = k+1;

endwhile

if k>maxiter
warning ('No converge tras %i iteraciones \n',maxiter);
else
fprintf ('E1l método converge en %i iteraciones \n',k);
endif
endfunction
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El criterio de parada elegido en este codigo es: detener el proceso cuando la dis-
tancia relativa entre dos aproximaciones sucesivas del valor propio dominante (es decir,
|20 — A&=1)] /]A®)|, donde A ) es la k-ésima aproximacicn) sea inferior a la tolerancia
prescrita.

Para completar el ejemplo[5.2] y usando la idea expuesta en el ejemplo[5.5} vamos a
calcular el menor valor propio (en valor absoluto) de la matriz del sistema @ es decir,
la minima fuerza necesaria para que la viga se deforme, usando la funcién potencias
recién definida. Teniendo en cuenta que ya habiamos definido la matriz A al inicio de la
seccion[5.2] los comandos a implementar serian los siguientes:

x = rand(50,1);

barl = potencias (A,x,107(—=10),3000);

bar2 = potencias (A—barlxeye(50),x,10"(—10),3000);
lambda = bar2+barl;

fuerza = —lambdax51"2/5"2;

vV V V V V

lo que nos proporciona una estimacién del menor valor propio lambda = —0.003793
y de la fuerza minima necesaria fuerza = 0.39466 bastante similar a la obtenida
usando eig en el script anterior: f = 0.39467N/(kgm). Ademds, usando los valores
analiticos de los valores propios, y tomando k = 1 en (5.2)), obtenemos el menor de ellos
(en valor absoluto), de modo que ejecutando

> 2% (cos (pi/51)—1)
ans = —0.0037933

confirmamos que nuestro algoritmo funciona bastante bien.

5.2.3. Método QR

Por dltimo, vamos a implementar el método QR descrito en la introduccién. En cada
paso utilizaremos el comando propio de Octave gr (A) para calcular la descomposicion
QR de una matriz, que ya fue comentado en el capitulo 3]

function d = grvp(A,tol,maxiter)

Esta funcién calcula una aproximacién de los valores propios
de una matriz cuadrada A mediante el método QR.

nmax determina el numero maximo de iteraciones a realizar.
tol es una tolerancia sobre lo que le sobra a las matrices

o o° o° o

o\

para ser triangulares.

= A;

= 0;

while k<=maxiter && norm(tril (T,—1),inf)>=tol
[Q,R] = qr(T);

T = R*xQ;

[

© X N U R W o =
~

S
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k = k+1;
endwhile
if k>maxiter
warning ('No converge tras %i iteraciones \n',maxiter);
else
fprintf ('El método converge en %i iteraciones \n',6k);
endif
d = diag(T);
end

Observamos en las linea 9 del cédigo el criterio de parada establecido: ademads de

usual tope en el nimero de iteraciones a realizar, el algoritmo se detendrd cuando la
norma matricial de su parte inferior sea mas pequefia que una tolerancia prefijada, puesto
que las matrices obtenidas convergen a una triangular superior.

Asi, por ejemplo, podemos comprobar que dicho algoritmo, aplicado a la matriz A

del ejemplo [5.2] converge a una matriz triangular semejante, salvo tolerancias del orden
de 1079, tras 3522 iteraciones mediante el comando

> gqrvp (A, 10~ (—6),10000)

En este caso particular, se puede comprobar que los valores de esta matriz diagonal son
una aproximacion de los valores propios de A con un error menor que 10710,






Capitulo 6

Interpolacion

6.1. Fundamentos tedricos

En este capitulo pretendemos abordar el problema de interpolaciéon mas simple, que
no obstante posee multiples aplicaciones, algunas de las cuales iremos viendo a lo largo
de los siguientes capitulos. En general, consiste en encontrar una funcién regular muy
simple, por ejemplo un polinomio, que pueda ser utilizada para diversos fines (evaluar,
integrar, derivar, ...) y cuyos valores en ciertos puntos vengan prescritos de antemano por
el problema bajo resolucién. Ilustramos esta idea con un ejemplo.

Ejemplo 6.1. En la tabla de la distribucion normal tipificada N(g 1) encontramos los si-
guientes valores:

x || 050 | 051 | 052 | 053 | 054
No.1)(x) || 0.69146 | 0.69497 | 0.69847 | 0.70194 | 0.70540

6.1)

Si necesitdsemos el valor de dicha normal en x = 0.513, ;qué podriamos hacer? Quizas
la opcién mds sencilla serfa calcular la recta y(x) = ax+ b que pasa por los puntos mds
cercanos al nuestro (es decir, (0.51,0.69497) y (0.52,0.69847)), y tomar y(0.513) como
una aproximacion del valor buscado. Otra via, algo mas complicada, seria buscar otra
funcién sencilla f(x), que satisfaga las cinco condiciones sobre los valores dados, y to-
mar f(0.513) como una aproximacién del valor buscado. Cualquiera que sea la opcién
elegida, estamos ante un problema de interpolacion de datos.

En general, la interpolacién de “datos” consiste en el siguiente proceso.

1. Consideramos una serie de datos obtenidos a partir de un experimento, a partir de la
evaluacién de una cierta funcién (no conocida completamente o dificil de evaluar), o
de cualquier otra forma.

2. Construimos una funcién “simple” que satisfaga exactamente los datos considerados.

79
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3. A la funcién construida la llamaremos funcion interpoladora (o interpolante) y la
consideraremos como la funcién “real” asociada al experimento o a la funcién que
desconociamos.

Vamos a formalizar y concretar esta idea.

6.1.1. Problema general de interpolacion de datos lagrangianos

Consideremos (n+ 1) datos lagrangianos, esto es, (n+ 1) datos de la forma {(xo, yo),
(X1,%1),- -+, (Xn,¥n) }, con x; # x; si i # j. El problema general de interpolacion consiste
en hallar una funcién interpoladora f(x) tal que f(x;) = y;, para todo 0 < i < n.

Es deseable que la funcién interpoladora cumpla una serie de caracteristicas tales
como ser facil de hallar, facil de evaluar, “suave” (es decir, suficientemente derivable),
etc. Segtin la familia de funciones que usemos, tenemos distintos tipos de interpolacion.

= Polinomial: se buscan polinomios (el caso mas simple y usual).

= Trigonométrica: se buscan combinaciones de senos y cosenos (para el caso de datos
oscilantes y/o periédicos).

= Por splines: se buscan funciones polindmicas a trozos (cuando hay “muchos” nodos).

Interpolacion polinomial para datos lagrangianos

A partir de ahora, denotaremos por I, [x] el espacio vectorial de los polinomios, en
una variable, de grado menor o igual que n. Consideramos los (n+ 1) datos lagrangianos
de la siguiente tabla,

%i || xo | , con x; #xj si i # Jj, (6.2)

‘ \xn
Vi yo\ -

y queremos hallar un polinomio p(x) € P,[x] tal que p(x;) = y; para todo 0 < i < n.
Destacamos en este punto que p(x) no tiene que ser de grado exacto n, ya que en
[P, [x] también estdn los polinomios de grado inferior. Antes de resolver este problema,
necesitamos saber si hay solucidn y, en caso de existir, si es Unica.

X1
Y1

Teorema 6.2.

» Hipdtesis: sean los (n+ 1) datos lagrangianos dados en la tabla (6.2))

n Tesis: existe un vinico polinomio p(x) € Py[x| tal que p(x;) =y;i, 0 <i< n.
Demostracion. Incluimos la demostracion de este resultado porque es simple y, sobre
todo, porque es de tipo constructivo, esto es, proporciona un camino para encontrar p(x).

» Llamamos p(x) = a,x" +a,_1 X' +... 4 a; x +ag al polinomio cuyos coeficientes
debemos determinar.
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= Imponiendo que p(x) pase por los (n+ 1) datos dados (p(x;) = y;), obtenemos el si-
guiente sistema de (n+ 1) ecuaciones con (n+ 1) incégnitas, que son los coeficientes
del polinomio p(x),

anX} ~+ Gn—1 xg_l + .. + aixo + a = Yo
anx] + an,lx'llfl + .+ aixi + a = y

) (6.3)
anX, + ap—i xZ_l + .. + aixy, + ag = W

» La matriz de coeficientes asociada al sistema es una matriz de Vandermonde
en los nodos {xo,x,...,%,}, cuyo determinante se sabe que es no nulo si, y sélo si,
los nodos son distintos dos a dos (que es, justamente, nuestro caso).

= Concluimos que el sistema (6.3) tiene solucion tnica y, por tanto, existe un inico
polinomio p(x) que es solucién del problema de interpolacién propuesto. O

Veamos a continuacién varios métodos que nos permitirdn calcular p(x).

Método de los coeficientes indeterminados. Consiste en aplicar directamente la de-
mostracién que acabamos de ver, de forma que lo tnico que debemos hacer es resolver
el sistema (6.3). Vamos a aplicarlo a un ejemplo concreto.

Ejemplo 6.3. Queremos calcular el polinomio p(x) = aox® +ajx +ag tal que interpole
los datos {(1,0), (2,3), (3,9)}. El sistema que debemos resolver es

a + a + a = 0
4ay 4+ 2a; + ap = 3
9a + 3a1 + ag = 9

Ya sabemos, por lo visto en la demostracién del teorema, que el sistema es compatible
determinado (de hecho, el determinante de la matriz de coeficientes es (—2)), y la solu-

ciénes a, = %, a; = —%, ap = 0. Por tanto, el polinomio buscado es p(x) = %xz - %x.

Método de Lagrange. La idea de este método es la construccién de una base “ade-
cuada” del espacio vectorial P,[x], a la que llamaremos base de Lagrange.

En concreto, para los datos de la tabla (6.2), la base de Lagrange es el conjunto de
polinomios {/y(x), £1(x), ..., £y(x)}, dados por

(x—ax0) - (=X ) (X = X1 ) -+ (r =)

, 0<i<n.
(x;i —x0) -+ (0 = Xi—1) (X — Xip1) -+ (Xi — x)

li(x) =

La particularidad que caracteriza a estos estos polinomios es que cada ¢;(x) es un po-
linomio de grado n que vale 1 en x; y O en los demds nodos. Por ello, la solucién del
problema de interpolacién (es decir, el dnico polinomio p(x) que interpola los datos de
la tabla (6.2))) viene ahora dada por la expresion

p(x) =yolo(x) +y1 1 (x)+ ...+ ynln(x).
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Ejemplo 6.4. Para los datos del ejemplo la base de Lagrange es

_ =2)-3) _ G=D=3) _ G=D-2)
b =13 “W=gne-3 "“W=Gone

Por tanto, el polinomio interpolador es
(x=2)(x—3) (x—=1)(x—3) x—1Dx-2) 3, 3

p(x)=0- (1—2)(1-3) MEE 2-1D2-3) " (B-1)(3-2) 2 2

Observamos que, como no podria ser de otro modo, este polinomio es el mismo que ob-
tenfamos en la resolucién del ejemplo por el método de los coeficientes indeterminados.

Método de Newton. En este caso la idea es construir recursivamente el polinomio
interpolador, es decir, construir el polinomio conforme vamos obteniendo los datos. Vea-
mos primero el proceso sobre un ejemplo sencillo para entender la forma en la que se va
construyendo el polinomio.

Ejemplo 6.5. De nuevo, para los datos del ejemplo[6.3] construimos el polinomio inter-
polador, pero en tantos pasos como datos tenemos. En este caso se realizardn tres pasos.

= Polinomio (de grado 0) que interpola al primer dato, (1,0): po(x) = 0.

= Polinomio de la forma p;(x) = po(x) + o1 (x — 1) que interpola los dos primeros
datos, (1,0) y (2,3):
* Por su forma, interpola al primer dato: p;(1) = 0.
* Para el dato adicional: p;(2) =3 = a; =3y pi;(x) =3(x—1).
= Polinomio de la forma p(x) = p1(x)+ 0 (x—1)(x—2) que interpola todos los datos:
* Por su forma, interpola los dos datos anteriores: py(1) =0y p2(2) = 3.
« Parael dato adicional: p>(3) =9 = 0b =3 y pa(x) = 3 (x— 1) (x—2) +3(x—1).
Si simplificamos el tltimo polinomio calculado, obtenemos p»(x) = %xz — %x que, por
supuesto, coincide con el obtenido mediante los métodos expuestos en los dos ejemplos
anteriores.

Ahora enunciamos el resultado general que nos proporcionara el método de Newton
para calcular el polinomio que interpola un conjunto de datos del tipo (6.2).
Teorema 6.6.
= Hipotesis:
* Sean los (k+ 1) primeros datos lagrangianos {(xo,y0), (x1,91);-- -, (X, Yk) }, con
k > 0, del problema general (6.2).
o Sea, parak = 1, pr_1(x) € Pr_1[x] el polinomio interpolador de los k primeros
datos, {(x0,50), (x1,51),-- -, (Xk—1,y%-1) }-
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» Tesis: el polinomio py(x) € Py[x] interpolador de {(xo,y0), (x1,¥1),--., (X, yk) } es
Pi(x) = pri1(x) + Qi (x —x0) (x —x1) -+ (x = x5-1),
donde el coeficiente oy viene determinado por

)’k—Pk—l(xk)
(0 —x0) (o —x1) -+ (% —xp—1)

oy =
Del teorema anterior deducimos que el polinomio que interpola todos los datos de la

tabla es

p(x) = pa(x) = 0 + a1 (x —x0) + o (x —x0)(x —x1) + ...

6.4
+ oy (x—x0)(x—x1) - (X —x4-1), ©4

cuyos coeficientes ¢y se obtienen de forma recursiva segtn el esquema

ot =yo: O = e = pu1(38) <k<n
(X —x0) (xk —x1) -+ (o0 — Xg—1)
Para terminar este apartado, indicar que al conjunto de polinomios {1, (x — xo),
(x —x0)(x —x1),...,(x —x0)(x —x1) -+ (x — x,—1)} normalmente se le denomina base
de Newton de P, [x] asociada a los nodos {xg, - ,x,—1}.

Diferencias divididas. Seria interesante, cuando interpolamos siguiendo la idea de
Newton, poder calcular facil y rdpidamente los coeficientes ¢; del polinomio interpola-
dor. Para ello, vamos a introducir una nueva notacién, considerando que los datos lagran-
gianos de la tabla (6.2) vienen dados a partir de una funcién, es decir, son de la forma
yi = f(x;), y se trata de buscar el polinomio interpolador p(x) dado por (6.4). A partir de
lo dicho, tenemos la siguiente definicién.

Definicién 6.7. Llamamos diferencia dividida de orden k (de f en los nodos {xo, ... ,x})
al coeficiente oy definido en el teorema[6.6] y la denotamos por

o = flxo,x1,..., %), 0<k<n.

Con esta notacion, la expresion del polinomio interpolador en la forma de Newton

viene dada por

p(x) = flxo] + flxo,x1](x—x0) + flxo,x1,%2] (x —x0) (x —x1) + ...
(6.5)

+ flxo,x1,- -y x0) (x—x0) (x —x1) -+ (X — Xp—1)-

La utilidad de esta notacién la veremos tras el siguiente resultado, en el cual se
enuncian ciertas propiedades de las diferencias divididas que nos permitirdn calcularlas
de forma fécil y rdpida (véase [7, §2.6]).
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Teorema 6.8.
= Hipotesis:
e Parak >0, sea {(xo,f(x0)), (x1,f(x1)),- -, (xk, f(xx))} un conjunto con (k+1)
datos lagrangianos.
o Sean flx;] = f(x;), 0 < i<k, las diferencias divididas de orden cero.
= Tesis:

* Para k > 1, la diferencia dividida de orden k viene dada por la expresion

Flxt,x, - x] — flxo, %15+, Xk—1]
X0, X1 5.+, Xk = . 6.6
f[ 0,41, 5 k] X — X0 ( )
o flxo0,x1,-..,xt] no depende del orden en que escribamos sus argumentos.

Gracias a la férmula recurrente dada en (6.6)), podemos calcular las diferencias divi-
didas que necesitamos construyendo la siguiente tabla de izquierda a derecha.

xo | fTxo]  fTxo,xi] flxo,x1,x2] o flxo,xn, x|
xi flal o Sl :

x2 fx] : Flon—2,%0-1,%n]

: D a1,

Xn f ]

De esta forma, los coeficientes del polinomio interpolador (6.5)) los encontramos en la
primera fila de la tabla anterior.

Ejemplo 6.9. Para los datos del ejemplo[6.3] la tabla de diferencias divididas correspon-
diente es la siguiente.

W
(==}

6-3

3-1

3
- 2

3
6

o

w

o w o
i
I

1
2
3
De donde, de nuevo, obtenemos p(x) =0+3(x— 1)+ %(x —1x-2)= %xz - %x.

Ejemplo 6.10. En este otro ejemplo, vamos a considerar los datos {(0,1), (1,0), (2,3),
(3,9)}, con los que obtenemos la siguiente tabla de diferencias divididas.

—~

5 3
3-0 _ 63 _ 3 3772 1
10 5==3 3172 0-1 — 6
9-3 36 _ 5
T o DBy T
39 0353
0 1

Por consiguiente, el polinomio que interpola los datos dados es p(x) =0+3(x—1)+
%(xf x—2)— %(xf Dx—2)(x—3) = 7%)(3 + %xz - %er 1.
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Debemos observar que, en este ejemplo, ha bastado con afadir un nuevo nodo a los
datos del ejemplo lo que implica una nueva fila y un término mads en cada fila de
la tabla de diferencias divididas de dicho ejemplo. Ademads, también observamos que
los nodos (colocados en la primera columna) no tienen por qué estar necesariamente
ordenados.

Vistos estos dos ejemplos, debemos hacer notar que, en general, no es recomendable
simplificar la expresion del polinomio para escribirlo en términos de la base cldsica de
monomios, pues la evaluacién del polinomio usando el algoritmo de Horner-Ruffini,
cuando este estd expresado en la base de Newton, es muy eficiente.

Comparacion de los métodos. Si empleamos el método de coeficientes indetermina-
dos, hallar la expresion del polinomio interpolador involucra la resolucién de un sistema
y, por tanto, necesitaremos realizar bastante cdlculos. Ademas, el sistema cambia cada
vez que se modifican los datos. Sin embargo, al tener los coeficientes del polinomio en la
base usual, es facil de evaluar pues podemos aplicar el algoritmo de Horner-Ruffini (véa-
se [15]] y el ejercicio [§I.TT). Dicho algoritmo es el que utiliza internamente el comando
polyval.

En segundo lugar, usando la idea de Lagrange no necesitamos ningin célculo para
dar la expresion del polinomio interpolador y, ademads, dicha expresion varia poco si s6lo
cambian las ordenadas y; de los datos. Sin embargo, la evaluacién del polinomio exige
muchos cdlculos y la base debe ser modificada cada vez que cambien las abscisas x; de
los datos o cuando se afiadan nuevos datos. Debemos tener también en cuenta que esta
manera de proceder es inestable computacionalmente.

Por dltimo, mediante Newton necesitamos elaborar la tabla de diferencias divididas
para dar la expresion del polinomio interpolador, lo cual implica un volumen intermedio
de célculos. Ademas, si se afiaden nuevos datos, se puede aprovechar la tabla ya realiza-
da. Por otra parte, por la manera de construir el polinomio, el algoritmo de Horner-Ruffini
correspondiente a la base de Newton asociada al problema permite una ficil y eficiente
evaluacion del polinomio (véase [13]).

6.1.2. Interpolacion polinomial para datos de tipo Hermite

Decimos que los datos de un problema de interpolacién son de tipo Hermite cuando,
ademads de los valores de la funcién en los nodos, aparecen valores en las derivadas
sucesivas. En particular, hablamos del problema de interpolacion de Hermite clasico
cuando conocemos el valor de la funcién y de la primera derivada en todos los nodos, es
decir, los datos son del tipo,

5 lsoln|.|s
W=f0a) || 38|30 | |28 con xiFxj siiF). ©.7)
yi=rx) || v | ¥ Va
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Otro caso particular es el de interpolacion tipo Taylor, en el que tenemos los valores
de la funcién y sus sucesivas derivadas en un tinico nodo x,

nodo: xo || f(x0) | f'(x0) | o | £ (x0)

. 0 1
valores: ” Yo Yo Yo

(6.8)

El siguiente resultado nos garantiza la existencia de un tnico polinomio interpolador
para este tipo de datos.

Teorema 6.11.

» Hipdtesis: sean (N + 1) datos de tipo Hermite de forma que, si aparece la derivada j-
ésima en un nodo, entonces también aparecen todas las derivadas de orden inferior
en dicho nodo.

w Tesis: existe un tinico polinomio p(x), de grado menor o igual que N, que interpola
los datos de Hermite dados.

En particular, el problema de Hermite cldsico con (n+1) nodos, que tiene (2n+2)
datos, es unisolvente en P2, 1[x], y el problema de interpolacion de tipo Taylor (6.8) con
n derivadas, que tiene (n+ 1) datos, es unisolvente en Py|[x].

Para resolver estos problemas de interpolacién que involucran derivadas, la opcion
mds simple es generalizar la idea de Newton. Para ello necesitamos extender el con-
cepto de diferencia dividida. Gracias a la férmula recurrente (6.6) podemos “intuir” lo
siguiente:

F(ro) = tim LEVZS00) gy Sl ZI0L 68 15y g 14 2 f1x,30),
X1—=X0 X1 — X0 X1—X0 X1 —Xo X1 —XQ

lo que permitiria relacionar las derivadas con las diferencias divididas, pero con argu-
mentos repetidos. En realidad, podemos hacer la siguiente definicién, de modo que el
teorema [6.8]siga siendo vélido atn cuando se repita algin nodo (véase [[7, §2.7]).

Definicion 6.12 (Diferencias divididas con argumentos repetidos). Sea f una funcién
k veces derivable en x(, entonces

k+1 veces f(k) (X())
f[XQ,X(), N ,XQ] = T

Por lo tanto, podremos construir una tabla de diferencias divididas también para
datos de tipo Hermite. En este caso, los nodos repetidos deberdn colocarse en la primera
columna de forma consecutiva, de modo que en las primeras columnas de la tabla se
usard esta definicidn cuando aparezcan todos los nodos repetidos, y la férmula (6.6) en
los demds casos. Vedmoslo en un ejemplo.
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Ejemplo 6.13. Supongamos que queremos interpolar los datos

fQ2)=1; f(2)=3; f(3) =3; f'(3) =2: f(4) =6.

La tabla de diferencias divididas es

1
21 f@=3 F=-1 SG=1 45 =4
21 E=2 Hs0 =y
33 f(3)=2 232=1
33 &3=3
46

y, por tanto, el polinomio interpolador en términos de la base de Newton correspondiente
serd p(x) = 1+3(x—2) — (x—2)>+ (x —2)?(x = 3) — + (x—2)*(x— 3)2.

Como vemos en el anterior ejemplo, cuando resolvemos un problema de interpola-
cioén con datos de tipo Hermite siguiendo la idea de Newton, al construir la base, cada
abscisa aparece tantas veces como valores (de la funcién y sus derivadas) se den en ella.

6.1.3. Error en la interpolacion polinomial

Consideremos un problema de interpolacién para (N + 1) datos, que pueden ser de
tipo lagrangiano o de tipo Hermite, correspondientes a cierta funcién f(x).

Teorema 6.14 (Véase [[7]).
= Hipotesis:
* Sea f(x) una funcion con derivada de orden (N + 1) continua en |a,b);

* Sea p(x) € Pylx] el polinomio interpolador (en (N + 1) datos dados);
* Seax* € [a,b).

n Tesis: el error cometido al aproximar f(x*) por p(x*) viene dado por

B f(N+1)(€) N

X)) —px") = X —xz), 6.9
760 =pe) = S T =) (69)
donde xo,x1,...,xy son los nodos de interpolacion (que podrian estar repetidos si

hay datos sobre las derivadas) y & €]a,b] es algiin punto que depende de x*.

Debemos observar que, si tenemos datos lagrangianos, entonces los nodos serdn dis-
tintos entre si, mientras que si son datos de tipo Hermite, entonces apareceran nodos

repetidos en (6.9). Por otra parte, como £ no es facil de determinar, se suele usar la
acotacion

M ﬁ|x*—xk|, dondeM:méx{‘f(NH)(x)‘}. (6.10)

f(x) = p(x*)| < (N+1)! 2 x€la,b]
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A partir de las expresiones 0 (6.10), podemos sospechar que el error serd mayor
cuanto mayor sea el intervalo [a,b]. Por otra parte, es frecuente que los polinomios de
interpolacién ajusten bien en el centro del intervalo y mal en los extremos. Ademas, au-
mentar el nimero de nodos no garantiza una mejor “aproximacién” mediante polinomios
de interpolacién. En este sentido, Carl Runge demostré en 1900 que, si interpolamos la
funcién f(x) = 5 Jixz en el intervalo [—5, 5] tomando nodos equiespaciados, entonces la
sucesién de polinomios p,(x) € P, [x] no converge a f(x) si |x| > 3.6 (véase[93). Pudiera
parecer que este resultado contradice a Karl Weierstrass, quien en 1885 probd que, si
f :]a,b] — R es una funcién continua y € > 0, entonces existe un polinomio g(x) tal que
|f(x) —gq(x)| < €, Vx € [a,b] (con palabras: una funcién continua se puede aproximar, en
un intervalo cerrado y acotado, tanto como deseemos por un polinomio). Sin embargo,
no existe tal contradiccion. Lo que ocurre es que, si queremos interpolar y aproximar
bien una funcién de manera simultanea, entonces debemos tomar los nodos “adecua-
damente”, y lo que el fenémeno de Runge dice es, precisamente, que hacerlo de modo
equiespaciado no es lo més apropiado.

6.1.4. Funciones polinémicas a trozos: splines

Para paliar el problema de la interpolacién cuando hay muchos nodos, recurriremos
al uso de funciones polinémicas a trozos o, como se les denomina usualmente, funcio-
nes spline. La idea de la interpolacién por funciones spline es “pegar” adecuadamente
polinomios, esto es,

= usamos polinomios de grado bajo para interpolar pequefios grupos de datos (interpo-
lacion a trozos),

= e imponemos, si es necesario, condiciones adicionales (valores de la funcién o sus
derivadas en los nodos ya existentes o en nodos auxiliares).

En lo que sigue, consideraremos los (n+ 1) datos lagrangianos de la tabla (6.2)) que
consideramos ordenados de modo que a = xp < x] < ... < X, = b, y definiremos las di-
ferentes familias de funciones spline que usaremos para buscar la funcién interpoladora.

Spline lineal. Un spline lineal (de clase cero) es una funcién continua formada por
trozos de rectas (polinomios de grado menor o igual que uno en cada intervalo [x;—1,x;],
con 1 < i < n). El spline lineal es la funcién interpoladora s(x) dada por

Yi— Vi1 .

s(x) = {yi_1 + T (x—xil1), VX € [xio,x], 1<i<n
Xi — Xi—1

Como vemos, hay una tnica forma de calcular dicho spline lineal, y no hay que afiadir

condiciones adicionales; esta unisolvencia es debida a que el espacio vectorial de los

splines lineales sobre (n+ 1) nodos tiene precisamente dimensién igual a (n+ 1).
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Spline cuadratico. Un spline cuadrético de clase uno es una funcién que estd for-
mada por trozos de pardbolas (un polinomio de grado menor o igual que dos en cada
subintervalo [x;_1,x;], para 1 < i < n) y que admite derivada primera continua.

En este caso, la dimension del espacio vectorial de los splines cuadraticos de clase
uno sobre (n+ 1) nodos es igual a (n+ 2). Por tanto, hay que afiadir una condicién
adicional. Esa condicién adicional puede ser, por ejemplo, el valor de la derivada en uno
de los nodos o el valor de la funcién en un nodo auxiliar.

Spline cibico de clase dos. Un spline ctibico de clase dos es una funcién formada por
trozos de cubicas (un polinomio de grado menor o igual que tres en cada subintervalo
[xi—1,xi], para 1 <i< n)y que admite derivada segunda continua.

Ahora, la dimensién del espacio vectorial de los splines ctubicos de clase dos sobre
(n+ 1) nodos es igual a (n+ 3). Por tanto, en este caso hay que afiadir dos condiciones
adicionales. Segun qué condiciones adicionales se impongan, los tipos de splines cibicos
mds habituales son

= natural: si imponemos derivada segunda nulaen x =ay en x = b;

= periddico: cuando imponemos que las derivadas primera y segunda coincidan en
x =ay enx=b (se suele usar cuando los datos son periddicos, es decir, yo = y,);

= sujeto: cuando prefijamos los valores de la primera derivadaen x =a y en x = b.

En ocasiones se usa el spline ciibico de clase uno, cuyo espacio vectorial tiene di-
mensién (2n + 2). Este tipo de spline estd asociado, en general, al problema de inter-
polacién de Hermite clésico en el que, para (n+ 1) nodos, tenemos exactamente
(2n+2) datos. Por tanto, no hay que afiadir ninguna condicién adicional en este caso.

6.2. Implementacion de algunos métodos

En este capitulo nos centraremos en el problema general de interpolacién para datos
lagrangianos.

6.2.1. Interpolacion polinomial

En esta seccién vamos a ver diferentes modos de resolver el problema asociado a los

datos del ejemplo|[6.1]

Método de los coeficientes indeterminados (sistema de Vandermonde)

Si escribimos el polinomio interpolador, que serd de grado menor o igual que 4,
en la forma p(x) = asx* + a3 + ax x> +ajx+ag, e imponemos las condiciones de
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interpolacién, tenemos que sus coeficientes se corresponden con la solucién del sistema

0.50* 0.50° 0.50> 0.50 1\ /a4 0.69146
0.51* 0.513 0512 051 1] | a3 0.69497
0.52* 0.523 0522 052 1| |ax | =0.69847
0.53* 0.53° 0.532 053 1 ai 0.70194
0.54* 0.54° 0542 054 1/ \ag 0.70540

Para encontrar la solucién de este sistema podemos emplear directamente los coman-
dos que ya vienen implementados en Octave. La resolucién del sistema se muestra en la
siguiente secuencia de comandos.

>x = [0.50,0.51,0.52,0.53,0.54];

>y = [0.69146,0.69497,0.69847,0.70194,0.70540];

> A x'"."[4:—1:0];

>p = (A\y")"';

> polyout (p, "'x")

166.67+*x"4 — 346.67+xx"3 + 270.23*x"2 — 93.217+x"1 + 12.658

Observamos como se aprovecha la forma vectorizada de la operacién potencia (. *) para
calcular la matriz de coeficientes. Recordamos ademas que la matriz de coeficientes del

0.71

0.705

0.7

0.695

9

0.69
0.5 0.51 0.52 0.53 0.54

Figura 6.1: Resultado de la interpolacién de los datos de la tabla (6.1)).

sistema anterior es una matriz de Vandermonde, por lo que el comando directo de Octave,
vander (%, length (x) ), también nos proporcionaria la matriz de coeficientes. En la
figura[6.1 vemos representados los puntos que hemos interpolado junto con el polinomio
interpolador en el intervalo [0.50,0.54]. Dicha grafica se ha obtenido ejecutando los co-
mandos

>z = 0.50:0.002:0.54;
> pz = polyval(p,z);
> plot(z,pz,'r',x,y,"'.*b")
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Calculo de las diferencias divididas

Si usamos una base de Newton de P4 [x] para los datos de la tabla (6.1), el polinomio
interpolador viene dado por una expresién como en (6.3)), es decir

p(x) = £]0.50] + £]0.50,0.51](x — 0.50)
+ £]0.50,0.51,0.52] (x — 0.50) (x — 0.51)
+ £]0.50,0.51,0.52,0.53](x — 0.50) (x — 0.51) (x — 0.52)
+ £]0.50,0.51,0.52,0.53,0.54] (x — 0.50) (x — 0.51) (x — 0.52) (x — 0.53),

6.11)

donde los coeficientes f[] son las diferencias divididas correspondientes.

En el siguiente cddigo mostramos como obtener las diferencias divididas y, adema4s,
manipular la expresion (6.11)) para devolver el polinomio interpolador en forma de vector,
siguiendo la sintaxis usual de Octave para manejar polinomios (linea 11).

function p = difdiv(x,vy)

% Columna con diferencias divididas de orden k
(d(2:end)—d(l:end—1)) ./ (x(k+l:end)—x(l:end—k));
10 % Polinomio que interpola los k+l primeros datos.

11 P [0,p]l+d (1) *poly(x(1l:k));

12 endfor

13 endfunction

1

2 % Esta funcidn calcula el polinomio interpolador p mediante
3 % diferencias divididas para datos lagragianos.

4 n = length(y)—1; % n+l es el numero de nodos

5 d=vy; % Columna con diferencias divididas de orden O
6 p = d(l); % Polinomio que interpola en el primer nodo

7 for k = 1l:n

8

9

Q.
Il

Observemos que el comando “+” funciona en Octave solo con vectores de la misma
longitud. Por este motivo, para sumar polinomios de grado distinto, en la linea 11 hemos
afladido un cero a la representacidon vectorial de un cierto polinomio (véase el ejerci-
cio §T.13). La funcién difdiv se puede adaptar para realizar interpolacién con datos
tipo Hermite (véase el ejercicio[§6.59).

Para los datos de la tabla (6.1]), obtenemos el resultado de la siguiente forma.

> p = difdiv(x,V);
> polyout (p, 'x")
166.67+xx"4 — 346.67+x"3 + 270.23*x"2 — 93.217+x"1 + 12.658
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El comando polyfit

Para calcular el polinomio de grado menor o igual que n que interpola unos datos de
tipo lagrangiano también podemos usar el comando polyfit. Para aplicarlo a nuestro
ejemplo, solo tenemos que ejecutar

> p = polyfit(x,y,4);

y obtenemos exactamente la misma respuesta.

Debemos tener en cuenta que, como veremos en el capitulo[/] el comando polyfit
en realidad proporciona el polinomio (del grado que se especifique en su tercer argu-
mento) que mejor aproxima unos datos en el sentido de los minimos cuadrados. Por este
motivo, polyfit no es valido para otros tipos de interpolacién (Hermite, splines, etc.).
No obstante, como podemos ver en [5, Interpolation] existen otros comandos directos
para estos casos.

Limitaciones de la interpolacion polinomial en la aproximacion de funciones

Vamos a visualizar el fenémeno de Runge, que ya hemos comentado anteriormente
en la seccion[6.1.3] para comprobar que la interpolacién con polinomios no siempre nos
proporcionara los resultados deseados. Para comprender el script que ejecutaremos mas
adelante, comenzamos calculando el polinomio que interpola la funcién f(x) = lﬂﬁ
en cuatro nodos equidistantes del intervalo [—1,1].

> x = linspace(—1,1,4); v = 1./ (1+25%xx.72);
> p

polyfit (x,vy,3);

Figura 6.2: Interpolacion de la funcién de Runge en 4 nodos equiespaciados.
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Ahora representamos la funcién de Runge f(x) y el polinomio interpolador p(x) para
comparar ambas graficas. El resultado obtenido puede verse en la figura[6.2]

> z = linspace(—1,1,100);
> pz polyval(p,z);
> plot(z,1./(1+25%z.72),'b',z,pz, ":r")

Ya estamos preparados para observar el conocido como fenémeno de Runge, esto es,
vamos a ver que, aunque tengamos un mayor nimero de nodos, no siempre consegui-
remos una mejora en el resultado de la interpolacién. Muy al contrario, veremos que el
error crece ilimitadamente. Para ello usaremos el siguiente script.

% Funcién de Runge
f = Q(x) 1./(1+25*x.72);
% Funcidén que evalta el polinomio interpolador de grado n.
function v = pz(z,n)
x = linspace(—1,1,n+l); % n+l nodos equiespaciados
y = 1./ (1+25%x.72);
p = polyfit(x,y,n);
v = polyval(p,z);
endfunction
z = linspace(—1,1,100);
plot(z,f(z),'g',z,pz(z,8),'—Db',z,pz(z,14),"'—.r")
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Figura 6.3: Fenémeno de Runge

Vemos la salida correspondiente en la figura[6.3] donde observamos las gréficas de
f(x), del polinomio interpolador de grado 8 y del polinomio interpolador de grado 14.
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Como podemos comprobar, la diferencia entre el valor de la funcién y sus polinomios
interpoladores se va haciendo muy grande en algunos puntos cercanos a los extremos
del intervalo. Esta situacién se puede mejorar usando aproximacion en vez de interpola-
cién, empleando nodos adecuados que no estén equiespaciados o mediante interpolacion
spline.

6.2.2. Interpolacion spline

A continuacién vamos a ver como programar la resolucién de algunos problemas de
interpolacién spline en dimensién uno con Octave. Aunque existen comandos predefini-
dos para hacer esta labor, y que se pueden consultar en [S, Polynomial Manipulations.
Polynomial interpolation], nosotros construiremos nuestras propias funciones y scripts.

Como ya hemos comentado, una funcién spline no es mas que una funcién a trozos
constituida por polinomios de cierto grado maximo prefijado, y de forma que, global-
mente, la funcidn tenga cierta regularidad.

Para visualizar un primer ejemplo de este tipo de funciones no tenemos mas que in-
vocar al comando plot. Dicho comando nos proporciona, justamente, la representacion
de un spline lineal que pasa por los puntos indicados. Asi, si ejecutamos

> x linspace(—1,1,9);
>y 1./ (1425%x.72);
> plot(x,y,".*xb",x,vy,"'c");

obtenemos la grafica del spline lineal que aproxima la funcién de Runge f(x) = mﬁ

en nueve nodos equiespaciados del intervalo [—1, 1], cuyo resultado gréfico puede verse

0.8
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Figura 6.4: Interpolacién mediante el spline lineal

en la figura[6.4] El célculo concreto del spline lineal estd propuesto en el ejercicio[§6.60]
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Interpolacion spline cuadratica (de clase uno)

Vamos a suponer que, adémas de los valores de la funcién a interpolar en los no-
dos xg < x1 < ... < X, (que suponemos distintos y ordenados), conocemos el valor de la
derivada de dicha funcién en el primer nodo, f’(xo) = dp. Para construir el spline cua-
drético de clase uno correspondiente podemos seguir diversos caminos, dependiendo de
como decidamos expresar dicho spline. Por ejemplo, podemos usar una base del espa-
cio de splines cuadraticos mediante unas funciones spline especiales llamadas potencias
truncadas,

(c—a) six>
k x—a) si x> a,
(x— a)+ = )
0 s x <a.

Es fécil ver que la potencia truncada de orden k es una funcién de clase k — 1.
Usando la base de potencias truncadas, el spline cuadrético de clase uno puede ser
expresado como (véase [[16l]),

n—1
s(x) = o+ Bx—x0)+ Y %x—x)i. (6.12)
i=0

Los coeficientes de (6.12) se determinardn imponiendo las condiciones de interpolacién
s(x;) = ;1,0 < i < n, asi como el dato extra introducido, esto es, s'(xg) = do.
Una segunda opcién es definir el spline directamente, trozo a trozo, tal como sigue

s(x):{s,-(x), six € [xi—1,x), i=1,...,n, (6.13)

con s;(x) =y, 1 +d;i_1(x—x;_1) +zi(x —x;_1)?, de modo que se verifica s;(x;_1) = y;_1
y s} (x0) = dp. A continuacién, tendremos que imponer las condiciones de interpolacién,
si(x;) =y; para 1 <i< n,y de regularidad sobre los nodos intermedios, s}(x;) = d; para
1 < i< n—1, para obtener los valores de los coeficientes d,...,d,—1 Y z1,---,2n-

Construcciéon con base de potencias truncadas. De la expresion (6.12) deducimos
directamente los valores de o y 3, ya que s(xg) =yo = @'y §'(x0) = dy = B. Por otro
lado, los coeficientes ¥; los obtendremos recursivamente, evaluando el spline en cada
nodo xj;1,y deduciendo que, para0 < j<n—1,

j—1
Yirr=s(xj1) = a+Bxjp —x0) + vi(xj1 — )7+ Y Hilxjn —xi)7,
i=0
lo que permite despejar ¥; una vez conocidos }p, ..., ¥j—1.

En el siguiente script aplicamos esta construccién para mejorar el resultado de la in-
terpolacion de la funcién f(x) = 0 +215x2 en [—1, 1] tomando veinte nodos equiespaciados.
Para guardar y, posteriormente, representar el spline interpolador, hemos optado por usar
una matriz, que denotaremos s, de tamafio 19 x 3 y cuyas filas contienen los coeficientes
del polinomio correspondiente a cada subintervalo.
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1 £ = @(x) 1./(1+425%x.72); % Definimos la funcidén de Runge

2 n = 19; % Numero de subintervalos (n+l nodos)

3 x = linspace(—1,1,n+1); % Nodos equiespaciados

4y = £(x); % Valores de la funcidén en los nodos

5 dO = 25/338; % Derivada en el primer nodo

6 P [0,0,v(1)1+4[0,d0*poly(x(1))]; % Término lineal del spline

7 s = zeros(n,3); % Matriz que guarda, por filas, los coeficientes

8 % del polinomio de cada trozo

9 gam = []; % Vector que guarda los valores de las gammas

for 3 = 1:n Determinamos las n gammas

pot = poly ([x(J),x(J)]1); % Potencia truncada cuadratica en x(Jj)
gam(j) = (y(j+1)—polyval (p,x(3+1))) ./polyval (pot,x(j+1));
p = ptgam(J) *xpot;
s(J,:) = p;
endfor
plotspline (s, x)
hold on
plot(x,y,".*xx");
hold off

Recordemos que el comando hold on fija como ventana grifica activa la que, en

ese momento, estd en pantalla. A continuacion, todos los graficos que realicemos se in-
cluirdn en dicha ventana. El efecto de este comando se deshace ejecutando hold off.

Para representar el spline en el script anterior, usamos la funcién plotspline, que

hemos construido nosotros y cuyo c6digo mostramos a continuacion.

T - NV S O U R R

- o

function [] = plotspline (p,x)
% Esta funcidén representa en cada intervalo [x(i),x(i+1)]
% el polinomio p(i,:) empleando el comando plot.
n = length(x)—-1; % Numero de subintervalos
for i = 1:n
z = linspace(x(i),x(i+1),20);
plot (z,polyval (p(i, :),z));
hold on
endfor
hold off
endfunction

Con todo ello, observamos en la figura [6.5]1a salida del script anterior, que muestra

tanto los datos usados para la interpolacién como el spline cuadratico interpolador. No
obstante, aunque los resultados son satisfactorios, tenemos que sefialar que trabajar con
bases de potencias truncadas puede ser numéricamente inestable cuando el spline no se
puede construir paso a paso, pues para el cdlculo de los 7; necesitariamos la resolucién
de un sistema de ecuaciones lineales que, normalmente, estd mal condicionado (véase
[16]). Por este motivo, es comiin usar el enfoque que presentamos a continuacion.
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Figura 6.5: Interpolacion mediante spline cuadratico.

Construccion trozo a trozo. En este segundo enfoque vamos a proponer una cons-
truccién directa, como una funcion a trozos, de la forma (6.13)). En este caso, si definimos
los valores h; = x; —x;_1 y w; = & 72; i=l para 1 <i< n, e imponemos las condiciones de
interpolacién y de regularidad, deducimos una expresion recursiva de los coeficientes d;

y z; del spline. En efecto,

si(xi) = siv1(xi) = yi L Vil +di_1hi+zih? =y Lou= W'_T[ll’_l
si(xi) = 83 (x1) = dj di1+2zih; = d; d; =2w; —di_;

parai=1,...,n— 1. Observamos que, por la condicién de interpolacién en el dltimo
nodo, s, (x;) = yu, tenemos que la expresién anterior es también cierta para z,,. Guardare-
mos los resultados en los vectores h = (hy,...,hy), w= (wi,...,wy),d = (do,...,dn_1)
y z=(z1,.-.,2x), con el fin de calcular, en una segunda etapa, el spline correspondiente.
Para ello haremos uso del comando di £ £ (véase capitulo[), que es muy ttil para imple-
mentar los vectores que involucran diferencias como h; = x; — x;_1; de hecho, diff (x)
realiza precisamente la operacién (x (2:end) —x (1:end—1) ). La funcién considera-
da y los valores de los nodos son los mismos que el caso anterior.

> n = length(x)-—1;

> h = diff(x);

>w = diff(y)./h;

>d = [d0];

> for 1 = 1:n—1 d = [d,2xw(i)—d(i)]; endfor
>z = (w—=d)./h
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Una vez calculados estos vectores podemos hallar la funcién spline, que guardaremos
de nuevo en una matriz de orden n X 3, cuya fila i-ésima contendra los coeficientes del
polinomio s;(x). Dicho polinomio podemos reescribirlo como

si(x) = (i1 —dio1xi1 +zixs )+ (dio1 — 2zixi 1) x4 zix%,

por lo que la programacion vectorizada del spline cuadratico de clase uno, que mostramos
a continuacion, es muy simple.

> ax = x(l:end—1);
> ay = y(l:end—-1);
> s = [z ; d—2+%z.%xax ; ay—d.*xax+z.*ax.”"2]"';

Interpolacion con spline cibico sujeto

Siguiendo la misma idea que hemos empleado en la construccién directa, trozo a
trozo, del spline cuadrético, nos proponemos interpolar los valores { (x0,y0), - - -, (Xn,Yn) }
mediante un spline cibico de clase dos. Suponemos aqui también que los nodos son
distintos dos a dos y estdn ordenados, xg < ... < x,. En cada intervalo [x;_1,x;), 1 <i<n,
este spline viene dado por un polinomio de grado tres que puede ser escrito como

si(x) =yio1 +dim1(x—xi—1) —I—Zi(x—x,;l)z —i—ti(x—xi,l)z(x—xi). (6.14)

Al igual que en el apartado anterior, denotamos por h; = x; —x;_1 y w; = y Pl para
1 < i < n. Ahora, imponiendo tanto la continuidad del spline como la contmuldad de su
derivada primera en los nodos intermedios, se deducen las relaciones
_ wi—di t._di—lfzwi‘I‘di 1
<= I’li ) [ hlz ) L=1,...,n.

De esta forma, el spline cubico sujeto quedara determinado en cuanto calculemos los
valores de las derivadas primeras en los nodos intermedios, esto es, los coeficientes
dy,...,d,—1. Observemos que las condiciones de spline sujeto, s'(xo) = Qo y 5’ (x,) = 0,
determman directamente el primero y el tltimo de los coeficientes, dy = 0 y d, = .
A diferencia del caso anterior, ahora los valores d; no se pueden calcular de forma recu-
rrente, sino que se obtienen como solucién del siguiente sistema de ecuaciones lineales
tridiagonal simétrico

2,2 3w1 3wy dy
hl T h2 hz 1 dl 3 + 723 - E
1 1 W
hy hz + h3 h3 d> w2 + 3
' ' : = : , (6.15)
3w, 3w,
1 d B n—2 n—1
hnfl n=2 hn72 + hnfl
1 2 L2 dn—1 3oty 3wy dy
hu—1 hy—1 hn hn—l hn
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que proviene de imponer clase dos en los nodos intermedios, esto es, s} (x;) = s7, | (x;),
paral <i<n—1.

Para mejorar el resultado de la interpolacién polinomial en el ejemplo de Runge,
debemos considerar los valores 0 = 0.073964497 y o, = —0.073964497. Procedemos
pues a introducir el sistema (6.13):

>n = 8;

> x = linspace(—1,1,n+1);

>y = 1./ (1425%x.72);

> h = diff (x);

> w = diff(y)./h;

> A = diag(2./h(1l:n—1)+2./h(2:n),0) ...

+diag(l./h(2:n—1),1)+diag(1l./h(2:n-1),—1);
>b = 3x(w(l:n—1)./h(l:n—1)+w(2:n)./h(2:n));
> d0 = 0.073964497;

> dn = —0.073964497;

> b(l) = b(l)—d0./h(1);

> b(end) = b(end)—dn./h(end);

y aresolverlo, obteniendo el vector vector de derivadas d = (dy, ... ,d,). A continuacion,
generamos los coeficientes z = (z1,...,2,) Yt = (1,. . .,1,) (por cierto, debemos tener en
cuenta que, en este caso, el vector d tiene una componente mds que en el caso cuadritico,
pues ahora necesitamos el valor d, para el cdlculo de todos los coeficientes).

A\b';

[d0,d',dn];

(w—d(l:n))./h;
(d(l:n)—2*w+d(2:n+1)) ./ (h."2);

vV V V V
a4 N 0 O
Il

Finalmente, definimos el spline cibico a partir de (6.14). En este caso el cdlculo del
spline no lo hacemos de forma vectorizada, como si hicimos con el cuadratico (véase el

ejercicio [§6.63).

> s = zeros(n,4);
> for 1 = 1:n
s(i,:) = [0,0,0,y(1)]1+[0,0,d(1)*poly ([x(1)])]
+[0,z (1) *poly ([x(1),x(1)])]..
Ft (i) *poly ([x(1),x(1),x(i+1)]);

endfor

Para terminar, podemos representar el spline con nuestro comando plotspline,
junto con los puntos a interpolar.

> plotspline (s, x)
> hold on
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> plot(x,y,"'.*xr")
> hold off

Obtenemos asf la siguiente gréfica.
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Figura 6.6: Interpolacién mediante spline cibico sujeto.



Capitulo 7

Aproximacion por minimos
cuadrados discreta y continua

7.1. Fundamentos tedricos

La idea bésica de la aproximacién es obtener, a partir de una serie de datos (bien una
nube de muchos puntos, bien datos provenientes de una cierta relacién funcional), una
funcién cuya grafica pase “lo més cerca posible” de tales datos.

En principio, el problema planteado es parecido al de interpolacién, pero hay una
diferencia importante que se refleja justamente en la primera exigencia realizada. A saber,

= Interpolacion: la gréafica de la funcién interpoladora pasa exactamente por los datos.
= Aproximacion: la gréfica de la funcién aproximante pasa “cerca” de los datos.

Veamos cémo, en el ejemplo representado en la figura y realizado con Octave,
aparecen los siguientes elementos:

= 11 datos marcados con aspas y el polinomio interpolador de grado 10 correspondien-
te. Como vemos, parece ‘“no respetar’ la funcién “sugerida” por los datos.

= El spline lineal que interpola los datos y si parece ajustarse al perfil de los datos, pero
con “picos”.

= Por ultimo, el polinomio de grado 3 que mejor aproxima a los datos, en el sentido
que veremos es este capitulo. Es cierto que no pasa exactamente por los datos, pero
si parece representar, mejor que los anteriores, a la funcién sugerida por los puntos.
Ademids, es sencillo y regular.

Como hemos dicho, los datos pueden provenir de una relacién funcional o simple-
mente ser una serie de valores discretos. Atendiendo a esta naturaleza, tenemos dos po-
sibilidades a la hora de abordar el problema de aproximacion.

= Aproximacion discreta: el conjunto de datos es finito.

101
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= Aproximacidén continua: el dato es una funcién conocida (pero complicada de mane-
jar) en todo un intervalo.

En ambos casos, nuestro objetivo serd encontrar una funcién que sea facil de calcular,
facil de evaluar, suficientemente derivable, etc.

30 T
* datos
o = *polinomio interpolador
25T (R I
) v spline lineal
:;f; ‘*‘, "'+ aproximante de grado 3
20} &
R
o
15% -
10f *
sk
(0] ".. o
5 . . . . .
0 5 10 15 20 25 30

Figura 7.1: Aproximacioén vs interpolacion.

La principal cuestion que surge es como decidir cudndo una funcién aproxima mejor
que otra un determinado conjunto de datos. A tal fin, definiremos una funcién error, de
manera que el problema planteado equivalga a medir cudnto nos equivocamos con cada
posible funcién vy, asi, escoger la que tiene el error “mds pequefio”. En la siguiente tabla
se recogen varias posibilidades para definir la funcién error, tanto en el caso discreto
como en el continuo. En ambos casos, llamamos u(x) a la funcién aproximante.

H Aproximacién discreta ‘ Aproximacién continua ‘

Datos {(x07y0)a”'7<xn7yn)} f: [d,b] —R
Funcién error ei = |u(x;) — yil e(x) =|u(x)— f(x)]
s n b
Minima Zei / e(x) dx
suma = ;

Tipos Minimos 4 2 / b 2 dx
cuadrados ig(')e’ a e )
Minimax max e; sup e(x)

0<isn x€la,b]

Por cuestiones de simplicidad, en este manual sélo estudiaremos el caso del ajuste
por minimos cuadrados.



7.1. FUNDAMENTOS TEORICOS 103

7.1.1. Ajuste por minimos cuadrados discreto mediante polinomios

Para entender mejor como se define el error cuadritico y como funciona la aproxi-
macién por minimos cuadrados discreta, introduciremos varios conceptos a través de un
ejemplo concreto.

Consideremos la serie de cinco datos {(1,1.15),(2,0.4),(3,2),(4,2.6),(5,1.9)}. La

nube de puntos para estos datos viene dada en la figura en la que también aparece
representada la recta f(x) = 0.5x, que pretende ser una aproximacién de estos datos. Al

25t ey
es

e
15} 3

e
05 2

Figura 7.2: Ejemplo de aproximacién por minimos cuadrados discreta.

usar una recta arbitraria cualquiera de la forma y = a + bx, el error cuadratico cometido,
expresado en funcién de los coeficientes a y b de la recta, vendria dado por

Ex(a,b) =e}+ e} +e3+ef+e?
=(a+b—1.152+ (a+2b—0.4)> 4 (a+3b—2)?
+(a+4b—2.6)* 4 (a+5b—1.9)%

De esta forma, hemos transformado el problema “encontrar la recta que ajusta los da-
tos del ejemplo con el menor error cuadritico” en el problema “buscar el minimo de
la funcién de dos variables E;(a,b)”. Por ejemplo, al tomar la funcién f(x) = 0.5x co-
mo aproximacién de estos datos, esto es, tomar @ = 0.5 y b = 0, tenemos que el error
cuadrdtico cometido es E»(0,0.5) = 1.7525.

Puesto que E»(a,b) es una funcién polinémica de dos variables y de grado dos, y
ademds tiene coeficientes positivos en los términos a” y b* (es decir, es un “paraboloide
hacia arriba”, algo asi como una “pardbola tridimensional hacia arriba”), sabemos que
tiene un minimo absoluto, que serd por lo tanto un extremo relativo y se calculard como
punto critico. Si somos capaces de calcularlo, habremos dado con los coeficientes de la
recta que mejor ajusta los datos.
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Para calcular este punto critico (s6lo habrd uno en la mayoria de los casos) recurrimos
a las derivadas parciales de la funcién E»(a,b). Asi, tenemos que resolver el sistema

%(a,b):o
g . (7.1)
W(a,b)zo

En nuestro ejemplo, tras realizar las operaciones y simplificaciones adecuadas, el
sistema ([7.1)) se reduce a

(7.2)

S5a+15b = 8.05
15a+55b=27.85 |~

O sea, hemos obtenido un sistema lineal, de dos ecuaciones con dos incognitas, cuya
solucién es a = 0.5, b = 0.37. Por consiguiente, la recta que mejor ajusta por minimos
cuadrados los datos del ejemplo estd dada por la expresion y = 0.5 + 0.37x. Para esta
recta, el error cuadritico cometido es E(0.5,0.37) = 1.5230. Por supuesto, este error es
menor que el correspondiente a la recta y = 0.5x.

Ahora que hemos comprendido este sencillo ejemplo, vamos a describir este proce-
dimiento de modo general. Como hemos visto, cuando buscamos la recta y = ax+ b que
mejor ajusta por minimos cuadrados a una serie de datos, todo se reduce a plantear (y
resolver) el sistema que han de verificar los coeficientes a y b de dicha recta. Hay va-
rias formas de obtener facilmente este sistema y que, ademds, se generalizan de manera
muy intuitiva cuando pretendemos aproximar por minimos cuadrados discretos usando
cualquier otra familia de funciones que dependa linealmente de ciertos pardmetros. En
particular, para aproximar con polinomios de cualquier grado prefijado.

Primer procedimiento: uso de tablas

Consiste en construir el sistema a partir de una tabla cuyas columnas correspon-
den a los valores de x, y, x> y, por tltimo, xy, y calcular la suma de los elementos de
cada columna. El porqué de estas tablas se deduce de observar, en detalle, el sistema
que se obtiene para un caso general. Si escribimos para un conjunto genérico de datos
{(x0,y0), (x1,¥1),---, (xn,yn) } el sistema (7.2) obtenido en el ejemplo, vemos que viene
dado por

(n+1)a+ (Y x)b=Y v
(V) a+ (X2 b=Y (x) |

por lo que observamos que las sumas que proporcionan los coeficientes del sistema son,
precisamente, las que hemos mencionado anteriormente. Aqui, los indices de las suma-
torias barren los n+ 1 datos del problema. En nuestro ejemplo, la tabla resultante seria
la siguiente,

(7.3)
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Xi Vi X,~2 XiYi

1 1.15 1 1.15

2 04 4 0.8

3 2 9 6

4 2.6 16 10.4

5 19 | 25 9.5
Suma | 15 | 8.05 | 55 | 27.85

cuyos valores se corresponden con los acaecidos en el sistema (7.2).

Como hemos dicho anteriormente, si, en lugar de con una recta, queremos ajustar
mediante una parabola y = a + bx + cx?, obtendremos un sistema 3 x 3 para calcular
valores de los coeficientes a, b y c. Operando de forma anédloga a como hemos hecho en
el caso previo, este sistema puede ser facilmente descrito como

(n+1a+(Ex)b+(Xx)c = Yy,
(Tx)a+(Ex2)b+(Ex3)e = Ll(xy)
(Lx7)a+(Xx)b+(Exf) e = X(xfyi)

por lo que, para calcular ahora todos los coeficientes, simplemente tenemos que construir
una tabla con siete columnas correspondientes a los valores de x, y, x%, x>, x*, xy, x%y.

A partir de lo visto para la recta y la pardbola, es relativamente facil generalizar
estos resultados para calcular el sistema y la tabla necesarios para ajustar un conjunto de
datos discretos mediante polinomios de cualquier grado por minimos cuadrados. Dicha
generalizacion queda propuesta en el ejercicio

Segundo procedimiento: uso de matrices

Para entender este procedimiento, primero supongamos que los datos de nuestro
ejemplo estuvieran completamente alineados. Entonces existiria una recta y = a + bx
para la que serian ciertas las siguientes relaciones de igualdad,

atbx1=1.15 11 1.15
atbx2=04 12 0.4
atbhx3=2 s |13 <Z>— 2 o A<Z>—y. (7.4)
atbx4=26 1 4 2.6
a+bx5=19 15 1.9

Sin embargo, visto como un sistema de ecuaciones, (7.4) jno tiene solucién! (el par
(a,b) = (1.9,0.75) es el tnico que satisface las dos primeras igualdades y no cumple
las tres ultimas). Por ello, la idea de este procedimiento consiste buscar la “mejor de las
no—soluciones” de (7.4). Observemos que la matriz de coeficientes A es una matriz de
Vandermonde que ya nos apareci6 anteriormente en el capitulo de interpolacion, y que
el vector de términos independientes se corresponde con los valores y; de los datos.
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En este caso el proceso consiste en multiplicar por la izquierda, en ambos lados del
sistema ([7.4), por A’, 1a matriz transpuesta de la matriz de coeficientes, obteniendo asi un
sistema 2 X 2 que, en nuestro ejemplo, queda como

11 1.15
<1 1111>i§(a><11111> 0;
123 45)( |\ 123457
15 1.9

con lo que obtenemos la ecuacién matricial

5 15\ fa\ [ 8.05

15 55/ \b) \27.85)"’
que resulta ser, justamente, el sistema en representacion matricial. Por lo tanto,
matricialmente, el sistema (7.3)) a resolver puede ser obtenido como

A'A <Z> = Ay, (1.5)

siendo A una matriz de Vandermonde con dos columnas.

Para el caso de la pardbola que mejor se ajusta a los datos, se puede proceder de
forma completamente andloga; entonces el sistema a resolver serd

I 1 1 1.15
1 1 1 1 1 2 4 a 11 1 1 0.4
23 4 5 1 3 9 b| = 2 3 4 5 2
4 9 16 25 1 4 16 c 4 9 16 25 2.6

1 5 25 1.9

En este caso, es un sistema 3 x 3, pero obtenido del mismo modo matricial (7.3]), siendo
en este caso A una matriz de Vandermonde con tres columnas.

De nuevo es un ejercicio determinar, usando esta misma idea, que el sistema que per-
mite calcular el polinomio de grado m que mejor aproxima por minimos cuadrados es,
precisamente, (7.3)), siendo A en este caso una matriz de Vandermonde con m+ 1 colum-
nas. Asimismo es bastante fécil llegar al sistema que debemos resolver en el caso mds
general de aproximacién mediante una familia de funciones que constituya un espacio
vectorial cualquiera.

7.1.2. Solucién generalizada de sistemas de ecuaciones lineales

La misma idea desarrollada en la seccién previa nos puede servir de motivacién
para intentar “resolver”, cometiendo el minimo error posible, un sistema de ecuaciones
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lineales Ax = b que, a priori, pueda ser incompatible o compatible indeterminado. En el
primer caso, podriamos buscar el vector x que minimizase el error cometido al aproximar
b por Ax, esto es, por ejemplo, minimizar E (x) := ||Ax — b||3; mientras que en el segundo
caso se trataria de determinar, de entre todas las soluciones del sistema Ax = b, aquella
que tuviese, por ejemplo, norma minima. Veamos el resultado que sustenta la existencia
de dichos minimos (véase, por ejemplo, [20]).

Teorema 7.1.
= Hipotesis:
* Sea una matriz A de orden n x m'y de rango igual a m (su niimero de columnas);
e Sea un vector b € R" cualquiera.
n Tesis:
o El sistema (A'A) x = A'b tiene una unica solucion, xo.
* Si Ax = b es incompatible, entonces xo minimiza E (x) := ||Ax — b||3.

e Si Ax = b es compatible indeterminado, entonces xy es su solucion con norma
minima.

Lo que hemos comentado en esta seccion tiene también aplicacion directa al ajuste
por minimos cuadrados discreto. De hecho, las hipdtesis del teorema se satisfacen siem-
pre que se verifiquen las dos siguientes condiciones.

C1. El niimero de datos es igual o superior al nimero de pardmetros que determinan a
cada funcion de la familia considerada (es decir, n > m).

C2. Al menos hay tantos valores distintos de abscisas como nimero de parametros que
determinan a la familia (es decir, el rango de A es m).

Por ejemplo, si queremos determinar la recta de minimos cuadrados, entonces necesi-
taremos al menos dos datos con diferente abscisa, ya que una recta viene dada por dos
pardmetros. Y para una pardbola (que estd determinada por tres pardmetros) necesitare-
mos al menos tres datos con abscisas diferentes.

Para concluir esta seccidn, es necesario decir que esto es precisamente lo que realiza
internamente el comando A\b omldivide (A, b) de Octave.

7.1.3. Ajuste discreto mediante funciones cualesquiera

Lo visto en las secciones y s6lo podemos aplicarlo cuando, al realizar
las derivadas parciales de la funcién error cuadratico, llegamos a un sistema lineal. Esto
ocurre siempre que la familia de funciones para aproximar constituya un espacio vecto-
rial. Sin embargo, si usamos otras familias de funciones que no dependan linealmente de
los parametros a ajustar, entonces el sistema resultante puede ser no lineal y, en general,
imposible de resolver de manera exacta. Ante este problema planteamos dos posibles
soluciones.
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1. Resolver de manera aproximada el sistema.

2. Transformar los datos originales y las funciones de ajuste, mediante cambios de va-
riable, de manera que el ajuste (por minimos cuadrados) a los datos transformados si
resulte lineal.

El primer caso corresponde a los llamados métodos de descenso (por ejemplo, los de
descenso rapido o los de gradiente conjugado), que consisten en calcular iterativamente
una solucién aproximada de forma que se reduzca el error asociado en cada iteracion,
de manera andloga a los métodos estudiados en la seccién para la resolucién de
sistemas de ecuaciones lineales. Una explicacién més detallada de estos métodos excede
los limites de estas notas, por lo que s6lo desarrollaremos la segunda de las ideas.

La segunda via se conoce como el método de linealizacion y es bastante mas sim-
ple a la hora de comprender los célculos a realizar, aunque proporciona un peor resultado
(esto es, un error cuadritico mayor) que si usamos un método de descenso. De todas for-
mas, la aproximacion obtenida es, en la practica, suficientemente buena. Veamos algunos
de los ejemplos mds habituales.

Aproximacion exponencial. Consideremos que {(x;,y;) :i =0,...,n} (cony; > 0) es
el conjunto de datos que queremos aproximar mediante la familia de funciones exponen-
ciales de la forma

{y =ae”: abe ]R}.

Para “eliminar” la no linealidad exponencial, introducimos el logaritmo neperiano y ope-
ramos como vemos a continuacion.

y = ae’ = In(y) = In(ae®™) = In(a) + In(e*) = In(a) + bx = Y = A+ bx,

donde Y =1In(y) y A = In(a). Por lo tanto, cambiaremos el problema de ajustar los datos
datos originales mediante exponenciales, al problema de ajustar los datos modificados
{(x1,Y;) = (x;,In(y;)) : i = 0,...,n} mediante una recta ¥ = Ax+ b. Asi, deshaciendo el
cambio, el ajuste de los datos originales vendra dado por y = A%,

Aproximacién potencial. Si queremos aproximar los datos {(x;,y;) : i=0,...,n} (con
x;,yi > 0) mediante la familia de funciones potenciales de la forma {y = ax” : a,b € R},
usamos de nuevo la transformacién dada por el logaritmo. Por lo tanto, debemos ajustar
los datos transformados {(X;,Y;) = (In(x;),In(y;)) : i =0,...,n} por medio de una recta
Y = A+ bX vy, deshaciendo el cambio, el ajuste de los datos originales vendra dado por

y = AP0 — A D

Aproximacién hiperbélica. Si aproximamos los datos {(x;,y;) : i = 0,...,n} (con
x; > 0) mediante la familia de funciones hiperbdlicas {y = a + % . a,b € R}, usamos
la transformacion X = ;1? En este caso, primero debemos ajustar, mediante una recta
y = a+ bX, los datos transformados {(X;,y;) = (x%_,yi) :1=0,...,n}. Deshaciendo el
cambio, el ajuste de los datos originales vendrd dado por y = a + %.
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Aproximacion logistica. Para aproximar el conjunto de datos {(x;,y;) :i=0,...,n}

(con 0 < y; < 1) mediante la familia de funciones logisticas {y = Haﬁ :a>0,beR},

combinamos las dos transformaciones anteriores y hacemos el cambio ¥ = ln(% —1).

Asi, tomamos {(x;,Y;) = (x;,In(s- — 1)) : i = 0,...,n} y ajustamos con Y = A+ bx. En

1
Yi
este caso, tras deshacer el cambio, queda el ajuste y = m

7.1.4. Ajuste de funciones por minimos cuadrados continuo

Supongamos que el objeto que queremos aproximar ahora no es un conjunto discreto
de puntos, sino que es una funcién f : [a,b] — R, y que queremos hacerlo mediante una
combinacién lineal de m funciones linealmente independientes @ (x), ¢ (x),. .., @ (x),
es decir,

F(x) = c101(x) +c201(x) + ... + cmPm(x).
Entonces debemos minimizar la funcién de error cuadrético dada por:

b 2
E(chcz,...,cm):/a (c191(x) + 202 (x) + ...+ CmOm(x) — f(x)) " dx,

por lo que, de nuevo, buscamos los extremos relativos de dicha funcién. Tomando deriva-
das parciales y simplificando, el sistema de ecuaciones lineales que nos permite calcular
los puntos criticos de E(cy,c¢2,...,¢n) €8

o [[on@art e [ 0Woa= [ o0r0a
b b b
o [ 0200 @) e+t [ 0a(00mx)de= [ 020 ()

o [ om0 0ax e [ omoutdx= [ o) 0 ax

A la matriz de coeficientes asociada se le denomina matriz de Gramm respecto de la
base {(Pl (X), ¢2(x)7 EEE) ¢m(x)}

Ejemplo 7.2. Queremos calcular el polinomio p(x) = ¢j +cpx+ c3x? que mejor aproxi-
ma, mediante minimos cuadrados continuo, la funcién f(x) = |x| en el intervalo [—1, 1].
El sistema que debemos resolver es

1 1 1 1
cl/ ldx—i-cz/ xdx+C3/ xzdx:/ |x| dx
—1 —1 -1 -1
2¢1 +0cy +%C3=1

1 1 1 1
c1/ xdx—|—cz/ xzdx—|—C3/ x3dx:/ xlx|dx p = Ocﬁ—%cz +0c3 =0
-1 -1 -1 -1

%cﬁ—Ocz +%03:%
1 1 1 1
01/ xzdx—i—cz/ x3dx+c3/ x4dx:/ x2|x|dx
-1 -1 -1 -1
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En este ejemplo, el tnico extremo relativo es, justamente, el minimo absoluto de la

funcién error, y viene dado por p(x) = %659‘2, Vx€[-1,1].Enla ﬁgura representa-
mos el resultado obtenido.

14
—f(x)
(X

1.2

Figura 7.3: p(x) = % como aproximacién en [—1,1] de f(x) = |x].

7.2. Implementacion de algunos métodos

7.2.1. Aproximacion por minimos cuadrados discreta

Consideremos el conjunto de datos dado por la siguiente tabla.

Para calcular la recta que mejor ajusta por minimos cuadrados, empezamos definiendo
los vectores x e y y construyendo la matriz de coeficientes. En este caso usaremos la
funcién vander para definir la matriz de coeficientes.

[1,2,3,4,5,6,7];
[11,15,20,23,26,27,30];
= vander (x,2);

vV V VvV
B X
Il

A continuacion resolvemos el sistema de ecuaciones lineales, con matriz de coeficientes
Ay término independiente y ', mediante el operador \ y representamos graficamente el
polinomio obtenido junto con los datos aproximados. Para ello ejecutamos las siguientes
ordenes.

>p = (A\y")'";
> polyout (p,'t")
3.1071«t”1 + 9.2857
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>z =10:0.1:8; pz = polyval(p,z);
> plot(x,y, '@xb',z,pz, 'cr'")

Figura 7.4: Aproximacion lineal

Tal como comentamos en el capitulo [6] el comando polyfit también sirve pa-
ra generar el polinomio (del grado que se especifique) que mejor aproxima unos datos
en el sentido de los minimos cuadrados. Concretamente, para datos x e y de longitud
n+1 (en este caso es preciso que todos los nodos sean distintos: x; # x; si i # j), el
comando polyfit (x,y,n) proporciona el polinomio de interpolacién (de grado n),
peropolyfit (x,y,m) conm < n, genera el polinomio de grado menor o igual que m
que mejor aproxima (en el sentido de los minimos cuadrados) el conjunto de pares de
puntos (x;,y;). De este modo, podemos corroborar el resultado obtenido anteriormente
mediante la siguiente ejecucion.

> p = polyfit(x,y,1);
> polyout (p,'t")
3.1071+t”1 + 9.2857

A continuacion, para ilustrar el ajuste discreto mediante funciones no necesariamente po-
linémicas, usamos un ejemplo del campo de la demografia, en el que se desean ajustar,
mediante una curva logistica, los datos relativos a la poblacién espafiola en los dltimos
afios, con vistas a predecir su evolucion.

Fecha | Poblacion || Fecha | Poblaciéon || Fecha | Poblacion || Fecha | Poblacién
1857 | 15464340 || 1900 | 18616630 || 1950 | 28117873 || 2001 | 40499791
1860 | 15645072 || 1910 | 19990669 || 1960 | 30582936 || 2006 | 44708964
1877 | 16622175 || 1920 | 21388551 || 1970 | 33956047 || 2008 | 46063511
1887 | 17549608 || 1930 | 23677095 || 1981 | 37742561 || 2011 | 47190493
1897 | 18065635 || 1940 | 26014278 || 1991 | 39433942 || 2015 | 46449565
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En este caso, vamos a realizar una aproximacion logistica, para lo que necesitamos escri-
bir dichas cantidades como porcentajes de una poblaciéon maxima estimada que vamos a
tomar como 100 millones. Este ajuste no pretende ser realista, ya que en la poblacion real
influyen diversos factores que hacen que la tasa de crecimiento no sea necesariamente
logistica, pero si es un ejemplo ilustrativo adecuado para este manual. El ajuste logistico
seria el siguiente:

> x = [1857,1860,1877,1887,1897,1900,1910,1920,1930,1940, ...
1950,1960,1970,1981,1991,2001,2006,2008,2011,2015];

>y = [15464340,15645072,16622175,17549608,18065635, . ..
18616630,19990669,21388551,23677095,26014278,28117873, . ..
30582936,33956047,37742561,39433942,40499791,44708964, . ..
46063511,47190493,46449565];

>y =y/10"8;

>Y = log(l./y—1); Cambio de variables para aplicar ajuste lineal.
> A = vander(x,2);

>p = (A\Y")"'; Ajuste lineal.
p = [—0.010695, 21.725782]

por lo que la funci6n ajustada es y = 5 +e21'72578% ——oomees: - A continuacion representamos
graficamente el ajuste obtenido junto con los datos aproximados.

> z = linspace (1820,2050,80);

> logi = @(z) 1./ (l+exp(p(2)+p(1l).*2z));
> plot(x,y*x100, '@xb'",z,logi(z)*100, 'cr")
> ylabel ('Millones de habitantes')

60

o
o

Millones de habitantes

10

0
1800 1850 1900 1950 2000 2050

Figura 7.5: Aproximacién logistica
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7.2.2. Aproximaciéon por minimos cuadrados continua

Comenzamos observando que, a diferencia del caso discreto, Octave no dispone de
un comando predefinido para calcular aproximaciones por minimos cuadrados continua.

Consideremos el siguiente script que calcula el polinomio de grado tres que mejor apro-
xima, en el sentido de los minimos cuadrados continuo, la funcién seno en [0, 7].

Script para calcular la aproximacidén por minimos cuadrados
continua de la funcidén seno, en [0,pi], mediante polinomios
de grado menor o igual que un valor prefijado.

Definicién del polinomio t”i (tomando i como parametro).

o° o° o o

=
~

gr = 3; Eleccién del grado del polinomio.

vgr = gr:—1:0; % Vector de grados en el polinomio.

% Construccidén de la matriz de coeficientes del sistema.

10 gramm = quadv (@ (x) pol (x,vgr) '*pol(x,vgr),0,pi)

11 % Costruccidén del vector de términos independientes.

= quadv (@ (x) pol(x,vgr) 'xsin(x),0,pil)

13 % Resolucidén del sistema y expresidédn del polinomio obtenido.

function y = pol(x,1i) vy = x.”1; endfunction;

R = Y I NI R )

IS
o

14 p = gramm\b;

15 polyout (p, 'x")

16 % Grafica comparativa del seno y el polinomio obtenido.
17 x = linspace(0,pi, 100);

18 plot(x,sin(x), 'g',x,polyval(p,x),"':k");

19 legend('Seno', 'Aproximacion');

20 axis ([0 pi 0 1.05]1);

Aunque el propio script contiene comentarios breves sobre cada una de sus acciones,
quizés sea conveniente explicar con mas detalle algunas partes.

Empezamos definiendo en la linea 6 los monomios de grado i (nétese que tanto t
como i pueden ser vectores). Posteriormente, para construir la matriz de coeficientes
del sistema mcoef y el vector de términos independientes b, hacemos uso del coman-
do quadv (que realiza la integral definida de funciones vectoriales) y de una funcién
andnima (@ (t) ) para poder pasarla como argumento (en las lineas 10 y 12).

En este grafico, mediante el comando 1egend, se introducen leyendas que permiten
identificar las distintas curvas representadas.

Por cierto, aunque hemos indicado que el polinomio a calcular seria el de grado tres,
la simetria de la funcidn seno hace que el polinomio obtenido sea solo de grado dos.

Presentamos ahora un segundo script para ajustar por minimos cuadrados continuo
una funcién, pero utilizando funciones trigonométricas en lugar de polinomios. Concre-
tamente, tomaremos la pardbola f(x) = x* en el intervalo [—1,1] y la aproximaremos
mediante una funcién del tipo ¢; + ¢; sen(x) + ¢3 cos(x).
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1 % Script para calcular la aproximacidén trigonométrica por

2 % minimos cuadrados continua de la funcién x"2 en [—1,1].

3 % Definicidén de una funcidn vectorial, que contiene a la base,

4 % evaluable sobre vectores columna.

5 1+1;

6 function y = basetrig(x)

7 y = [140%x,sin(x),cos(x)];

8 endfunction;

9 % Construccidén del sistema.

gramm = quadv (@ (x) basetrig(x) '*basetrig(x),—1,1);
% Costruccidén del vector de términos independientes.
= gquadv (@ (x) basetrig(x)'*x.”2,-1,1);

o

oe

= gramm\b

a0 Q

= linspace(—1,1,100)"';

plot (x,x.%2,'g',x,basetrig(x)*c, ':k");
legend('Parabola', 'Aproximacion');
axis([—1 1 —0.05 1.05]);

b

Resolucidén del sistema y expresidén de la aprox obtenida.

Grafica comparativa de la identidad y su aprox trigonométrica.

Notese que la base de funciones usada se introduce, en las lineas 6—8, mediante una
funcién vectorial. Por cierto, para que la funcion constantemente igual a 1 pueda ser
evaluada adecuadamente sobre un vector x, hemos usado el truco 1+0*x.

En la siguiente figura aparecen las salidas graficas de los dos scripts anteriores.

0.8

0.6

0.4

0.2

— Seno
11+ Aproximacion

0 0.5

15

Figura 7.6: Aproximacién del seno mediante polinomios de grado menor o igual que
tres (izqda.) y aproximacién de x? por funciones trigonométricas (dcha.).



Capitulo 8

Formulas de derivacion y
cuadratura numéricas

8.1. Fundamentos teoricos

Antes de comenzar, debemos recordar que tanto el cdlculo de derivadas como el de
primitivas son operaciones de tipo simbdlico y que Octave, a priori, no esta disefiado para
operar de este modo. No obstante, podriamos cargar el paquete “symbolic”, que permite
realizar estas y otras operaciones de cardcter simbdlico como, por ejemplo, manipular
expresiones o resolver ecuaciones. Este y otros muchos paquetes para Octave se pueden
encontrar en [21]].

Asi pues, el objetivo de este capitulo es obtener y programar férmulas que permitan
estimar, tanto el valor de la(s) derivada(s) de una funcién en un punto, como su integral
definida en un cierto intervalo. Por tanto, no trataremos de calcular de forma simbdlica la
expresion de la funcién derivada, y tampoco buscaremos la expresion de una primitiva,
aun cuando existan férmulas para ello.

Aprovechando que en el capitulo [6 hemos trabajado con férmulas de interpolacion,
usaremos este marco de trabajo para explicar, de forma simple e inmediata, las ideas de
la derivacidn e integracién numéricas. Lo enunciamos a modo de teorema.

Teorema 8.1. Si mediante el proceso genérico de interpolacion podemos obtener un
polinomio p(x) que, intuitivamente, se parece a la funcion f(x) que hemos interpolado,
podemos pensar que la derivada en un punto (o la integral definida) del polinomio p(x)
también se parecerd a la derivada en un punto (o a la integral definida) de f(x).

Ademds, como el proceso de interpolacion proporciona cierto control tedrico sobre
el error cometido al interpolar, la derivada (o la integral) de ese mismo error de inter-
polacion nos proporcionard un control sobre la aproximacion de la derivada (o de la
integral).

115
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Conviene decir que existen otros caminos que permiten resolver la cuestion planteada
y que se obtienen por vias diferentes, pero son menos habituales. Nosotros, con esta idea
basica en mente, pasamos a la primera parte: la derivaciéon numérica.

8.1.1. Derivacion numérica

Si partimos de una funcién derivable f(x), para aproximar su primera derivada en
un punto x = @ tomamos un pardmetro pequefio y positivo # > 0 y hacemos la siguientes
posibles deducciones.

= Férmula de diferencias progresivas: se calcula el polinomio p(x) que interpola a la
funcién f(x), en los puntos a y a+ h, y aproximamos f’(a) por p’(a), obteniendo:

| fa+h) —f(a)

= Férmula de diferencias regresivas: se calcula el polinomio p(x) que interpola a f(x),
en los puntos @ — h y a, y aproximamos f’(a) por p’(a), obteniendo (omitimos la
expresion de p(x)):

fla)— fla—h)
- .

= Férmula de diferencias centradas: se calcula el polinomio p(x) que interpola a f(x),
en los puntos a — h, a 'y a+ h, y aproximamos f’(a) por p’(a), obteniendo:

fla+h)— fla—h)

fl =~ p@ =T

Observamos que en esta tercera férmula no aparece f(a). De hecho, si interpolamos
la funcién f(x) sélo en los puntos a — h 'y a+ h, obtendremos un polinomio diferente
pero que produce la misma férmula de aproximacién. Por ello, como veremos des-
pués, aunque las tres férmulas usan sélo dos evaluaciones de f(x), esta dltima serd
un poco mejor.

Es interesante que veamos la relacion existente entre estas férmulas y la definicion
de derivada. En efecto, en los tres casos tenemos que

vy e flath)—=fla) . fla)—fla—h) . fla+h)—fla—h)
fla) = lim h = im h = i 2 '

Por dltimo, usaremos estas mismas ideas para aproximar la segunda derivada. La
férmula mds usual es la siguiente.
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» Férmula de diferencias centradas para la segunda derivada: si calculamos el polino-
mio p(x) que interpola a f(x) en los puntos a —h, a 'y a+ h, y usamos p”(a) para
aproximar f”(a), obtendremos:

fla—h)—2f(a)+ fla+h)
h? ’

f'(a)~ p"(a) =

Como anunciamos en la introduccidn, el error cometido puede ser estimado a través
del conocimiento del error de interpolacion. Lo mostramos mediante el siguiente teorema
(véase [[15]).

Teorema 8.2.

» Hipdtesis: sea f : (a —h,a+h) — R una funcion suficientemente derivable.

 Tesis: existen valores &1, &, &, 54 € (a—h,a+ h) tales que

 flay= LT L e

 flay= TOZIOD 1 p,

- (a+h)2hf( )_éhzfm(@),
Pl f<a—h)_2J;(2a)+f(a+h> _%hzfiv(@;).

Inestabilidad numérica. El resultado anterior nos dice que, teéricamente, al aproxi-
mar las derivadas de una funcién suficientemente derivable mediante las férmulas des-
critas, el error cometido tiende a cero conforme 4 tiende a cero y, de hecho, con orden
cuadrético en los dos dltimos casos. Sin embargo, lo tedrico no siempre se ve reflejado
en lo numérico. Asi, en la seccién de implementacién numérica, veremos que estas for-
mulas de derivacion son inestables, en el sentido de que al hacer 4 menor que un cierto
umbral, el valor de la aproximacién, en general, se aleja cada vez mas del valor correcto
en lugar de converger al mismo.

Coeficientes indeterminados, exactitud. También podriamos enfocar directamente
el disefio de férmulas de tipo lineal

o)~ Y o (),

k=0

para aproximar f’(a) a partir del conocimiento de los valores de f(x) en n+ 1 nodos
diferentes xg,x1,...,x,. De este modo, para determinar el valor de los n+ 1 pardmetros
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0y, le pedirfamos a la férmula que fuese exacta sobre una base de [P, [x], por ejemplo, su
base usual. En tal caso, obtendriamos que

usando po(x) =1 = pila)=0=0ap+ ...+,
usando pi(x) =x = pi(a)=1=aoxo+...+ Quxy,
usando pr(x) =x*> = ph(a) =2a=apx3 +...+ ax2,

usando p,(x) =x" = pl(a) =na""' = apxl + ... + X

Es decir, llegariamos a un sistema lineal de n 4 1 ecuaciones y n+- 1 incégnitas cuya ma-
triz de coeficientes ya nos ha aparecido en el capitulo [} es una matriz de Vandermonde.
Por este motivo, ya sabemos que el sistema anterior posee una tinica solucién. Este modo
de obtener férmulas de derivacién numérica es completamente equivalente al realizado
mediante interpolacién. De hecho tenemos el siguiente resultado.

Teorema 8.3. Una formula lineal de derivacion numérica en n+ 1 nodos es exacta en
P, [x] si y sélo si es de tipo interpolatorio.

También puede ocurrir que, aunque consideremos s6lo n 4+ 1 nodos, obtengamos una
férmula con grado de exactitud mayor que n. Esto no contradice el resultado, simplemen-
te indica que la férmula obtenida es mejor de lo esperado a priori. Por ejemplo, esto es
lo que ocurre con la férmula de diferencias centradas (para la derivada de primer orden).
En dicha férmula obtenemos exactitud en P, [x] aunque se usan sélo dos nodos (n = 1)
y, por esta razdn, el error es cuadratico en lugar de lineal, como ocurre con las férmulas
progresivas y regresivas, que también usaban dos nodos.

8.1.2. Integraciéon numérica

De manera andloga a la derivacién numérica, podemos basarnos en el polinomio que
interpola a una funcién, en varios nodos, para aproximar la integral de dicha funcién por
la integral de su polinomio interpolador. Con esta idea, si partimos de una funcién con-
tinua f(x) en un intervalo [a,b], para aproximar su integral sobre ese intervalo, hacemos
las siguientes deducciones.

» Férmula del rectdngulo usando un punto del intervalo: una vez calculado el polino-
mio p(x) que interpola a f(x) en un punto m € [a,b], aproximamos la integral de la
siguiente forma:

b b
| swax~ [ pwydx=b-a) fim).
Normalmente se eligen m = a, m = (a+b)/2 6 m = b obteniendo, respectivamente,
las reglas del rectangulo a la izquierda, del punto medio y del rectangulo a la derecha.

= Férmula del trapecio: se calcula el polinomio p(x) que interpola a f(x) en los dos
extremos del intervalo y aproximamos la integral mediante la expresion siguiente:

/abf(x)dx% /abp(x)dx = (b—a) w
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= Férmula de Simpson: se calcula el polinomio p(x) que interpola a f(x) en los dos
extremos del intervalo y en el punto medio m = (a+ b)/2, aproximando la integral
de la forma siguiente:

b b a m
Af(x)dx%/a P(X)dx:(b—a)f< )+4fé )—l—f(b)

En la siguiente figura podemos visualizar estas tres aproximaciones, ya que la integral
definida se corresponde con el area que deja bajo si la funcién integrada.

f(x)

Rectangulo b Trapecios b Simpson b

Como podemos observar en los tres casos, los errores cometidos corresponden a
las dreas que, por exceso o por defecto, quedan entre la grifica de la funcién y el drea
sombreada. Por tanto, los errores cometidos al usar estas reglas simples de integracién
no parecen muy aceptables. Para reducir tales errores podemos tener la tentacién de usar
polinomios que interpolen cada vez en mds nodos pero, al igual que la interpolacién
se vuelve inestable al aumentar los nodos (véase el fendmeno de Runge descrito en el
capitulo[6), la integral obtenida podria alejarse cada vez mds de la buscada.

Para resolver el problema planteado en el parrafo anterior, podemos usar dos cami-
nos diferentes (0 una combinacién de ambos): bien buscar nodos que, aunque no sean
equiespaciados, “mejoren” en cierto sentido la aproximacion, bien trocear el intervalo en
subintervalos de longitud pequefia y usar férmulas simples sobre cada uno de estos tro-
citos. En el primer caso, obtendremos las llamadas férmulas de cuadratura gaussianas,
que enseguida trataremos, y en el segundo caso, y dado que la integral sobre el intervalo
total es igual a la suma de las integrales sobre todos y cada uno los subintervalos, pode-
mos aproximar la integral total mediante una férmula que llamaremos compuesta y que
también estudiaremos posteriormente.

Coeficientes indeterminados, exactitud y formulas gaussianas. Al igual que en
el caso de la derivacion numérica, es posible buscar directamente una férmula de cuada-
tratura mediante férmulas de tipo lineal

b n
/ Fdx~ Y o f(x), 8.1)
a k=0

a partir del conocimiento de los valores de f en n+ 1 nodos xp,xi,...,Xx, prefijados,
de modo que, para determinar los coeficientes ¢, &1, ..., 0, impondremos que dicha
formula sea exacta en IP,[x]. También en este caso obtendriamos las férmulas descritas
anteriormente (véase el ejercicio[§8.83) y un teorema andlogo al de derivacion numérica.



120 CAPITULO 8. DERIVACION Y CUADRATURA NUMERICA

Teorema 8.4. Una formula lineal de integracion numérica en n+ 1 nodos es exacta en
P, [x] si y sélo si es de tipo interpolatorio.

Usando la exactitud, podemos intentar minimizar el error haciéndonos la siguiente
pregunta: fijado el niimero n, ;es posible determinar algunos nodos xg,xi,...,x, tales
que la férmula (8.I) obtenida sea atin mejor? La respuesta es afirmativa, y los nodos
x; (y los coeficientes asociados ¢;) se determinardn imponiendo exactitud sobrejunto
con 2(n+ 1) polinomios, dado que ahora hemos duplicado el nimero de incégnitas. A
la férmula obtenida se le llama gaussiana y los nodos correspondientes se denominan
nodos gaussianos. Ademads, vienen caracterizadas por el siguiente resultado (véase [[13]]).

Teorema 8.5. Una formula de integracion numérica de tipo interpolatorio en n+ 1 no-
dos es gaussiana si'y solo si es exacta en Py, [x].

A modo de ejemplo, la férmula gaussiana con tres nodos (n = 2) sobre el intervalo
[—1,1] viene dada por la expresién

[ redex 3 (= V375) + 5 10)+ 3 1(V37).

y es exacta para polinomios de grado menor o igual a 5. La particularidad més intere-
sante de estas férmulas, aparte de su interés matematico, es que dan mayor precision
en la integracion numérica cuando se aplican a funciones regulares, por lo que aparecen
habitualmente en los algoritmos numéricos.

8.1.3. Reglas compuestas de integracion numérica. Error de cuadratura

Como hemos dicho antes, la aplicacion de las reglas simples de integracion numérica
no parecen ofrecer buenos resultados. De hecho, al igual que en el caso de la derivacion
numérica y usando el conocimiento sobre el error de interpolacién, podemos estimar el
error cometido mediante el siguiente teorema (véase [27]).

Teorema 8.6.

» Hipdtesis: sea f(x) una funcion suficientemente derivable en el intervalo [a,b].

w Tesis: existen valores &, &, &3, &4 € [a,b] tales que

—a 2
. / bf<x>dx=(bfa>f(a>+%f’(€1>)

. /abf(x)dx = (b—a)f(a;b) + & ;4a)3f”(62),

b a —a)’
+ [ W= - MO0 O ey

@) +4f (52 +£(B)  (b—a)®
6 2880

[ rwa=-a e
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Constatamos de nuevo que los errores cometidos no parecen garantizar la bondad de
las aproximaciones. Vedmoslo con un ejemplo.

Ejemplo 8.7. Consideremos la integral definida

50
/ xVdx = 3.912023005...
1

Si estimamos esta integral mediante las reglas del trapecio y de Simpson, obtenemos los
valores 24.99 y 9.6110457516 respectivamente, confirmando que ambas aproximaciones
son bastante malas.

Por todo ello, para construir férmulas efectivas, que no requieran interpolar en mu-
chos nodos y que den errores pequefios, podemos proceder como sigue.

= Tomamos un natural n € N suficientemente grande, troceamos [a, b] en n subinterva-
los de longitud bn;“ y creamos los nodos

a=xp, x1=a+h,..., xsx=a+kh,..., x, =b.

= Sobre cada subintervalo, aplicamos alguna de las anteriores reglas simples.
= Aproximamos la integral total mediante la suma de las n aproximaciones sobre cada
subintervalo. A la férmula asi obtenida la llamamos formula compuesta.
Para las férmulas simples vistas en la seccién [8.1.2] las correspondientes férmulas
compuestas serian las siguientes.

» Férmulas compuestas de los rectdngulos:

fla )h),

b
(izquierda) / fx)dx=~h
1

n
k=

(punto medio) / fx) i fla —1/2)h),

=1

k
(derecha) / f(x)dx~ i fla+kh).

k=1

» Formula compuesta de los trapeciOS'

/ ) (a)+2Zf (a-+kh)+ ().

» Férmula compuesta de Simpson: (requiere un nimero par de subintervalos)

b h n/2—1 n/2
/ fedx 3 (f(a)+2 y f(a+2mh)+4Zf(a+(2m—1)h)+f(b)).
a m=1 m=1

De este modo, utilizando simplemente n = 4 subintervalos, y como se observa visual-
mente en el siguiente dibujo, los errores cometidos se reducen sustancialmente.
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f(x)
a b a b a
Rectdngulo compuesta Trapecios compuesta Simpson compuesta

Recuperando el ejemplo si aproximamos la integral de 1/x sobre el intervalo
[1,50], dividiendo el intervalo en subintervalos de longitud 1, mediante trapecios com-
puesta obtenemos el valor 3.9892..., mientras que con Simpson compuesta el valor apro-
ximado es 3.9134.... En ambos casos, mejoramos significativamente los resultados obte-
nidos aplicando las reglas simples.

Para justificar teéricamente los buenos resultados para las férmulas compuestas, te-
nemos el siguiente resultado (véase [27]]).

Teorema 8.8.
» Hipdtesis: sea [ una funcion suficientemente derivable en el intervalo [a,b).

. ) ; b . .
n Tesis: los errores cometidos al aproximar [, f(x) dx mediante las formulas compues-
tas, dadas anteriormente, son

Formula Rect. izqd. | Rect. dcha. | Pto. medio | Trapecios | Simpson

compuesta

cota de Ch Ch ch? Ci? fola
error

donde h = bfa y C es una constante que solo depende de b — a y las derivadas de

f().

8.2. Implementacion de algunos métodos

8.2.1. Formulas de derivacion numérica

La programacion de diferencias finitas, ya sean centradas, regresivas o progresivas,
es muy simple en Octave. Por ejemplo, si queremos calcular y dibujar la derivada de la
funcién sen(ﬂ en el intervalo [0, 7], aproximando su derivada de forma numérica me-
diante diferencias progresivas y centradas, usando 50 puntos del intervalo, podriamos
ejecutar el siguiente codigo.

> x = linspace (0,pi, 50);
>y = sin(x);
> progresivas = (y(2:end)—y(l:end—1))./(pi/49);

IPor supuesto, no queremos emplear que la funcién coseno es tal derivada.
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> centradas = (y(3:end)—y(l:end—2))./(2xpi/49);
> plot(x(l:end—1),progresivas, '2',x(2:end—1),centradas, '3")

Nétese que, para las progresivas, obtenemos la derivada numérica en las 49 primeras
abscisas y, para las centradas, en las 48 abscisas centrales.

Por dltimo, podemos crear un programa que calcule la derivada numérica de una
funcién cualquiera. Por ejemplo, que calcule las diferencias centradas sobre una cantidad
de nodos y un intervalo que sean argumentos del propio comando.

1 function [x,df] = derinum(f,a,b,N)

2 % df es la derivada primera numérica de la funcidén f sobre el
3 % vector x de N valores equiespaciados en el intervalo [a,b].
4 h = (b—a)/(N-1);

5 x = linspace(a,b,N);

6 df = (feval(f,a+thx(1:N))—feval (f,a+h*(—1:(N—2))))/(2xh);

7 endfunction

Como ejemplo ilustrativo, calculamos la derivada numérica de la funcién seno (usan-
do 20 nodos) y la representamos en la figura [8.1] de la pagina[I28] junto al coseno, que
sabemos que es su derivada real.

> [x,df] = derinum('sin',0,pi,20);
> plot(x,df, ['*x',"';derivada aproximada; '], ...
X,cos (x), ';derivada real;");

El comando diff. En realidad, la tinica operacién que hemos empleado para realizar
la derivada numérica ha sido extraer, a partir de un vector dado, el vector de las diferen-
cias entre dos elementos consecutivos. Pues bien, Octave posee el comando diff (y)
que realiza precisamente la operacién y (2:end) —y (1:end—1), que resulta muy util
para definir directamente las diferencias progresivas o regresivas, aunque no para las
centradas. De hecho, si x representa un conjunto de abscisas ordenadas, aunque no nece-
sariamente equiespaciadas, e y representa los valores de una cierta funcién sobre dichas
abscisas (el seno, en el ejemplo anterior), la orden

> diff(y)./diff (x)

nos proporcionard directamente el vector de diferencias progresivas que aproxima la de-
rivada de dicha funcién.

Diferencias centradas para la derivada segunda. Por tltimo, cuando las abscisas
x si estan equiespaciadas, podriamos implementar la férmula de diferencias centradas
para aproximar la derivada segunda de la funcién con valores y. En este caso, cualquiera
de las siguientes tres 6rdenes darfan el mismo resultado.

> (y(l:end—2)—2+y(2:end—1)+y(3:end)) /h"2;
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> diff (diff (y))/h"2;
> diff(y,2)/h"2;

siendo h la distancia entre dos nodos consecutivos cualesquiera de x. Al igual que antes,
podemos crear un programa que calcule la derivada segunda numérica de una funcién
cualquiera. Veamos un ejemplo.

1 function[x,d2f] = derinum2(f,a,b,N)

2 % d2f es la segunda derivada numérica de la funcidén f sobre el
3 % vector x de N valores equiespaciados en el intervalo [a,b].
4 h = (b—-a)/(N-1);

5 x = linspace(a,b,N);

6 d2f = (feval(f,athx(—1:(N=2)))—2xfeval (f,ath* (0:N—-1))+...

7 feval (f,a+hx (1:N)))/h"2;

8 endfunction

Noétese que ambas funciones creadas, derinum.m y derinum?2 .m, requieren que
la funcién argumento pueda ser evaluada un “poquito” a la izquierda de a y un “poquito”
a la derecha de b.

Inestabilidad en la derivacion numérica

Como adelantamos en la primera seccidn de este capitulo, las férmulas de derivacion
numérica son computacionalmente inestables, es decir, al hacer el pardmetro 4 cada vez
mas pequefio, existe un umbral a partir del cual la aproximacién empeora en lugar de
converger. Vamos a constatar este hecho con un ejemplo.

Si aproximamos la derivada de la funcién arcotangente en el punto /2 (cuyo valor
exacto es 1/3) mediante diferencias progresivas, y hacemos 4 tender a cero, al princi-
pio parece converger; sin embargo, a partir de cierto instante, la convergencia empieza a
fallar y, poco después, el resultado obtenido es igual a 0, tal como muestra el siguiente

c6digo en el que & toma sucesivamente los valores 107>, 1076, ..., 1071¢ (véase el ejer-
cicio[§8.82).
> pot = =5:—-1:-16;
> h = 10."pot;
> a = sqgrt(2);
> format long
> [h; ((atan(a+h)—atan(a))./h) 1" en dos columnas, % y la aproximacion.
ans =
0.000010000000000 0.333331761992461
0.000001000000000 0.333333176172346
0.000000100000000 0.333333317614759
0.000000010000000 0.333333327606766
0.000000001000000 0.333333360913457
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0.000000000100000 0.333333360913457
0.000000000010000 0.333333360913457
0.000000000001000 0.333399974294934
0.000000000000100 0.333066907387547
0.000000000000010 0.333066907387547
0.000000000000001 0.444089209850062
0.000000000000000 0.000000000000000
0.000000000000000 0.000000000000000
0.000000000000000 0.000000000000000

Es por esto que el uso directo de las férmulas de diferencias finitas debe hacerse con cier-
ta cautela, aunque son indispensables para deducir métodos de resolucién de ecuaciones
diferenciales, como veremos en los dos siguientes capitulos.

8.2.2. Foérmulas de cuadratura o integracion numérica

En lo que resta usaremos el siguiente ejemplo ilustrativo de funcién cuya integral

definida es conocida: |
/ 2V 1—x2dx=m.
—1

Definiremos pues la funcién £, por ejemplo, mediante una funcién anénima:
> f = Q(x) 2*sqrt (1—x."2);

y lo primero que vamos a hacer es calcular esta integral mediante un comando directo
que ya viene implementado en Octave.

El comando quad
Para calcular la integral anterior ejecutaremos simplemente
> quad(f,—-1,1);

que produce la salida esperada, ans = 3.1416, esto es, el nimero 7. Observemos que,
si hubiésemos escrito function y=f (x) y=2*sqrt (1—x."2); endfunction
para definir la funcién £, entonces tendriamos que llamar a su cadena de caracteres para
calcular su integral: quad ('f',—1,1).

Internamente, el comando quad usa una férmula de cuadratura compuesta que, en
cada subintervalo, utiliza los nodos gaussianos que comentamos en la seccién [8.1.2] El
comando determina internamente el nimero necesario de subintervalos para alcanzar una
precisi6n estimada de 108, En realidad el comando quad permite modificar esta preci-
sidn, y otras opciones, para calcular integrales que puedan ser, a priori, muy singulares,
y puede dar mas informacién, ademads del valor de la integral. Su sintaxis completa, que
podemos averiguar mediante help quad, es de la forma
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> [V, IER,NFUN,ERR] = quad(F,A,B, TOL, SING)

y permite establecer, opcionalmente como hemos dicho, cierta precision (TOL) relativa
y/o absoluta, asi como una lista de puntos (SING) en los que la funcién posea cier-
ta singularidad. Asimismo, IER, NFUN, ERR son, respectivamente, un codigo de error
(IER= 0 indica un resultado 6ptimo), el nimero de evaluaciones que ha usado y una
estimacion del error cometido.

Integrales impropias. El comando quad también permite calcular integrales impro-
pias, bien porque el integrando no es continuo en alguno de los extremos del intervalo,
bien porque alguno de estos extremos es infinito. Como ejemplo, mostramos las siguien-
tes integrales (conocidas),

1 1= 2 oo
—dx=2, —/ e Tdx=1, / e dx=T(4)=31=6.
/0 Vx V21 J = 0 @

que calcularemos respectivamente mediante los comandos:

> quad(@(x) 1./sqgrt(x),0,1)
> quad (@ (x) 1/sqrt (2+pi)x*exp(—x."2./2),—Inf,Inf)
> quad(@(x) x.”"3.xexp(—x),0,Inf)

Aqui es conveniente resaltar que las funciones anénimas han sido definidas directamente
dentro del comando quad, y que no es preciso hacerlo con anterioridad.

Variantes del comando quad. Octave tiene implementados internamente hasta cinco
algoritmos para calcular integrales definidas, ya que en general no existe un algoritmo
Optimo para cualquier tipo de funcién. El comando quad, como ya hemos dicho, usa la
cuadratura gaussiana (compuesta) que presentamos en la introduccién, por lo que tiene
muy buena precision cuando integramos funciones regulares, pero cuando el integrando
no es regular empeora su comportamiento. Por ello, existen otros cuatro algoritmos que
pueden proporcionar mayor precision dependiendo del tipo de funcién o si se trata de una
integral impropia. Aunque en este texto introductorio no vamos a entrar a fondo en los
algoritmos, dejamos una indicacidn sobre los comandos y su aplicabilidad y dirigimos al
lector al manual [5, Numerical Integration] para ampliar informacién.

Comando. \ Caracteristicas.

quadv Version vectorial de quad usando Simpson compuesto.

quadl Mejor que quad cuando la funcién no es muy regular.

quadgk Mejora el anterior en funciones oscilatorias y/o intervalos infinitos.
quadcc El mas robusto de todos, pero con mds coste computacional.

Integracion conociendo sélo evaluaciones. Primitiva numérica. Hasta ahora dis-
ponfamos de la expresién de la funcién f(x) que queriamos integrar, y cada comando
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decidia, segtn el algoritmo usado, dénde evaluar dicha funcién y cémo usar esas eva-
luaciones para aproximar su integral. Pero en muchas ocasiones, sobre todo cuando los
datos provienen de experimentos, la inica informacién que se posee de una funcion es,
precisamente, los valores de unas cuantas evaluaciones, es decir, s6lo poseemos dos vec-
tores x e y tales que y; = f(x;) jpero sin conocer explicitamente f! Asi, los datos de
partida serdn de la forma:

| 50

’

X H X0 ‘xl
y=rf) ||y [y | |

y en este caso, a falta de informacién adicional sobre la funcién, parece que lo mas
eficiente serd, como observamos en la siguiente figura, aproximar los datos por lineas

Y1 Vi

Yo

X0 X| Xn X0 Xn
Datos, ajuste: spline lineal, integral: trapecios.

rectas entre nodos consecutivos, x; y x;1+ (recuérdense los splines lineales vistos en el
capitulo [6), y calcular la integral del spline resultante, lo que equivale a usar la formu-
la compuesta de los trapecios (pero con nodos no necesariamente equiespaciados). Por
consiguiente, si el vector x representa los nodos y el vector y contiene los valores respec-
tivos, entonces podemos aproximar la integral mediante la suma indicada en la figura,

> sum((y (2:end)+y(l:end—1)) .*x (x(2:end) —x(l:end—1))) /2
o directamente usando el comando de Octave
> trapz (x,V)

que realiza la misma operacién. Por cierto, si en este tltimo caso ejecutiramos sélo
trapz (y), sin indicar los nodos, entonces aproximariamos la integral para el caso en
que los nodos fueran naturales consecutivos.

Con la idea anterior en mente, podemos calcular no solo la integral total entre xy y
Xp, sino también la integral definida desde el nodo inicial hasta cada uno de los nodos
posteriores, obteniendo asi una primitiva (por supuesto aproximada) de la funcién sobre
los mismos nodos. De nuevo, podemos hacer esta operacién a mano, o usando el coman-
do directo cumtrapz.

> pva = cumsum( (y(2:end)+y(l:end—1)) .*diff (x))/2;
> pva = [0,pval; afladimos el valor 0 en el primer nodo,
> pva = cumtrapz (xX,Vy) o usamos el comando directo.
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Como ejemplo ilustrativo, en la figura 8.1 dibujamos la integral numérica de la funcién
coseno junto con la funcién seno, que sabemos que es su primitiva.

> x = linspace(0,pi, 20);

>y = cos(x);

> pva = cumtrapz(x,y);

> plot(x,pva, ['+~',";primitiva aproximada; '], ...
X,sin(x), ';primitiva real;");

* derivada aproximada
— derivada real

0.8
0.5

0.6

0.4

-0.5
0.2

® primitiva aproximada
—primitiva real
-1 0

0 0.5 1 15 2 25 3 0 0.5 1 15 2 25 3

Figura 8.1: Derivada numérica del seno (izqda.) y primitiva numérica del coseno
(dcha.) usando 20 nodos.

Para terminar esta seccion, nos remitimos al manual [5] para el uso de comandos
tales como dblquad o triplequad, relacionados con el calculo de integrales dobles
y triples. Estos comando pueden ser utiles para calcular dreas, superficies y volimenes.

8.2.3. Formulas compuestas

Por dltimo, vamos a implementar nosotros mismos algunas de las férmulas de cua-
dratura compuestas vistas en la seccién [8:1.3] Las siguientes funciones, que hemos lla-
mado rectang.my simpson.m, podrian ser una primera version de la programacion
de las formulas compuestas de los rectdngulos (punto medio) y Simpson, respectivamen-
te, para aproximar la integral definida de una funcién dada £ que pueda ser evaluada
mediante feval , y utilizando nodos equiespaciados.

function int = rectang(f,a,b,N = 150)

Funcién que aproxima la integral de f en el
intervalo [a,b] mediante la férmula compuesta de
rectdngulos (punto medio) con N subintervalos

o° o° o o

h = (b—a)/N;
int = hxsum(feval (f,a+h* (1:N)—h/2));
endfunction

® N ! A W N =
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1 function int = simpson(f,a,b,N = 75)

2 % Funcidén que aproxima la integral de f en el

3 % intervalo [a,b] mediante la férmula compuesta de

4 % Simpson con 2N+1 nodos

5%

6 h = (b—a)/N;

7 X = a+hx (0: (N—1));

8 int = (sum(feval (f,x)+4xfeval (f,x+h/2)+feval (f,x+h)))+h/6;
9 endfunction

Remarquemos que el ndmero de nodos ha sido introducido como argumento pero
con un valor por defecto (véase la seccién [I.3)). Por ejemplo en la funcién rectang.m
hemos tomado N = 150, lo que indica que podemos ejecutar esta funcion escribiendo
rectang (f, a,b, 400) para emplear 400 nodos, o simplemente rectang (f, a, b),
en cuyo caso se utilizardn los 150 que hemos dado por defecto.

Si usamos las funciones anteriores para aproximar la integral de referencia dada
al inicio de la seccién [8:2.2] ejecutdndolas con 400 evaluaciones (las mismas que usé
quad), obtenemos

> rectang(f,—-1,1,400)
ans = 3.1417
> simpson(f,—1,1,200)
ans = 3.1414

siendo ambos resultados peores que el dado por quad. Esto es debido a que hemos usado
nodos equiespaciados, mientras que los comandos de Octave producen métodos ““adap-
tativos”, es decir, que usan mas nodos alli donde la funcién es mas singular u oscilante,
hecho que detectan numéricamente y que no es siempre facil de programar de forma
eficiente.

Para concluir, y dado que el comando t rapz proporciona esencialmente la férmula
compuesta de los trapecios, lo utilizaremos para definir una funcién que implemente
la féormula compuesta de los trapecios, pero actuando sobre funciones evaluables, del
mismo modo que rectang.my simpson.m.

function int = trapecios(f,a,b,N = 150)

Funcién que aproxima la integral de f en el
intervalo [a,b] mediante la férmula compuesta de
trapecios con N subintervalos

o° o o o

h = (b—a)/N;

X = a+hx (0:N);

v feval (f,x);

int = hxtrapz(y);
endfunction
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Capitulo 9

Ecuaciones diferenciales I:
Problemas de valores iniciales

En este capitulo vamos a presentar métodos numéricos para aproximar soluciones de
problemas de valores iniciales asociados a ecuaciones diferenciales ordinarias. Empeza-
remos presentando este tipo de problemas y su tratamiento analitico.

9.1. Fundamentos teoricos

Una ecuacioén diferencial ordinaria (EDO) es un problema que consiste en encontrar
las funciones reales x(z) (de variable real) verificando una identidad que involucra una o
varias de sus derivadas; veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 9.1. Hallar, en cada caso, las funciones x(¢) tales que:

= x/(¢) = Ax(r), cuyas soluciones son las funciones de la forma x(¢) = Ke*', con K € R.

s xX"(t) = —x(t), cuyas soluciones son de la forma x(r) = Kj cos(r) + K3 sin(z), con
K, K; e R.

= x/(t) = 14 (x(t))?, cuyas soluciones son x(¢) = tan(t +K), con K € R.
= X'(t) = x(t)~"/2, con soluciones de la forma x(t) = (3¢ +K)2/3, donde K € R.

» X (t) =+/—x(t)? — 1, que no admite solucién.

Diremos que una EDO es de orden d si la derivada d-ésima de x es la de mayor orden
que aparece en la ecuacién. Como observamos en los ejemplos anteriores, las EDOs no
han de tener una tnica solucién, por lo que es habitual afadirles una o varias condiciones
adicionales, que suelen ser valores de la funcion x o de algunas de sus derivadas en ciertos
puntos distinguidos. Cuando la ecuacién diferencial es de orden d y nos proporcionan el
valor de x y de sus derivadas hasta orden d — 1 en un mismo punto g, esto es, los valores
de:

x(t0), X (10), - .., ¥ V1),

131
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diremos que tenemos un problema de valores iniciales (PVI Asi por ejemplo, las EDOs
del ejemplo [9.1] anterior, completadas con las condiciones iniciales que se indican, pro-
ducen los siguientes PVIs.

Ejemplo 9.2.
» X'(t) = Ax(t) y x(5) = 1, tiene como solucién x(r) = e} 3.

» X'(t) = —x(t), con x(0) =0y x'(0) = 1, tiene como tnica solucién x(¢) = sen(z).

» X(t) =1+ (x(t))* y x(0) = 0, tiene como tnica solucién x(¢) = tan(t).

= x/(1) =x(t)~"/2, con x(0) = 0, tiene infinitas soluciones que podemos escribir como:
x(t) = (3t +K) i/ > con K <0, donde (+)+ denota la funcién parte positiva.

Vectorizacion de ecuaciones de orden superior. Por lo general, un PVI de orden
d > 1 se puede reescribir, de forma equivalente, como una EDO de orden 1 vectorial, es
decir, de la forma

W' (t) = fu(t),r), ula)=ug€RY t€]a,bl, .1

donde u(t) es una funcién vectorial. Asi, el PVIx” = —x, con x(0) =0y x’(0) = 1, puede
Ser reescrito como

(90 < (5 ) (0. con a0.0n00) 0.

donde la incognita es la funcién vectorial u(r) = (u; (¢), ua(t)) = (x(¢), x'(¢)).

Existencia y unicidad de solucion. Antes de plantearnos la aproximacién de las so-
Iuciones de un PVI, es recomendable asegurarnos que tenga solucién y que esta sea
unica. En este sentido, el siguiente resultado nos puede ser de gran utilidad (este, y otros
concernientes al tratamiento analitico de PVIs, se pueden encontrar en [3} [13], asi como
numerosas aplicaciones de modelado en [26}29]).

Teorema 9.3 (Picard-Lindelof).
= Hipétesis: sea una funcion f : R? x [a,b] — R? tal que
e es continua en ambas variables,

* tiene derivada continua y acotada respecto de la primera variablﬂ

» Tesis: existe u : [a,b] — R? iinica solucién de ©.1).

UEn el capitulo |10| trataremos EDOs con condiciones en los extremos de un cierto intervalo. Estos
problemas se denominardn problemas de valores en la frontera o problemas de contorno.
2En realidad basta que f sea lipschitziana con respecto a la primera variable.
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En el ejemplo[9.2]encontramos diferentes casos sobre existencia y unicidad. Mientras
que la solucién del tercer ejemplo tnicamente existe como mucho para valores de ¢ en el
intervalo | — %, % [, en el cuarto ejemplo no se tiene unicidad de solucién, atin imponiendo
una condicién inicial. Por lo tanto, sefialamos que a lo largo de este capitulo supondremos
que los PVIs estudiados tienen siempre existencia y unicidad de solucién. De hecho, si
no hay solucién, ;qué sentido tendria aproximar algo que no existe? Y si la solucién no

es unica, ;cudl de ellas aproximaria nuestro método?

9.1.1. Algunos métodos de integracion numérica

Una vez supuesta la existencia y unicidad de la solucién u : [a,b] — R? de (©.1)),
nos planteamos obtener métodos para su aproximacion numéricﬂ Concretamente, nos
centraremos en esquemas en diferencias finitas, cuyo objetivo bésico es calcular valores
aproximados de u(t,), que denotaremos por y,, sobre ciertos valores de la variable #, €
[a,b]. Concretamente, dada una particion del intervalo [a,b], a =1 <t < ... <ty =
b, se dice que una aproximacién numérica de u en dicha particién viene dada por los
pares (t,,y,), paran =0, ..., N. Por método numérico entenderemos un algoritmo para
calcular los valores y,, que aproximan a u(z,).

Veamos, por ejemplo, la deduccién de uno de los métodos mds elementales y clasi-
cos, el método de Euler explicito. A partir del PVI (9.1)) obtenemos las identidades

u (t,) = f(u(ty),t,), paracadat,, n=0,1,...,N, 9.2)

o bien, integrando,

W(tnst) — uty) = /t " (5) ds = /t " u(s), ) ds. 9.3)

n

Empleando la férmula de diferencias progresivas para aproximar la derivada en (9.2)),
o bien la férmula de rectdngulos a izquierda para aproximar la integral en (9.3) (véase
capitulo[§)), se deduce que

u(tn-‘rl) ~ u(tn) + (tn+1 *tn)f(u(tn)atn)a 0<n<N-1

Imponiendo igualdad en esta expresion y sustituyendo la solucién exacta por sus valores
aproximados obtendremos una regla de cdlculo, para los valores aproximados y,, que se
denomina método de Euler explicito.

Algoritmo 9.4 (Euler explicito para el PVI (9.1)).
" Yo = Uo,
" Y] =Ynt (thrl _tn) f(ynvtﬂ)v n=0.

3La resolucién de ecuaciones también suele denominarse integracion de ecuaciones, por lo que las
técnicas de resolucion se denominan métodos de integracion numérica. Es preciso no confundirlas con
las férmulas de cuadratura estudiadas en el capl’tulo[?_?]para calcular integrales numéricamente.
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Es decir, a partir del valor yyp = ug (que viene dado por la condicién inicial u(ty) = ug)
el método permite calcular y;; después, a partir de y; permite calcular y,, y asi sucesiva-
mente el resto de los valores aproximados. En la siguiente seccién veremos su funciona-
miento al aproximar la solucién de un problema concreto.

Este ejemplo basta para entender la idea general de construccién de gran cantidad
de métodos: en primer lugar se realiza una particion uniformeﬂ del intervalo [a,b], es
decir, que los nodos estén todos a la misma distancia y dados por la expresién

t, =a+nh, donden=0,....Nyh= bﬁ“, siendo N € N un natural no nulo.

Al ndmero & se le llama tamafio de la particion. En segundo lugar se discretiza la
ecuacion, bien empleando férmulas de aproximacion para la derivadeﬂ que aparece en
(©.2) en cada uno de los nodos, o bien férmulas de cuadratura para aproximar la integral
en (0.3)) usando algunos de los nodos de la particién. Ambas técnicas estudiadas en el
capitulo [8] Por dltimo, se despeja la incognita y,; (la de mayor indice) en funcién de
las anteriores aproximaciones. La diferencia esencial entre un método y otro proviene de
la forma en que se discretice la ecuacién diferencial.

Asi, de forma andloga al método de Euler explicito, podemos deducir los siguientes
métodos de un paso, es decir, en los que y,11 s6lo depende de la aproximacién inme-
diatamente anterior y;,.

Buler implicito: Vi1 = Ya+hf(ns1sbat1).

h
Trapezoidal o de Crank-Nicolson:  yut1 = yn+ = (fnstn) + F Ont1:tas1))-

2
h/o d
Taylor de orden 2:  yn+1 =y +h<f(ynvtn> + 2 (87{ +fa£> (ynvtn)) :

. h h
Euler mejorado:  y,11 =y, + hf(y,, + Ef(yn,tn), t+ 5) )

Observemos que los dos primeros métodos son implicitos, esto es, para despejar ;4|
en cada paso, es preciso resolver una ecuacion, lo que aumenta el coste computacional
del método.

Por otro lado, se pueden proponer métodos que involucren los valores aproximados
en mds de dos nodos, con lo que llegamos a los denominados métodos multipaso, donde
los mds conocidos son las familias de métodos Adams—Bashfort (explicitos) y Adams-
Moulton (implicitos) y de diferenciacion regresiva o BDF (Backward Differenciating
Formulas). A continuacién mostramos casos particulares para dos pasos (es decir, para
despejar y, > es preciso usar dos aproximaciones previas, y,+1 € yp):

“4En realidad, la particién no ha de ser uniforme. Por simplicidad nos restringimos a este caso.
SEn ocasiones, ademds de la derivada, podemos discretizar cualquier otro término de la ecuacién
diferencial (9.2).
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Adams-Bashfort: Yn4+2 = Yn+1 = (_f(ynvtn) +3f(yn+17tn+1))~

==

Adams-Moulton:  yni2 —yny1 = 2 (_ f(ynatn) + 8f(yn+17tn+1) + Sf(YI1+27tn+2))-
Método BDF:  3y,12 —4yni1 +Yn = 28f (Yns2,tn12)-

Como idea general, comentar que los métodos BDF se obtienen a partir de férmulas de
aproximacion de la primera derivada aplicados a (9.2)), mientras que las férmulas de tipo
Adams se obtienen a partir de férmulas de cuadratura para aproximar la integral en (9.3).
En ambos casos las aproximaciones usadas son de tipo interpolatorio.

Como ya hemos dicho, se pueden crear tantos esquemas numéricos asociados a (9.1)
como discretizaciones hagamos de la EDO, y cada uno con sus propiedades especifi-
cas: explicitos o implicitos, consistencia, orden, estabilidad, convergencia, regién de A-
estabilidad, etc. El conocimiento de estas propiedades bdsicas permite discutir la idonei-
dad de unos métodos u otros ante un determinado problema, e incluso obtener estimado-
res del error cometido de forma que, por ejemplo, se puedan emplear métodos de paso
adaptativo, esto es, métodos que ajustan el valor del paso, i, para que el error no sobre-
pase un determinado umbral. Remitimos a [[18] para una revisién de estos conceptos, 0
bien a [[7]] para una exposicidn rigurosa de todos estos aspectos.

9.2. Resolucion numérica de PVIs

Antes de presentar los comandos que Octave posee para la resolucién de PVIs, vamos
a hacer un breve ejercicio sobre un ejemplo al que aplicaremos con Octave el método mas
elemental, el método de Euler explicito descrito en el algoritmo @

Ejemplo 9.5. Consideramos el PVI x/(t) = A x(r), x(5) = 1, y pretendemos aproximar
su solucién en el intervalo [5, 6]. En primer lugar vamos a construir la particién uniforme
del intervalo: 1, = 5+nh, con n =0,...,N, siendo h = 1/N el paso y N un nimero
natural cualquiera no nulo (que determina el nimero de subintervalos). Para estos datos,
el algoritmo [9.4] da lugar a:

yo=1, Yut1 =Yn+hAy,=(1+hA)y,, paran 0. 9.4)

Mediante el siguiente c6digo, para A = 1, comparamos la solucién analitica x(¢) = e/ =

con las soluciones aproximadas obtenidas tomando 6 y 11 nodos (estoes, N=5y N = 10,
respectivamente). El cdlculo de los valores aproximados se hace afadiendo al vector
y, que inicialmente contiene Unicamente la condicidn inicial, cada una de las distin-
tas aproximaciones a partir de la férmula (9.4), una a una. Notamos que generar una
particién uniforme en N trozos del intervalo [5,6] con Octave es posible tanto usando
linspace (a,b, N+1), como usando el rango 5:h: 6 (siendo 4 = 1/N). Comentamos
ademds que el comando c1 £, que aparece en el siguiente cddigo, se utiliza para borrar la
ventana grafica que, eventualmente, podria estar abierta con algtin grafico anterior.
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lambda = 1;

% Representamos la solucidén analitica

clf

hold on

t = 5:0.01:6;

plot (t,exp (lambdaxt—=5), 'k");

Representamos los valores aproximados con 6 nodos
N = 5;
h = 1/N;
y
£

o\

= [11;
or i = 1:N
y = [y,y(:,1) % (1l+lambda~*h)];
endfor
plot (5:h:6,y, "xr")
% Representamos los valores aproximados con 11 nodos
N 10;
h = 1/N;
y = [11;
for 1 = 1:N
vy = [y,y(:,1)*(1l+lambdax*h)];
endfor
plot (5:h:6,y, 'ob")
xlabel ("t");ylabel ("v");
legend('Soluc. exacta', "Aprox. 6 nodos', 'Aprox. 11 nodos')
hold off

= Soluc. exacta
* Aprox. 6 nodos
© Aprox. 11 nodos
25
o
°
%
> 2 4
£
15
1 .
5 5.2 5.4 5.6 5.8 6

Figura 9.1: Aproximaciones numéricas mediante Euler explicito.

Podemos observar en la figura[0.1] que, efectivamente, los valores aproximados son

cada vez mejores aproximaciones de x cuando se aumenta el nimero de nodos o, equi-
valentemente, cuando / tiende a cero. Esta convergencia es la propiedad bdsica que
debemos exigir a cualquier método.
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9.2.1. El comando Isode

El comando predeterminado de Octave para resolver PVIs del tipo (9.1) es 1sode,
aunque podemos emplear el paquete opcional 0OdePkg con multitud de comandos y mé-
todos disponibles. Los argumentos bésicos que requiere 1 sode son:

= una cadena de caracteres o una funcién anénima que llame a la funcién f que deter-
mina la ecuacidn diferencial,

= el vector columna con los valores iniciales u,
= un vector columna con los nodos #, en los que se quiere calcular la aproximacion.

Por defecto, 1sode devuelve una matriz donde cada columna contiene los y,, es
decir, los valores aproximados del vector solucién u sobre cada uno de los nodos #, que
se han indicado en el tercer argumento.

Ejemplo 9.6. Vamos a aproximar las soluciones del sistema de Lotka-Volterra, también
llamado de presa-depredador,

uy(t) = au(t) —bus(t)u (1) }
uh(t) = —cup(t) +duy (1)ua(r)

que modela la evolucién temporal de sendas poblaciones u; y u, de presas y depredado-
res respectivamente, siendo a la tasa de natalidad de las presas y ¢ la tasa de mortalidad
de depredadores, mientras que la tasa de natalidad de depredadores es du;(¢) (propor-
cional al nimero de presas) y la tasa de mortalidad de presas es bu(t) (proporcional a
la cantidad de depredadores). Eligiendo a = b = ¢ = d = 1, podemos obtener una apro-
ximacién de soluciones concretas de este sistema mediante siguientes los comandos:

> function udot = presadepre (u,t)
a=1l; b=1; c=1; d=1;

udot (1,1) = axu(l)—bxu(l)=*u(2);
udot (2,1) = —c*u(2)+d*u(l)*u(2);
endfunction

> t = linspace(0,10,100)"';
> sol = lsode('presadepre', [0.5;0.5],t);

Primero hemos definido la funcién presadepre que determina la ecuacién diferencial y
el vector columna t con la particién del intervalo [0, 10] con 100 valores equiespaciados.
Por ultimo, en la matriz sol, hemos guardado el resultado de la simulacién numérica,
que podemos ahora representar graficamente mediante uno de los comandos

> plot(t,sol(:,1),t,s0l(:,2))
> plot(t,sol")

Si queremos representar la solucién obtenida sobre el diagrama de fases (esto es, la
aproximacion a la curva (u;(t),uz(¢))), lo podemos hacer mediante el comando
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> plot(sol(:,1),s0l(:,2))

Observamos ambas salidas graficas en la figura [0.2] Notamos, como particularidad de
este modelo, que sus soluciones son periddicas.

25 25

15 15

0.5 0.5

Figura 9.2: Lotka-Volterra: evolucién (izda.) y diagrama de fases (dcha.)

El comando 1sode determina, de forma automatica, tanto el método a emplear co-
mo el tamafio de paso empleado en funcién de ciertas tolerancias preestablecidas, de
manera que el usuario obtiene un resultado sin necesidad de saber nada sobre el proceso
de generado. No obstante, debemos indicar que existen situaciones en las que la simula-
cién numérica puede no finalizar bien y, en ese caso, el comando nos puede avisar de
dos maneras: bien emitiendo mensajes de alerta, bien a través de un segundo argumento
en la respuesta (ystate) que, en caso de ser distinto de 2, indica una finalizacién inco-
rrecta del proceso. Visualizamos esto resolviendo el ejemplo x’ = 1+ x? presentado en la
introduccidn, cuya solucién x(¢) = tan(z) explota en /2.

> f = @(x,t) 1+x.72

> t = linspace (0, (pi/2)—10"(—=7),100);

> [x,ystate] = lsode(f,0,t); devuelve multiples WARNINGSs
> ystate

ystate = =5

Algunos aspectos interesantes de la integracién numérica son: el tipo y orden del
método empleado (BDF, Adams, etc.), las tolerancias absolutas y relativas en el error
cometido, los limites para el tamafio de paso 4, y el nimero maximo de iteraciones N.
Todos ellos pueden ser controlados mediante las opciones, 1sode_options, del co-
mando 1sode, que se pueden consultar en [S Differential Equations].

El comando 1sode también admite que se le pase como dato la matriz Jacobiana de
f, ya que esta puede ser de gran utilidad tanto para resolver ecuaciones, si el método es
implicito, como para obtener estimaciones del error cometido.
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Especialmente complicada es la simulacién numérica de las ecuaciones denomina-
das rigidas (stiff en inglés). Estas se caracterizan por tener partes de la solucion donde
las velocidades son muy grandes (en médulo) frente a otras partes en las que, en compa-
racioén, son mucho mas pequefias. Esto puede provocar enormes errores en los métodos
que no estén adaptados para esta caracteristica. En particular, el comando 1sode trabaja
por defecto con un algoritmo vélido para este tipo de problemas. Veamos un ejemplo
asociado a la ecuacién diferencial de un proceso quimico, que da lugar a una ecuacién
rigida.

Ejemplo 9.7. Consideramos las siguientes reacciones quimicas (reaccion de Robertson),

Al B B+B%C+B B+cBA+c
A partir de las leyes de accién de masas, la EDO asociada al proceso anterior es

uy(t) = —kiui(t) + ks up(t) uz(t)
ulz(l‘)Zklul(t)—k2bt%(l)—k3bt2(t)lt3<t) R
Wy (1) = ka3 (1)

donde u; (), up(t) y us(t) representan, respectivamente, las concentraciones de A, By C
en el instante de tiempo ¢. En el siguiente script se simula la ecuacién diferencial anterior
para valores concretos de las tasas k; y condiciones iniciales [1; 0; 0] (linicamente hay
sustancia A); ademads se representan graficamente las solucione

1 b = 10"12; % Extremo superior de integracidn

2 t = [0,10."1linspace(—4,12,100)1];

3 function up = f(u,t) % definicidén de la EDO

4 n=0; kl = 0.04; k2 = 3%1077; k3 = 10"4;

5 up (1) = —klxu(l)+k3xu(2)=*u(3);

6 up (2) = klxu(l)—=k2+u(2)"2=k3*u(2)*u(3);

7 up (3) = k2xu(2)"2;

8 endfunction

9 [sol,ystate] = lsode('f',[1;0;0],t); % resoluciodn

o

10 % representacidén grafica

11 subplot(2,1,1)

12 semilogx (t (2:end),sol(2:end, [1,3])) % grafica de u(l) y u(3)
13 subplot (2,1,2)

14 semilogx(t(2:end),sol(2:end,2),'r") % grafica de u(2)

15 ystate

Como el proceso se ha simulado en el intervalo [0, 1012], para percibir claramente la
variacion de las variables, en la representacion grafica se ha usado una escala logaritmica
en el eje x (mediante el comando semilogx). La eleccién de vector ¢ (descrita en la

%Notamos en este c6digo el uso del comando subplot(n,m,r), que crea una matriz de graficas con n
filas y m columnas, colocando la gréfica ejecutada en la posicién r de dicha tabla.



140 CAPITULO 9. ECUACIONES DIFERENCIALES I: PVI

1.4 - - -
1.2

0.8
0.6
0.4
0.2

0 - — —

ie-04 1e+00 le+04 1le+08 le+12

4e-005
3e-005
2e-005
1e-005

-1e-005
le-04 1e+00 le+04 le+08 le+12

Figura 9.3: Ejemplo de ecuaciones rigidas: reaccion de Robertson.

linea 2) que se pasa al comando 1sode estd motivada por este hecho. Para constatar el
problema de rigidez de este sistema, observamos en la figura[9.3|que el rango de variacion
de u, es mucho menor que el de las otras dos variables (por eso lo hemos representado
por separado).

En cualquier caso, una ventaja innegable de este comando de Octave con respecto a
los andlogos de programas comerciales es que, al ser de cédigo abierto, tenemos acceso
al funcionamiento integro del comando, que esta descrito en [12], y podemos adaptarlo
a nuestras necesidades especificas en cada caso.

9.2.2. Implementacion del método Runge-Kutta de orden 4

Aunque el comando 1sode serd suficiente para nuestros prop6sitos, nos puede inte-
resar programar nuestros propios métodos con Octave. Proponemos la implementacién
basica de un método que destaca por su sencillez y gran aplicabilidad para ecuaciones no
rigidas, como es el método explicito de Runge-Kutta de cuatro etapas y orden 4.

Algoritmo 9.8 (Método de Runge-Kutta).
= Yo = Uo;
» Paran >0,
o Ki = f(Yn;tn) o K> = f(yn+24Ky,t,+ 1),
° ngf(yn+§K2,tn+%), o Ka = f(yn+hK3,t, +h),
O Ynuy1 =Yn+ g(Kl +2K, +2K3+ Ky).

La implementacién queda descrita en la siguiente funcién.
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1 function [t,y] = rkédsolver(f,t0,tfinal,ul,N)

2 % Resuelve el PVI: u'(t)=f(u(t),t) en [t0,tfinal]

3 % empleando el método de Runge—Kutta explicito de orden 4.
4 % En el caso n—dimensional, u0 es un vector columna.

5 % Devuelve:

6 % t = vector con los nodos;

7% y(:,1) = vector con las aproximaciones de u(t (i)).

8 h = (tfinal—t0)/N; % h tamano de paso temporal
9 t = linspace(t0O,tfinal,N+1); % vector de nodos

10 y = u0; % condicidén inicial

11 % Bucle con evolucién temporal

12 for 1 = 1:N

13 Kl = feval(f,y(:,1),t(1));

14 K2 = feval (f,y(:,1)+h*K1/2,t (i)+h/2);

15 K3 = feval (f,y(:,1)+h*xK2/2,t (1)+h/2);

16 K4 = feval(f,y(:,1)+hxK3,t (i)+h);

17 v = [y, (y(:,1)+hx (K1+2+K2+2xK3+K4) /6)];

18 endfor

19 endfunction

A continuacién vamos a aplicar este método al conocido como problema balistico,
esto es, el calculo de la trayectoria que sigue un cuerpo lanzado desde un determinado
punto y sobre el que, tras el impulso inicial, inicamente actia el rozamiento y la fuerza
de la gravedad. Aunque reciba un nombre tan bélico, puede ser aplicado a infinidad de
situaciones particulares, como puede ser el juego de golf.

Ejemplo 9.9. Suponemos que una bola de golf es lanzada, desde el origen de coordena-
das, en direccién a la parte positiva del eje OX. Si llamamos (x(z),y(¢)) a su posicién en
el instante de tiempo ¢, es facil deducir que se cumplen las ecuaciones

) o) e, b s (0L3(0) = (0.0), ((0)(0) = (o)

donde U es una constante positiva relacionada con el rozamiento entre el aire y la bola,
mes sumasay g = 9.8m/ s> la aceleracién de la gravedad (en el caso de la bola de
golf u/m= 0.25s~!). Mediante un adecuado cambio de Variableﬂ podemos describir la
trayectoria de la bola mediante coordenadas de la forma (x,y(x)), de manera que y(x)
verifica el PVI

y(x) = (e Ex’ y(0) =0, y(0)=vy/vy =8, 9.5)

mvx

donde 6 es el dngulo de lanzamiento y el alcance maximo de la bola. La notacién
de este problema no coincide con la que venimos usando en el resto del capitulo ya que,
como se puede observar, la que empleamos es totalmente natural por su significado fisico.

7Para quien esté interesado en ello, el cambio aludido viene dado por r = (x) = _Tm In (1 — % x>.
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Tomando v = /v§ +v3 = 50km/h como velocidad inicial (y por tanto v, = vcos(8)) y

p/m = 0.25s"!, vamos a aproximar posibles trayectorias de la bola, dependiendo del
angulo del lanzamiento inicial, 6 en (9.3).

T - NV S SO U R R

global vx;
v = 50%1000/3600; % velocidad expresada en m/s
hold on
axis([0,15,0,81);
function [d] = bolafun(z, x)
global vx;
d = [2(2);—9.8/(vx—0.25%x) .72];
endfunction
for theta = pi/16:pi/16:6xpi/16
vxX = v+*cos (theta);
[xnum, solnum] = rkdsolver ('bolafun',0,15,[0;tan(theta)],100);
plot (xnum, solnum(1l, :))
endfor
xlabel ("x");
ylabel ("y");
hold off

Figura 9.4: Trayectorias en funcién del dngulo de tiro inicial.

Son varias las observaciones que tenemos que hacer sobre este cddigo. La velocidad

inicial considerada (linea 2) se ha expresado en m/s para que sea compatible con las
dimensiones del resto de las cantidades involucradas en el problema. La representacion
de las trayectorias, para distintos dngulos de tiro, se hardn en una misma caja de dimen-
siones [0, 15] x [0, 8] (linea 4), ya que en caso contrario la representacién muestra toda
la trayectoria y puede ser poco ilustrativo. Antes de comenzar con las representaciones,
fijamos la ventana grafica mediante el comando hold (linea 3). La funcién 'bolafun’,
que define la ecuacién diferencial (9.3)), depende del pardmetro v, que cambia al variar
el angulo de tiro inicial, por lo que almacenamos dicha cantidad en la variable global
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vx (linea 1) y la actualizamos (linea 10) cada vez que cambiamos el valor del dngulo 6.
Observemos que dicha variable es de caracter global y se ha de declarar también dentro
de la funcién 'bolafun' (linea 6).

Ejemplo 9.10. Las trayectorias representadas en el ejemplo[9.9necesitan de una pequefia
explicacion para que la persona que no estd familiarizada con este tipo de técnicas las
comprenda. En efecto, es 16gico intentar presentar los resultados que queremos mostrar
de la manera mds intuitiva posible. Asi, en el problema anterior, podriamos mostrar una
pelicula con la evolucién temporal de la bola de golf, de manera que aparezca de forma
natural el concepto de trayectoria. En este ejemplo vamos a ver cémo se puede generar
una animacioén de este tipo. Para ello, vamos a emplear las graficas que produce Octave
a modo de fotogramas y las montaremos con otro programa apropiado para ello.

Con el siguiente cédigo de Octave simulamos mediante Runge-Kutta la trayectoria
de la bola de golf siguiendo el modelo anterior para un dngulo inicial de tiro fijo 6 = /4.

1 1;

2 function [d] = bolafun(z, x)

3 vx = (50%x1000/3600) xcos (pi/4);

4 d= [2(2);—9.8/(vx—0.25%x) .72];

5 endfunction

6 [xnum, solnum] = rkdsolver ('bolafun',0,15,[0;tan(pi/4)]1,300);

7 clf

8 axis([0,15,—1,6]1);

9 hold on

10 for i = 0:100

11 plot (xnum (1+3%1i),solnum (1, 1+3xi), "rx");

12 saveas (1, strcat ('./graftiro/imagen',num2str (i), '.png'), 'png');
13 % Ojo! La carpeta graftiro ha de estar creada con anterioridad.
14 endfor

15 hold off

Por este motivo, no hace falta declarar la variable vx, ya que es un dato que emplea-
mos directamente en la definicién de la funcién bolafun. Dicha aproximacién numérica
da informacién sobre la posicion y velocidad de la bola para 301 valores x; consecutivos
y equiespaciados, que van desde x(0) = 0 hasta x(300) = 15. Para visualizar mejor la
trayectoria, mostramos solo una de cada tres posiciones, generando asi un total de 101
gréificas, de modo que en cada una de ellas se muestra un punto mds que en la anterior.
Para ello, tras limpiar la pantalla grafica y fijar el recuadro [0,15] x [—1,6] (lineas 7 y
8), en el que se realizan todas las representaciones, se ejecuta hold on para que las
sucesivas graficas se superpongan. La generacién de éstas se hace mediante un bucle
for cuyo contador va de 0 a 100. Este contador sirve tanto para seleccionar el nuevo
punto (linea 11), que se representa mediante un asterisco (rojo), como para darle nom-
bre al fichero grifico donde se guardara (linea 12). Estos ficheros se van a guardar en
formato png en la subcarpeta “graftiro” del directorio de trabajo (que ha de estar crea-
da previamente) y se denominardn “imagen#.png”’, donde # serd un nimero de 0 a 100.
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Esto es posible gracias al comando st rcat que concatena varias cadenas de caracteres:
'./graftiro/imagen’', la salida de la funcién num2str y '.png'. Observemos
que num2str toma un ndmero y devuelve la cadena de caracteres que lo representa. Si
no queremos mantener en las graficas las posiciones anteriores, solo hay que dejar de
usar el comando hold.

Una vez se tienen todas las gréficas en la carpeta indicada, lo unico que queda es
montar la animacidn, esto es, que las graficas se muestren una tras otra de forma que pa-
rezca un movimiento continuo. Para ello se pueden emplear distintos programas de libre
distribucion, de entre los cuales nosotros hemos elegido FFmpeg, por estar disponible pa-
ra una gran variedad de plataformas. Este programa, que ha de usarse desde un terminal
externo a Octave, convierte los ficheros en una animacién mediante la instruccién:

ffmpeg -i "imagen)Old.png" animacion.mpeg

que se ha de ejecutar una desde la carpeta “graftiro”, que es donde se encuentran las
gréficas. En este caso devuelve un fichero de video denominado “animacién” en formato
mpeg, aunque se pueden escoger otros formatos de salida, como por ejemplo avi.

6 6
5 5
4 4
3 3
2 2
1 1
0 0
1 1
0 5 10 15 0 5 10 15
6 6
5 5
4 4
3 3
2 2
1 1
0 0
1 1
0 5 10 15 0 5 10 15

Figura 9.5: Cuatro instantdneas del recorrido de la bola.



Capitulo 10

Ecuaciones diferenciales I1:;
Problemas de valores en la
frontera

Este capitulo estd dedicado a la simulacién de soluciones de ecuaciones diferencia-
les ordinarias donde, en lugar de fijar ciertas condiciones iniciales (como hicimos en el
capitulo[9), predeterminamos los valores que ha de tomar la solucién en los extremos del
intervalo donde se pretende aproximar la solucién. Estas son las llamadas condiciones
de contorno o de frontera. Dichos problemas se denominan genéricamente Problemas
de Valores en la Frontera (PVF). Puesto que se imponen condiciones en dos puntos, las
ecuaciones diferenciales asociadas suelen ser también de orden dos (aunque esto no es
una regla). Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 10.1. La ecuacion diferencial x”(f) = —x(z), como vimos en el ejemplo
tiene por soluciones las funciones x(¢) = Kj cos(t) + K, sin(¢), con K, K, € R. Veamos
qué ocurre con el PVF para distintas condiciones de contorno.

= Si imponemos x(0) =0y x(7/2) = 1, obtenemos la solucién dnica x(¢) = sen(r).

= Si pedimos x(0) = 0 y x(m) = 0, existen infinitas soluciones de la forma x(¢) =
Ksen(t), con K € R.

= Por dltimo, si imponemos las condiciones x(0) = 0 y x(7) = 1, observamos fécil-
mente que no existe solucion.

A partir de este sencillo ejemplo, constatamos que la existencia y unicidad de los
PVFs (asi como su simulaciéon numérica) requiere de un andlisis particular, ya que una
misma ecuacién diferencial con distintas condiciones de contorno puede presentar situa-
ciones bien diferentes.

145
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10.1. Fundamentos teoricos

Para facilitar en la exposicién del tema, adoptaremos la siguiente expresion estandar
de un PVF unidimensional:
eviy [ 0 = 10200, 1€ab], (EDO)
x(a) = a, x(b) = B. (condiciones de frontera)

Por simplicidad en este texto, hemos elegido condiciones de frontera de tipo Dirichlet.
No obstante, las ideas que aqui se expongan se pueden generalizar a condiciones de
frontera mas generales, por ejemplo del tipo

apx(a) —a1¥'(a) = a, box(b) +by X (b) =B,

(10.1)

e, incluso, al caso de ecuaciones diferenciales de mayor orden.

Respecto al buen planteamiento de (I0.T)), hemos de comentar que son varias las
ideas que se pueden usar para justificarlo. El enfoque que nosotros tomaremos viene
motivado por las técnicas de tiro, que veremos en la dltima parte del tema. La idea
bdsica es la siguiente, tomamos un valor s que podemos mover a discrecién, creamos
el PVI (que usa sélo la primera condicién de frontera de (I0.1I), dejando una segunda
condicion inicial en funcién de un pardmetro)

K (1) = f(x(2),x'(2),1), t€]la,b], x(a) =, ¥'(a) =, (10.2)

llamando x(;s) a su solucién (suponemos pues que f cumple el teorema . Ahora se
trata de encontrar algin valor de s tal que la correspondiente solucién de tome el
valor § en t = b, es decir x(b;s) = . De hecho, tendr4 tantas soluciones como
ceros tenga la funcion de tiro ¢ (s) = x(b;s) — B. A partir de esta idea se puede probar
el siguiente resultado.

Teorema 10.2.
» Hipdtesis: sea una funcion f : R X R x [a,b] — R tal que
o f(x,y,t) es continua en R x R X [a,b],
* tanto dyf como 9y f son continuas 'y acotadas en R x R x [a, D),
* 0<dif en RxRX[a,b].
= Tesis: el problema tiene una tinica solucion x(t;sy) correspondiente al vinico
cero de la funcion de tiro (es decir, ¢ (so) = 0).

Varios son los comentarios que merece este resultado, pudiéndose consultar sus de-
talles en [[7]. Destacamos que la positividad de d, f permite demostrar que la funcién de
tiro cumple la condicién

' (s)=>c>0, VseR.
Asi podemos concluir que tiene un tnico cero y, por consiguiente, la existencia y uni-

cidad de solucién de (I0.T). Pero lo mds interesante para nuestros propdsitos es que
obtenemos valiosa informacion que nos permitird analizar los métodos de tiro en la sec-

cién |10.2.2] Ademads, como vemos en el ejemplo (donde f(x,y,t) = —x), si dicha
hipétesis no se cumple, el resultado no es cierto en general.
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10.2. Resolucion numérica de PVFs

Octave no incluye por defecto funciones para resolver PVFs, si bien el paquete
OdePkg si contiene una funcién, bvp4c, para tal fin. En cualquier caso, pasamos di-
rectamente a ver cdmo podemos resolver nosotros estos problemas, bien mediante es-
quemas en diferencias finitas, bien mediante métodos de tiro. Para el uso de OdePkg
y bvp4c, nos remitimos a la ayuda de Octave [3]].

10.2.1. Métodos en diferencias finitas para problemas lineales

Antes de introducir esta técnica de modo general, veamos cémo usarla a través de un
ejemplo sencillo, aunque no poco interesante, que permitird entender intuitivamente su
funcionamiento.

Ejemplo 10.3. Comenzamos viendo un PVF asociado a la denominada ecuacién de Pois-
son unidimensional,

X'(t)=r(t), te€la,b], x(a)=a,x(b)=2, (10.3)

donde r() es una funcién dada. Para resolverlo usaremos diferencias finitas.
En primer lugar tomamos la siguiente particion uniformeE] del intervalo [a, b):

th=a+nh n=0,...,(N+1), h NeN. (10.4)

N+
A continuacion discretizamos las derivadas, que aparecen en la ecuacion diferencial,
mediante la férmula de diferencias centradas para la segunda derivada (descrita en la
seccién[8.1.1)) de manera que, en los nodos interiores (los distintos de a y b), tenemos

X(tny1) = 2x(tn) +X(tn—1)
h2

~r(t,), n=1,...,N,

mientras que en los nodos extremos, fo = a 'y fy+1 = b, imponemos obviamente las con-
diciones de frontera, esto es x(tp) = & y x(tx+1) = B. Asi, esta expresion nos proporciona
un método para calcular el conjunto de los valores aproximados y, =~ x(z,) como solu-
cion del sistema de ecuaciones lineales dado por

1 _ _
h—z(ﬁn+1—2yn+in_1)—r(tn), n=1,...,N, } (10.5)
Yo =&, yN+1_ﬁ'

De este modo, la resolucién numérica del PVF (10.3)) se concreta en la resolucién del
sistema (10.5)), cuya expresién matricial estd determinada por una matriz tridiagonal:

1A diferencia de los PVIs resueltos en la seccién[9.1.1] ahora tomamos N + 1 subintervalos, es decir,
N + 2 nodos equiespaciados, cuyo objetivo es obtener un sistema de ecuaciones N X N.
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-2 1 yi n= g
| 1 -2 1 » r
zf L : = : s (10.6)
(I -1 rN-1
1 -2 NxN YN N — ,%
donde r; = r(t;) y las incognitas del sistema son los valores y; parai = 1,...,N. De esta
forma la solucién numérica obtenida viene dada por los valores (@,y1,y2,...,yn,B).

La implementacién en Octave de dichos cdlculos para el PVF (10.3) se puede hacer
mediante el cédigo recogido en el siguiente script, que ha sido adaptado de [18]].

Calcula una aproximacién por diferencias finitas centradas del

1%

2 % PVF: x'"'(t) = r(t), t en [a,Db], x(a) = alpha, x(b) = beta

3 % Datos del problema

4 a=0; b= 4;

5 alpha = 1; beta = 2;

6 r = Q@(t) —cos(t); % Funcidén r(t) (evaluable sobre vectores)
7 % Definimos la discretizacidén

8 N = 30; % Numero de nodos interiores (ha de ser >2)
9 h = (b—a)/(N+1);

10 t = linspace(a,b,N+2); % Nodos, incluidos a y b

11 % Definicidén de la matriz de coeficientes

12 aux = ones (N,1)/h"2;
13 A = spdiags([aux —2*aux aux],[-1 0 1],N,N);
14 % Definicidén del vector de términos independientes

15 tint = (£ (2:N+1))"'; % Lista de N nodos interiores

16 rhs = r(tint); % rhs serd el término independiente
17 rhs(l) = rhs(l)—alpha/h"2;

18 rhs(N) = rhs(N)—beta/h"2;

19 % Resolucidén del sistema

20 y = A\rhs;

21 % Representacién de la solucidn numérica y la exacta
2 y = [alpha; y; betal;

23 plot(t,y,'',t,alpha —1+(beta—cos(4))*t/4+cos(t))

A continuacidén analizamos con cierto detalle el c6digo de este script.

= Tras la definicién de los datos del problema, construimos la discretizacién del domi-
nio [a,b] mediante el comando 1inspace (linea 10).

= En la definicién de la matriz de coeficientes del sistema (T0.6) explotamos su es-
tructura tridiagonal, esto es, de sus N2 componentes, inicamente los 3N — 2 valores
de sus 3 diagonales principales son no nulos. Este es un ejemplo de lo que se cono-
ce como matriz hueca o dispersa (sparse matrix en inglés). Por tanto, para que la
memoria que consume Octave al resolver el sistema sea mucho menor, esta matriz
puede representarse de forma especial, de manera que en su definicién se indican
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Unicamente aquellas componentes de la matriz que son no nulas. Asi pues, emplea-
remos el comando spdiags (linea 13), que requiere, en primer lugar, que se le
proporcione una matriz cuyas columnas sean los valores que aparezcan en las diago-
nales para recolocarlos debidamente (en el ejemplo siguiente, pagina[I50} se explica
completamente el funcionamiento de spdiags).

= Para definir el término independiente del SEL, que guardamos en la variable rhs,
primero evaluamos la funcién r sobre los nodos interiores (linea 16) y seguidamente
modificamos la primera y la tltima componente de dicho vector restando o /h* y
B/h? respectivamente, tal y como aparece en (T10.6)).

= Una vez definido el sistema (10.6), resolvemos con el comando directo \ (linea 20)
y mostramos el resultado junto con la solucion exacta, que vemos en la figura[10.1]

1.8

1.6

1.4

0.8
0

Figura 10.1: Soluciones aproximada y exacta del problema de Poisson.

A través de este caso particular, hemos podido apreciar claramente el proceso em-
pleado: particidn del intervalo, discretizacién de la ecuacidn, planteamiento y resolucién
del SEL con matriz tridiagonal (dispersa), y representacion grafica. Pasamos pues a pre-
sentar el método de diferencias finitas aplicado a un PVF cuya EDO asociada sea lineal
de orden 2, esto es,

X'(t) = p(t)x(t) +q(t)X (t) +r(t), t€[a,b], x(a)=a, x(b)=B. (10.7)

Gracias al teorema si las funciones p, ¢ y r son continuas y, ademds, p = d,f
es positiva, entonces podemos afirmar que existe una tnica solucién de (I0.7). En este
caso la notacién de la particién del intervalo es la dada en(10.4). La discretizacién
de la ecuacion diferencial, empleando férmulas de aproximacién en diferencias finitas
centradas en los nodos interiores, nos lleva a la expresion

X(tyi1) — 2xh(;n) +x(th-1) _ q(tn)x(tn-«-l);hx(tn—l)

—p(t)x(ty) = r(ty), n=1,...,N.
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Por tanto, en este caso las soluciones aproximadas resuelven el SEL siguiente:

{ e (025 5 = @4 () + (1= ")y ) = 1 =1,

Yo =&, yN+1:B7

que, matricialmente, se reescribe de nuevo mediante una matriz tridiagonal,

a ¢ V1 ra— (Xb1
by aa » 193
: = , (10.8)
byv_1 an-1 cn— YN-1 N-1
by an YN v —Ben

hq(tn hq(tn
donde ay = 5 (—2—12p(ty)), by = 5 (1+ "4 y ¢, = L (1 2aln)y
Para adaptar el script del ejemplo[10.3] afiadiremos la declaracién de las funciones p
y ¢ y construiremos el SEL (10.8) mediante el comando spdiags (véanse las lineas 16
y 17 del cédigo que sigue) a partir de una matriz B cuyas columnas sean los coeficientes
b;, a; y c;. Concretamente A=spdiags (B, [1 0 —1],N,N) ' crea

by a1 ¢ ap ci

by a o by a»
B= . — A=

by ay cn by ay

Veamos en el siguiente esquema el funcionamiento de spdiags. Notamos que el primer
valor del vector colocado en la superdiagonal y el el dltimo de la subdiagonal (notados
por e) desaparecen, por lo que primero los colocamos en orden [1 0 —1] y luego
trasponemos.

Bi||B:||Bs|| B —— spdiags (B, [1 0 —1],N,N)

Ejemplo 10.4. En el siguiente script se implementa el método propuesto y se aplica al
PVF de tipo (10.7) (cuya solucién exacta es x(z) = /x+ log(x)) dado por
11 1 8 In(r)

K'(t) = —gx/(t) + 32+ 55— ) =1, x(4) = VA +1n(4).
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=T - NV S N U Ry R

Calcula una aproximacién por diferencias finitas centradas del

% PVF lineal: x''(t) = g(t)x(t) + p(t)x'"(t)+ r, t en [a,b],
% x (a)=alpha, x(b)=beta

% Definimos los datos del problema

a =1; alpha = 1;

b = 4; Dbeta = 47(1/3)+1log(4);

g = Q(t) 1./(£."2); % Funciones p(t), g(t) y r(t)

p = @(t) —11./(3*t) ; % (evaluables sobre vectores)

r = @(t) 8./(3xt.”"2)—log(t)./(t."2);

% Definimos la discretizacion

N = 30; % Numero de nodos interiores (ha de ser >2)
h = (b—a)/(N+1);

t = linspace(a,b,N+2); % Nodos, incluidos a vy b

tint = (£t (2:N+1))"'; % Vector columna de N nodos interiores
% Definicidén de la matriz A de coeficientes

B = [l+p(tint)+h/2,—2—qg(tint)*h"2,1—p(tint)*h/2]./h"2;

A = spdiags(B, [1 0 —1], N, N)';

o\

Definicidén del vector de términos independientes
rhs = r(tint);

rhs (1) = rhs(l)—alpha*B(1,1);

rhs (N) = rhs (N)—beta*B (N, 3);

% Resolucidén del sistema

y = A\rhs;

% Representacidén de las soluciones numérica y exacta
soln = [alpha; y; betal;

plot (t,soln, '«',t,t.”(1/3)+1log(t))

25

15

Figura 10.2: Soluciones exacta y aproximada del ejemplo[10.4]

Nétese que, si intentamos aplicar esta técnica al PVF general descrito en (T0.1), el

sistema de ecuaciones que aparece al discretizar la ecuacion seria no lineal:

x(tn-‘rl) - 2xh(;n) +x(l‘n—l) _ f(x(tn>, x(tn+1)2;/lx(tn—1) ,tn),
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por lo que puede ser complicado de resolver. Por ello vamos a proponer en el siguiente
apartado los métodos de tiro como alternativa para PVFs no lineales.

10.2.2. Métodos de tiro simple

Este método numérico, en su versiéon mds simple, es totalmente andlogo al esquema
comentado al principio del capitulo, cambiando las soluciones exactas x(¢;s) por sus
aproximaciones numéricas, que denominaremos “tiros” por la analogia con el problema
balistico visto en la seccién [9.2.2] De hecho, para ilustrarlo, seguiremos con el ejemplo
[9.9)de 1a bola de golf introducido en dicha seccion.

Ejemplo 10.5. Supongamos ahora que nuestro objetivo es que la bola de golf entre, sin

tocar el green, en un hoyo que se encuentra 3 metros por encima del punto de tiro y
a 11 metros de distancia. En primer lugar, tendriamos que ser capaces de deducir (con
la ayuda del Teorema de Pitdgoras: v/ 112 — 32 = 10.583) que las coordenadas de dicho
punto son (10.583,3). Asi, en este caso, lo que queremos es resolver el PVF dado por

Y/(x) = ——5— y(0)=0, y(10.583) =3,

(vx — ax)2 7

donde suponemos que aplicamos siempre la misma velocidad inicial

v=/vZ+v}=50km/h, /m=0.255", v, =vcos(),

siendo 6 = y’(0) el dngulo a ajustar.

El objetivo del siguiente cddigo es aproximar la solucién del problema anterior, o lo
que es lo mismo, encontrar un dngulo de tiro apropiado para que, al lanzar la bola, esta
alcance el punto donde se encuentra el hoyo. Para ello seguiremos la siguiente estrategia.

= Realizamos dos lanzamientos de prueba tomando dos dngulos diferentes 6 = ¢ y
6=7%.Enlala ﬁgurarepresentamos, mediante una linea discontinua, estos dos
tiros de prueba que, en este caso, han quedado uno por debajo del punto deseado de
impacto y el otro por encima. Para realizar la simulacién de todos los lanzamientos
empleamos el algoritmo Runge-Kutta de orden 4 introducido en el capitulo[9]

= Definimos la funcién errortiro, andloga a la funcién de tiro ¢ (s) presentada en
la introduccién del capitulo, cuyo cero (no necesariamente tnico) corresponde al
4ngulo buscado para acertar en el hoyo.
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= Para buscar el dngulo de tiro correcto, usamos el algoritmo de la secante (program

153

ado

en el capitulo [2)) para hallar el cero de la funcién 'errortiro' y mostramos, en

linea continua, la solucién numérica obtenida.

Como se puede observar, en el script disefiado, hemos empleado més variables globales

pues las funciones 'bolafun'y 'errortiro' las requieren para su definicion.

1 clear();

2 global vx v ejex ejey;

3 v = 50x1000/3600; % velocidad en m/s

4 % Definicidén de la ecuacidn diferencial
5 function [d] = bolafun(z, x)

6 global vx;

7 d = [2(2);—9.8/(vx—0.25%x) .72];

8 endfunction

9 ejey = 3;

10 ejex = sqrt(11°2-3"2);

11 % Representamos el punto donde se encuentra el objetivo

12 clf;

13 plot (ejex,ejey, "kx")

14 axis([0,12,0,51);

15 hold on

16 % Primer tiro de prueba

17 theta = pi/8;

18 vx = v*cos (theta);

19 [xn,soln] = rkdsolver ("bolafun",0,ejex, [0;tan(theta)],100);
20 plot(xn,soln(l,:),':b")

21 printf ("\n Diferencia tras primer tiro %f \n",ejey—soln(l,end))
22 % Segundo tiro de prueba

23 theta = pi/4;

24 vx = vxcos (theta);

25 [xn,soln] = rkédsolver ("bolafun",0,ejex, [0;tan(theta)],100);
26 plot(xn,soln(l,:),':b")

27 printf("Diferencia tras segundo tiro %f\n",3—soln(1l,end))

)

28 % Funcidn auxiliar

29 function [dif,soln] = errortiro(z)

30 global vx v ejex ejey

31 theta = z;

32 vx = v+*cos (theta);

33 [xn,soln] = rkdsolver ("bolafun",0,ejex, [0;tan(theta)],100);
34 dif = ejey—soln(l,end);

35 endfunction

36 % Resolvemos mediante el método de la secante

37 [sol,errSec,numiter] = secante("errortiro",pi/8,pi/4,0.01,10)
33 % Representamos la solucidn

39 [t,soln] = rkdsolver ("bolafun",0,ejex, [0;tan(sol)],100);

40 plot(t,soln(l,:),'r")
41 hold off
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Figura 10.3: Célculo de la trayectoria que alcanza el punto prescrito.

Para quien esté interesado en ver generalizaciones y resultados tedricos acerca de la
convergencia de este tipo de técnicas, nos remitimos a los libros [7] y [[14]].



Ejercicios

Capitulo [T} primeros pasos con Octave

§1.1. Usando variables para evitar largos comandos, evaliia con Octave:

(log (27))? log (5%) —4
2) 3V324e*+12 b) Ty _oF 0 2x+4y
sen(32)2 2+ tan(4) 3(12+24x)+12
12cos(y)

para (x,y) = (1,1), (2,3) vy (4,7).

§1.2. Ejecuta los siguientes comandos en el mismo orden e interpreta los resultados
obtenidos; observa la relevancia del nimero real antes de la letra i al trabajar con
nimeros complejos.
>1i =25 > (1 + 2i)+1 > (1 + 2i)«11

§1.3. Detecta errores sintacticos en los siguientes comandos de Octave.
> 9,5 +3 > 3 + 4 i > clear (a) > 21 — 3

§1.4. Ejecuta los siguientes comandos y observa la influencia de los espacios en blanco.
> [1 — 1] > [1 —41] > [sin(pi)]
> [1 —1] > [1 — 41] > [sin (pi)].

§1.5. Ejecuta los siguientes comandos e interpreta las diferencias en los resultados.
> x=1; 2 < x < 4 > x=1; 4 > x > 2 > x=1; (2< x & x< 4)

§1.6. Construye dos vectores columna, u y v, de igual longitud, realiza las operaciones
dot (u,v),u.*v,u'*v,u*u', uxv,y compara los resultados.

§1.7. Dado un cierto vector x = (xg,x1,---,X,) necesitamos calcular h = (hy,--- ,hy)
donde h; = x; — x;—;. Indica los comandos de Octave necesarios para realizar esta
operacién y aplicalos al vector x = (1,3,5,7,...,99,101,103). Después consulta la
pagina|l23

§1.8. Escribe una funcién que determine si un nimero x es o no natural.

155
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§1.9. Compara los resultados de sumar los 20 y los 30 primeros nimeros de la sucesién
{zi,,} y analiza los resultados jugando con el comando format.

§1.10. Crea una matriz 100 x 80 cuyas componentes sean a; j = 62/3/, siendo 6 = 1
en las filas impares y 6 = —1 en las filas pares.

§1.11. El algoritmo de Horner-Ruffini es un algoritmo para la evaluacién eficiente de un
polinomio que, como hemos comentado en el capitulo [T} es el que realiza interna-
mente el comando polyval. Consiste en reescribir el polinomio p(x) = ag +ajx+
arx® + ...+ a,x" de la forma

p(x) =ap+x(a; +x(az+ ... x(ap—1+ay)...)),

y usar este orden de operaciones para la evaluacién de p. Ademds, como vemos en
el siguiente algoritmo, proporciona una técnica para calcular el cociente y el resto de
dividir el polinomio entre el monomio x — r.

Algoritmo 11.1 (Horner-Ruffini). Sea un nimero real o complejo r y un polinomio
p(x) = apX +a, 1 X" 4. Faix+ap.

» Tomamos b, = a,

» Parak=(n—1),(n—2),...,0 construimos by = by, 17+ ay.
Como resultado se obtienen dos cosas:

= Evaluacién (Horner): by = p(r)

= Divisién y raices (Ruffini): p(x) = (x — r)g(x) + bo donde g(x) es el polinomio

q(x) = by X" '+ b, x>+ Fapx+by.

En la literatura, este algoritmo suele representarse de forma grafica como:

ay an—1 ai ap
+ + +
r { b,r byr bir
ay 0 byr+ay,— A byr+a; | bir+ag
=bn =by-1 =b =bo
—_———
coeficientes de g(x) valor de p(r).

Crea una funcién cuyos argumentos sean un polinomio p (recuerda que en Octave, p
no es mas que un vector con los coeficientes del polinomio ordenados) y un nimero
ry cuya salida sea p(r). Hazlo de manera que r pueda ser un vector y, por lo tanto,
la salida sea el correspondiente vector de evaluaciones.

§1.12. Modifica el programa anterior, para que produzca como segunda salida el polino-
mio g(x).

§1.13. Comprueba que no puedes sumar directamente con Octave los vectores que re-
presentan a los polinomios p(x) = x> +6x—7y q(x) = 2x> +13x> —8x—7. ; Sabrias
indicar el motivo? Define una funcién que, de manera automadtica, sume dos polino-
mios cualesquiera en Octave (independientemente de su grado).
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§1.14. Comprueba que la siguiente funcién
> function [y] = f(x) y =1; endfunction
al ser evaluada sobre vectores no actiia componente a componente. Ejecuta 1+0+x,
siendo x un ndmero, un vector y una matriz. ;Cudl es el resultado? Emplea, esta
idea para definir la funcién constantemente igual a 1 de manera que actie elemento
a elemento sobre matrices o vectores.

§1.15. Una persona, profundamente embriagada y algo impertinente, se ha visto aban-
donada por un taxista en un puente iluminado por farolas equidistantes. Debido a su
estado de embriaguez, su camino sigue las siguientes premisas:

a) Unicamente realiza trayectos de una farola a una de las dos farolas contiguas (a
la izquierda o la derecha) y, una vez que ha llegado, se sujeta a ella y descansa
un ratito.

b) Tras el descanso no recuerda el camino que llevaba, asi que tira una moneda y
se desplaza a la farola de su izquierda, si sale cara, o a la de su derecha, si sale
cruz, y si queda de canto, descansa otro ratito.

Intenta disefar una funcién que reproduzca este paseo aleatorio y nos indique, tras 20
tiros de moneda, a qué distancia estard este sefior del punto donde lo dejo el taxista.

§1.16. Reconstruye la funcién dhont . m del ejemplo|1.4{para que, en caso de empate al
asignar el dltimo escafio, actde como sigue:

= primera regla: se asigna el escaiio al partido que haya obtenido mas votos;

= segunda regla: en caso de que los dos (0 mas) partidos involucrados hayan obte-
nido los mismos votos, se asignara por sorteo.

Para aplicar la primera regla, se puede aprovechar que [valor,p] = max (x)
asigna a p s6lo la primera posicion en la se se alcanza el valor méximo, por lo que
combinado con sort , puede resolver este problema.

§1.17. Usando el comando polyint, calcula la primitiva de un polinomio que en O vale
10.

Capitulo 2 ecuaciones no lineales

§2.18. Usando exclusivamente el comando fplot, localiza un intervalo de longitud 0.1
donde se encuentre la tnica raiz de la funcién g(x) = x+ ¢*. Quizds te sea de ayuda
activar el mallado de la ventana grafica mediante el comando grid on o buscar en
la ayuda de £plot posibles argumentos opcionales.

§2.19. Dada la funcién f(x) = 2x+ €, ;cémo podriamos constatar, con comandos de
Octave, que tiene una raiz en el intervalo [—5,5]?
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§2.20. Comprueba que el cddigo biseccion.m produce un resultado equivocado si se
le proporcionan datos que no cumplan la condicién de cambio de signo (es decir, que
no se verifica la condicién f(a)* f(b) < 0). Para ello usa la funcién f(x) = x> — 1 en
el intervalo inicial [0,0.5]. Basdndote en el ejercicio afiade al c6digo un filtro
para comprobar inicialmente si se verifica esta condicién y que, en caso contrario,
aborte el proceso e informe del problema acaecido (para lo que puedes emplear el
comando error).

§2.21. Comprueba que se puede programar el mismo algoritmo de biseccién substitu-
yendo el bucle for por un while. ;Cual serfa la condicién a verificar en cada itera-
cion?

§2.22. Completa el algoritmo de la secante con un criterio de parada, sobre el valor del
residuo, del tipo |f(x;)| < 6.

§2.23. Compara el rendimiento de los tres métodos de aproximacion de raices en un
ejemplo concreto. Para llevar a cabo esta comparacion, puedes observar la exactitud
obtenida frente al tiempo de cémputo, que se puede determinar mediante tic toc
o el comando cput im

§2.24. Cuando pedimos una hipoteca por una cantidad C, a pagar durante n afios en
mensualidades fijas, a un interés nominal anual fijo i (porcentual), el pago mensual
se obtiene mediante la férmula?]

i 12n
Ci (1 + 1200>

~ 1200 L 120 1
<+1200) B

Supongamos que solicitamos una hipoteca de 120 000,00 euros y que queremos pa-
garla, en no més de 20 afios, mediante pagos mensuales que no superen los 700 euros.
(Cudl es el maximo interés que se ajusta a nuestras necesidades? En este caso, da una
aproximacion de i de manera que la cuota mensual correspondiente no difiera mas
de 2 euros de la deseada. Para ello realizaremos los siguientes pasos.

Letra = L(i)

a) Define en Octave la funcién f(x) = L(x) — 700, segin los datos que se indican.
b) Comprueba que dicha funcién tiene una raiz en el intervalo (2,6).

¢) Aproxima el valor de la raiz de f(x) mediante el método de la secante.

El comando cput ime devuelve el tiempo de la CPU, en segundos, empleado en cada sesién de
Octave, por lo que el tiempo dedicado a un proceso en concreto se puede obtener como la diferencia del
tiempo de CPU antes y después de ejecutar dicho proceso.

2En realidad, la férmula esté calculada para meses ideales de 30 dias, por lo que en préstamos reales,
siempre hay una leve variacién de la cuota resultante, que se ve incrementada aproximadamente en un
factor 365/360.
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d) Escribe a continuacién la respuesta al problema planteado a partir de los resulta-
dos obtenidos.

Si el interés lo fija el prestamista al 3 % y alin queremos que nuestros pagos mensua-
les no superen los 700 Euros, ¢a cuantos afios debemos pedir la hipoteca?

§2.25. Una bola de golf es lanzada hacia la derecha desde un punto determinado. Pode-
mos suponer que dicho punto coincide con el origen de coordenadas. Si llamamos
y(x) ala altura de la bola cuando ha recorrido x metros (en horizontal),

se puede deducir que la expresion de dicha trayectoria viene dada por

Ay _ 8 2
y(x’e) 7tg(9)x 2V2COS<9)2x )

donde g = 9.8m/s? es la aceleracién de la gravedad y, ademds, suponemos que es la

Unica fuerza que actda sobre la bola una vez que ha sido impulsada inicialmente a
una velocidad v = 10m/s con un dngulo de tiro 6.

Busca los posibles dngulos con los que se puede hacer el lanzamiento para que la bola

llegue a un agujero que dista del punto de lanzamiento 20 metros (en horizontal) y
estd a 3 metros sobre él.

§2.26. Considera la ecuacién x> — 9x? + 24x — 18 = 0. Aplica a mano el método de
Newton-Raphson con xo = 3+ 1/3/5 y verifica que se obtiene una sucesién de apro-
ximaciones que va alternando los valores 3+ +/3/5y 3 —+/3/5. Si ahora implemen-

tamos Newton-Raphson tomando xyp = 3.774597... =3+ 1/3/5, (qué ocurre? ;Por
qué?

§2.27. Considera la ecuacién x> — 8 = 0 en el intervalo [0,2]. ;Qué ocurre si aplicas el
método de biseccién? ;Y si empleas Newton-Raphson con xy = 0?7 Modifica ade-

cuadamente los cédigos de ambos métodos para que casos como el propuesto den
respuestas coherentes.

§2.28. Programa el método de Regula-Falsi a partir de los c6digos presentados para la

resolucion aproximada de ecuaciones no lineales. ;Qué c6digo tomarias como punto
de partida?
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Capitulo 3: SEL: métodos directos

§3.29. Un cierto problema de ecuaciones diferenciales (véase el ejercicio [§10.92) se
reduce a resolver el sistema lineal

a 1 0 -+ 0 1

Yo Jfo
Il a 1 0 - 0 Vi fi
R y2 12

0 1 a |1 : | el P
S :
0 -+ 0 1 a 1 YN-1 In-1
1 0o - 0 1 a YN In

donde a = —2—h?y f, = f(nh) conh:ﬁ.ParaN:Q define la matriz de coefi-

cientes A, usando los comandos diagy eye,y el vector de términos independientes
del sistema anterior tomando f(x) = 10cos(27x). Resuelve el sistema multiplicando
A~! por el término independiente y mediante m1divide o \.

§3.30. Aplica el programa gausspiv al sistema con coeficientes a; ; = o' /(& — 1)/ y
término independiente b; =+/a, con @ = 100 e i, j = 1,...100. Comprueba que se
han permutado varias filas. Ahora repite el proceso, pero realiza previamente esas
mismas permutaciones en la matriz ampliada (A|b) y verifica que, al volver a aplicar
el método de Gauss, no se realiza permutacion alguna.

§3.31. Debemos tener en cuenta que el programa gausspiv no funciona correctamen-
te cuando la matriz de coeficientes es singular. En efecto, la solucién devuelta estd
expresada en funcion de NaN (es decir Not a Number). Esto es debido a que, en
estos casos, alguno de los pivotes es nulo y se produce una divisién por cero. Modi-
fica el cddigo de gausspiv para que, en caso de que la matriz sea singular, avise de
este hecho y detenga el proceso, pudiédose emplear el comando error para ello.

§3.32. A partir del c6digo gausspiv, programa el método Gauss eliminando el pivoteo
y observa, resolviéndolo, que el SEL del ejemplo [3.9) de la pagina [54] es altamente
inestable.

§3.33. Enlas lineas 14 y 15 del c6digo gausspiv se ha implementado de forma vecto-
rizada el proceso de anulacién de elementos bajo la diagonal. Una forma no vectori-
zada, aunque tal vez mds intuitiva, de hacer el mismo proceso es

for 1 = j+l:dim

m = Ab (i, J)/Ab(3,]);

Ab (i, j:dim+ncb) = Ab (i, j:dim+ncb)—m*Ab (7j, j:dim+ncb) ;
endfor

N N
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que recorre una a una las filas bajo el pivote y realiza las transformaciones elemen-
tales también una a una. Crea un nuevo programa usando este fragmento de c6digo
en lugar del contenido en las citadas lineas y aplica ambos al sistema del ejercicio
[§3.29] comparando los tiempos de resolucién mediante tic—toc.

§3.34. En algunas ocasiones, incluso el método de Gauss con pivote parcial no propor-
ciona una respuesta correcta. Compruébalo con el ejemplo Ax = b, donde

1071 —1 -1
A‘( 10°16 10716 > yb= ( 2x 10716 )

Para solventar dichas inestabilidades, se propone otra estrategia, el pivoteo parcial
con escalado, que consiste en escalar (es decir, multiplicar por un factor no nulo)
cada ecuacién antes de elegir pivote, de forma que el maximo de los elementos de
cada fila de la matriz de coeficientes sea siempre 1 (en valor absoluto).

Programa el método de eliminacién gaussiana usando pivoteo parcial con escalado y
aplicalo al sistema anterior.

§3.35. Observa que el c6digo sustregr estd preparado para recibir en la variable ¢ una
matriz cuyas columnas serdn tratadas como términos independientes. Usando como
matriz ¢ la matriz identidad, emplea esta funcionalidad para calcular la inversa de la
matriz

3
A=\ 0
0

[

2
3
2

§3.36. Aligual que el cddigo sustregr, se verifica que gausspiv estd preparado para
recibir en la variable ¢ una matriz, por lo que, eligiendo de nuevo como término in-
dependiente la matriz identidad, podemos obtener la inversa de una matriz cualquiera
A de un modo bastante eficiente.

Otro célculo bastante costoso de realizar, a partir de su definicién, es el del determi-
nante de una matriz n X n, cuyo coste computacional es (n!n — 1). De nuevo el método
de Gauss se puede ver como una herramienta eficiente para calcularl Modifica el
c6digo gausspiv para crear uno que calcule simultineamente el determinante y la
inversa de una matriz dada A.

§3.37. Modifica el c6digo sustregr para que detecte si la matriz de entrada es efectiva-
mente triangular inferior y se detenga, dando un mensaje de error, en caso contrario.
Emplea para ello los comandos tril y error.

3Recordamos que al permutar las filas de una matriz, su determinante cambia de signo y que al
multiplicar una fila por un nimero, su determinante también queda multiplicado por ese mismo niimero.
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§3.38. Comprueba que el sistema

BN S
AN N =

1
0 (1.1)
0

oo N =
S
I

no se puede resolver mediante el algoritmo de Gauss sin hacer permutaciones por
filas. Aplica el algoritmo gausspiv y observa las permutaciones que se han em-
pleado para su resoluciéon. Nos proponemos obtener, con comandos de Octave, la
matriz de coeficientes y vector de términos independientes del sistema permutado
mediante dos caminos distintos. La aproximacién mds directa es realizar dicha per-
mutacién tal y como se explicé en el primer capitulo.

> Aperm=A(p, :)
> bperm=b (p)

donde p es el vector de permutaciones devuelto por gausspiv (A, b), y A, b son,
respectivamente, la matriz de coeficientes y vector de términos independientes del
sistema (T1.I). Comprueba que se obtiene el mismo resultado multiplicando A y b
por la izquierda por la llamada matriz de permutacidn, la cual se obtiene mediante el
comando P = eye(size (A)) (p, :), 0 bien el comando P=diag (p,0).

§3.39. Comprueba, con el cédigo implementado en la seccién que la matriz de
coeficientes del sistema (I1.1)) no admite una descomposicién LU directa, es decir,
sin permutacion de filas. Realiza la factorizaciéon LU para la matriz A permutada
(calculada en el ejercicio anterior), adaptando el script de la descomposicion LU.
Compara el resultado con el devuelto por gausspiv.

§3.40. El objetivo del siguiente ejercicio es comprobar que la resolucién del sistema
1 1 1 1
2 24¢ 5]1x=1{0
4 6 8 0

se puede hacer mediante descomposicién LU directa, aunque su cdlculo es inestable.
Para ello podemos comprobar con ldpiz y papel que la descomposicién de Doolitle
de esta matriz es

1 0 0 1 1 1
L=1|2 1 0], U=|0 ¢ 3
2 6
4 £ 1 0 0 4-2
y, en consecuencia,
1 4e —17
T 2e-3 2
€ —2e+2
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Comprueba que, sin embargo, el cédigo de descomposiciéon LU devuelve resultados
diferentes dependiendo del valor de €. Asi, si € = 10716, el cédigo indica que no
se puede obtener descomposicién LU. Sin embargo, con € = 0.5 % 10~1, el cédigo
si devuelve descomposicion LU, pero la solucién del sistema obtenida a partir de
esta descomposicion es inexacta. /Sabrias como hacer que dicho cédigo funcione
correctamente?

§3.41. Cuando la matriz de coeficientes es tridiagonal, el algoritmo de descomposicién
LU (de Doolitle) puede ser simplificado, ya que tanto L como U resultan ser también
matrices tridiagonales, reduciendo de forma drastica el nimero de operaciones a
realizar. El método resultante es la primera parte del llamado método de Thomas y
viene dado por

ap Ci 0 1 0 0 o Cy 0

A= by ap . _ Bz 1 . 0 m — LU,
'.. .‘ Cn_l .' .. ... .‘ Cn_l
0 by an 0 B, 1) \o 0

donde oy = ar y i = % o =a;— Bici_ parai=2,--- n.

Programa dicho algoritmo y aplicalo a la matriz del ejercicio [§3.29] con N = 30.
Compara el tiempo de cémputo entre este algoritmo y el algoritmo normal usando el
comando tic toc.

§3.42. Para completar el método de Thomas, podemos resolver el sistema Ax = b me-
diante la factorizacidon obtenida y teniendo en cuenta que los sistemas Ly = b y
Ux =y se pueden simplificar bastante en el caso tridiagonal.

Ly = b se resuelve como:  y; =by, yi=b; — Biyi—1,i =2,...,n,

Yn Yi— CiXi+1 .
Ux=yseresuelve como: x,=—, x;=—— i=(n—1),...,1.
n o
Programa un método combinado con el ejercicio anterior, cuyas entradas sean A y b,

y que, tras descomponer la matriz, resuelva el sistema.

Capitulo d: SEL: métodos iterativos

§4.43. Modifica el programa gausseidel de forma adecuada y crea una nueva funcién
que implemente el método de Jacobi.

§4.44. Genera un SEL 20 x 20, estrictamente diagonal dominante y con entradas aleato-
rias, mediante los comandos
> n=20; A=rand(n)+n*eye(n); b=nxrand(n,1l);
y resuélvelo usando los métodos de Jacobi y de Gauss-Seidel. Verifica que la con-
vergencia del segundo es més rdpida.
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§4.45. Repite varias veces el ejercicio anterior tomando sucesivamente como matriz de
coeficientes la obtenida mediante el comando A=rand (n) . ;Convergen siempre los
métodos empleados? ; Qué hemos cambiado cualitativamente en el sistema a resolver
para que la convergencia en este caso no esté asegurada?

§4.46. Modifica el programa gausseidel de forma adecuada y crea una nueva fun-
cién que implemente el método de relajacién, afiadiendo como entrada el peso .
Aplicalo al sistema del ejercicio con x(% = (0,0,0,0,0,0)", tolerancia 102 y
para distintos valores de @. Compara la velocidad de convergencia de de los méto-
dos de Gauss-Seidel, de Jacobi y de relajacién (con distintos elecciones de @) para
el presente sistema.

§4.47. Eneste ejercicio pretendemos realizar una mejora del algoritmo de gradiente con-
jugado.

a) Comprueba que las siguientes igualdades son correctas.
Fil =1k — APk, Ok = (i, 1) [ (P, APi)s B = (rieet ries) /(s 1) -

b) A partir de la informacion proporcionada en el apartado anterior, programa una
version mejorada del método de gradiente conjugado. Observa que podemos
guardar los célculos que se repiten, wy = Apy, cx = (Fk, k) Y dis1 = (Fia1,7hr1)
para ahorrar tiempo de computo.

Algoritmo 11.2 (Gradiente conjugado mejorado).

0; rg=b—Ax; pg=ro; co= (ro,ro).

» Parak=0,1,2,...

* Wi =Apx

o o = e/ (P, wk)

o x(1) = 5 &) 4 o pr
¢ Thpl =T — G Wi

* dit = (M1, Ter)

* Be=dis1/ck

* DPi+1=Tis1+ BePr
* Ck+1 =diy1

n xl

¢) Compara este algoritmo mejorado con el algoritmo de gradiente conjugado dado
en la seccion @.2.2] comprobando el ahorro de tiempo en el cdlculo mediante
el uso del comando tic-toc. Considera el sistema que aparece en el ejerci-
cio[§3.29] con N = 100, para realizar las comparaciones.

§4.48. Programa el algoritmo de descenso rdpido y comparalo con el de gradiente con-
jugado aplicando ambos al sistema del ejercicio|§3.29(con N = 100.
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Capitulo [5; valores y vectores propios

§5.49. La matriz:

0 1 =2/ yw
aparece en numerosos problemas relacionados con ecuaciones diferenciales como el

descrito en el ejemplo[5.2]de la pagina[69] Por fijar ideas tomaremos N = 20.

a) Sabiendo que es definida negativa... ;Cémo podriamos aplicar el método de Cho-
lesky para resolver este sistema?

b) Calcula el radio espectral de la matriz de Gauss-Seidel.

¢) Verifica que, aunque no se cumple la hipétesis del teorema4.T|(la matriz A no es
estrictamente diagonal dominante), tanto el método de Jacobi como el de Gauss-
Seidel si convergen en este caso. (Nota: usa que un método es convergente si el
radio espectral de su matriz B asociada es menor que 1.)

§5.50. Considera el sistema del ejercicio[§3.29|tomando f(x) = 10cos(27x), y N = 20.

a) Justifica mediante el teorema [5.4] (de los discos de Gerschgorin) que la matriz A
es definida negativa.

b) Obtén dichos valores propios y comparalos con la informacién que tenemos del
apartado anterior.

¢) Por ser estrictamente diagonal dominante el método de Jacobi sabemos que es
convergente. No obstante calcula el radio espectral de la matriz de Jacobi, By,
empleando el cédigo anterior.

d) Justifica la convergencia de Gauss-Seidel.

§5.51. Observa que un polinomio genérico p(x) = a,x" +a, n" '+ ...+ a;x +ag se
puede ver como el polinomio caracteristico de la matriz

ap—1 ap—2 an—2 ao
Tan T @ an T T
1 0 0 o0
C= 0 1 0
0 0 1 0

nxn

Verifica con algunos ejemplos que el comando compan (p) descrito en el Capitulo
produce esta misma matriz y define una funcién que devuelva las raices de p(x)
calculdndolas como los valores propios de la matriz C.
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=02

que si la matriz tiene dos valores propios del mismo mdédulo los algoritmos de po-
tencias y QR pueden no converger.

§5.52. Comprueba con la matriz

§5.53. Aplica el método de potencias a la matriz del ejercicio[§5.49] de dimensi6n 20 x
20, tomando como vector inicial (1,...,1)". Observa lo que ocurre. Indica si, a la
vista de la teoria expuesta, es razonable lo que obtienes.

Este ejercicio justifica el porqué, en la aplicacién del método de potencias, se ha
propuesto tomar el vector inicial como aleatorio.

§5.54. Sin utilizar que sabemos que los valores propios de la matriz del ejemplo[5.1]son
negativos, y siguiendo las ideas de la pagina[71] crea un script para calcular el valor
propio mds pequefio en modulo.

§5.55. En la referencia [23] se plublican los resultados de un estudio sobre la evolucién
de la poblacién de osos grizzly en el parque Yellowstone, siguiendo el modelo ge-
neralizado de Leslie [17]. Parte de los datos recogidos se recopilan en la siguiente

matriz

0 0 0 040 041 O 0 0 0 0

078 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 087 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 087 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 087 08 0 0 0 0 0
0 0 0 002 001 O 0 0 039 039 |’

0.10 O 0 0 0 079 0 0 0 0
0 004 O 0 0 0 084 0 0 0
0 0 004 O 0 0 0 084 0 0
0 0 0 004 003 O 0 0 084 0.84

cuyo valor propio dominante y vector propio asociado tienen una importante inter-
pretacion bioldgica. Calculalos. Si te interesa profundizar en este tipo de modelado
y su interpretacion te recomendamos leer [[10, (17} 23]

Capitulo [6; interpolacion

§6.56. Calcula el polinomio que interpola la tabla de datos

x| 1 2 4 8 16
y | 10 20 40 50 100

Ademés, representa el polinomio y los datos de la tabla en una misma gréfica.
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§6.57. Calcula, empleando comandos de Octave, los polinomios de la base de Lagrange
asociados a los nodos {0,2,4,6,8}.

§6.58. En algunas situaciones puede ser que, mds que obtener la expresion concreta del
polinomio interpolador, nos interese saber cudnto vale este sobre ciertos valores. Por
ejemplo, si queremos representar un polinomio interpolador mediante el comando
plot no nos hace falta su expresion, si no, cuanto vale al evaluarlo sobre una serie de
valores de abcisas. Existen algoritmos especificos para tal fin, como el Algoritmo de
Neville (véase [15]]), pero en este caso hemos optado por adaptar el cédigo difdiv
de una forma eficiente para que, a partir de los datos de interpolacion, (x;,y;), y
las abscisas, z, donde queremos que se evalte el polinomio interpolador, p(x), nos
devuelva un vector con dichas evaluaciones, esto es p(z). Para ello, una vez obtenidas
las diferencias divididas (jy guardadas adecuadamente!), podemos ir evaluando paso
a paso el polinomio interpolador en su forma de Newton (6.5)) aplicando las ideas del
algoritmo de Horner-Ruffini (véase el ejercicio §I.T1)), de la siguiente manera:

» Tomamos b, = f[x, X1, .. ,X]

» Parak=(n—1),(n—2),...,0 construimos by = by 1(z—xx) + f[x0,X1,- -, Xk].
obteniendo p(z) = by.
Asegtirate de la veracidad de este algoritmo y usa estas ideas para crear un c6digo

similar a di fdiv que incluya z como argumento y devuelva p(z) directamente, sin
calcular explicitamente p.

§6.59. Adapta el cédigo difdiv (dado en la pagina[91]para calcular el polinémio inter-
polador de Newton) de forma que permita realizar la interpolacién de Hermite con
la siguiente tabla de datos.

x[[1 2 4
y [[10 20 40
Y [[10 20 40

§6.60. Adapta el codigo del spline cuadrético de clase 1 para calcular el spline lineal de
clase cero que interpola datos (x;,y;), i=0,...,n.

§6.61. Aplica el script que di6 lugar a la figura [6.5] pero en este caso usa un niimero
impar de nodos. ;Qué ocurre? Si aumentamos el nimero (impar) de nodos, ;mejora
la interpolacién? Modifica de nuevo el script para aplicarlo al caso de un nimero
impar de nodos y en el que conozcamos la derivada en x = 0 en lugar de x = —1.
Observa que quizds debamos hacer scripts diferentes dependiendo de si el nimero
de nodos es par o impar. ;Ha mejorado el resultado con respecto al script original?

§6.62. Define una funcién function que permita calcular el spline cuadrético de clase
uno, suponiendo que el dato extra dado es el valor de la derivada en cualquier nodo.
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§6.63. Teniendo en cuenta que la expresion (6.14) para el spline ctibico puede ser rees-
crita como

2 2 2
5i(x) =(vio1 —dixi—1 +zixi_y —tixixi_y) + (dim1 — 2zixi—1 + X +26xx-1) X
+(z,~—t,~x,~—2t,-x,~_1)x2—|—t,-x3, para i=1,...,n,

escribe en forma vectorizada (andlogamente a como se hizo con el spline cuadrati-
co) la construccién del spline s(x) como una matriz n X 4 para no tener que usar el
comando for.

Compara, usando el comando tic—toc, el tiempo de cémputo empleado con el
comando vectorizado y sin vectorizar.

§6.64. Para calcular un spline ciibico sujeto que interpole los datos x = (xg,x1, - ,X,) €
y = (0,1, ,yn) se ha de resolver el sistema de ecuaciones lineales (6.15)). Define
una funcién que admita como argumentos los vectores x e y, y los valores y, y;, y
que devuelva la solucion del sistema de ecuaciones anterior. Comprueba su funcio-
namiento para los datos x = (1,2,4,5,7,8), y = (1,4,7,4,7,2), y, = y5 = 0.

§6.65. Para calcular un spline cibico natural que interpole los datos x = (xg, X1, ,Xy)
ey = (¥0,Y1, - ,¥n), ¥y que cumple las condiciones extra s”(xo) = s (x,) =0, se ha
de resolver el sistema de ecuaciones lineales

2dy+d| = 3wy,

1 1 1 1 Wi Wil .

—d; +2<+>d'+d~ :3(’+ : ), i=1,...,n—1,
! hi  hix1) ' hi o hi  hipy

dyp—1+2dy = 3wy,

donde h; = x; —x;_1, w; = ¥~ parai=1,...,n. Los valores d; para i = 0,...,n

. . o i ., .
son las incégnitas. Define una funcién que admita como argumentos los vectores x
e y y que devuelva la solucién del sistema de ecuaciones anterior. Comprueba su
funcionamiento para los datos x = (1,2,4,5,7,8) y y = (1,4,7,4,7,2).

§6.66. Prop6n un script que permita calcular el spline cibico periddico, y aplicalo a los
datos x = (1,2,4,5,7,8,10) yy = (1,4,7,4,7,2,1).

Capitulo [7; minimos cuadrados

§7.67. A partir de lo visto para la recta y la pardbola, determinar cudl es el sistema
necesario (y, por tanto, la tabla necesaria) para calcular el polinomio de grado menor
o igual que m que mejor aproxima, por minimos cuadrados discreto, un conjunto de
n+ 1 datos, siendo m < n.

§7.68. Determinar cdmo se construye el sistema de ecuaciones, usando la regla de las
matrices, que permite calcular el polinomio de grado m que mejor aproxima, por
minimos cuadrados discreto, un conjunto de n+ 1 datos, con m < n.
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§7.69. Calcula el polinomio de grado menor o igual que 3 que mejor aproxima (en el
sentido de los minimos cuadrados) la tabla de datos

x| 1]21]4|8]16
y 1| 10|20 |40 |50 | 100

Corrobora tu resultado con el resultado dado por polyfit y representa graficamente
el polinomio y los datos de la tabla.

§7.70. Calcula y representa el polinomio de grado menor o igual que 4 que mejor apro-
xima (en el sentido de los minimos cuadrados discreto) a la funcién f(x) = e en
una particién del intervalo [—1, 1] con 1000 nodos equidistantes.

§7.71. Calcula la mejor aproximacién por minimos cuadrados discreta de los datos de la
siguiente tabla

x[[10]20[40[50] 100
yl[[T[2[48] 16

mediante una funcién de la forma p(t) = ay sin(t) + a; cos(¢) + ap . Lo primero que
hay que observar en este caso es que el sistema a resolver no es el mismo que en
el caso de que p(¢) sea un polinomio, y en consecuencia habria que determinar el
sistema de ecuaciones lineales a resolver, de forma aniloga a como se ha hecho en
la seccién[7.2.1] Con estas indicaciones, determina el SEL a resolver y calcula p(r).

§7.72. Cuando se pretende calcular el polinomio de grado menor o igual a n — 1 que me-
jor aproxima, mediante minimos cuadrados continuo, una funcién cualquiera f(x)
en el intervalo [0, 1], se puede comprobar que la matriz de Gramm obtenida tiene

como coeficientes a; ; = lﬂ%] donde i,j = 1,...,n. Esta matriz, que se conoce co-
mo matriz de Hilbert, se puede definir de manera muy sencilla en Octave mediante
el comando hilb. Comprueba este hecho a partir de los cédigos mostrados en este
capitulo para n = 10. No obstante, el sistema de ecuaciones lineales que habria que
resolver para realizar dicho ajuste tiene un serio problema numérico: estas matrices
estan muy mal condicionadas, por lo que su resoluciéon numérica estd sujeta a mu-
chisima incertidumbre. Asegiirate de esto aplicando el comando cond a la matriz
anterior.

§7.73. Repite la aproximacién por minimos cuadrados continua de la funcién seno (he-
cha en la seccién pero empleando un polinomio de grado diez. Observa que
aparece un mensaje de advertencia. ;Sabes a qué es debido?

§7.74. Repite la aproximacién por minimos cuadrados continua de la funcién seno, pero
usando como medida el siguiente producto escalar con peso,

= [ B

1vV1—x2
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§7.75. Modifica el script de la pagina para ajustar, mediante minimos cuadrados
continuo, la funcién f(x) = 3x+ 5x2, en el intervalo [0,3], mediante una expresion
del tipo ¢ + c2 exp(x) + c3exp(—x).

Capitulo[8: derivaciéon y cuadratura numérica

§8.76. Al medir f en una serie de puntos x;, se ha obtenido la siguiente tabla de valores.

xi |0 2 3
filo 1 8 27

a) Aproxima de distintas formas la derivada de f en x = 2.

b) Aproxima la derivada de f en x = 2.5.
¢) Aproxima la integral de f en [0, 3].

§8.77. Imponiendo exactitud, obtén de nuevo las férmulas progresiva y regresiva de de-
rivacién numérica.

§8.78. Usando los comandos £1ip y diff, crea una funcién para calcular diferencias
regresivas.

§8.79. En este ejercicio pretendemos calcular una férmula centrada para la segunda
derivada de una funcién f(x) en el punto x = a a partir de los valores f(a —h), f(a)
y f(a+h), donde h # 0. Para ello:

a) a partir del polinomio de interpolacion, justifica que la férmula buscada es

ey AR @ 4 flath)

b) Obtén la misma férmula imponiendo exactitud y determina el grado de exactitud
de la misma.

§8.80. Construye de nuevo la funcién derinum.m (de la pagina[I23) programando las
diferencias finitas, que aparecen en las linea 6, usando directamente el comando
diff. ;Podrias hacer algo parecido con las lineas 6 y 7 de derinum2 .m?

§8.81. Repite los cdlculos realizados en el ejemplo visto en la pagina [I24] sobre la ines-
tabilidad en la derivacién numérica para calcular la derivada del seno, del coseno y
de la funcién exponencial en los puntos x = 0 y en x = /2. ;Qué conclusién sacas
de los resultados obtenidos?

§8.82. Relaciona los resultados obtenidos al aproximar la derivada de la funcion arco-
tangente (véase pagina|l24) con el comando eps (sqrt (2)).
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§8.83. Imponiendo exactitud, deduce de nuevo la férmula del rectdngulo usando un pun-
to cualquiera del intervalo, la férmula del trapecio y la de Simpson.

§8.84. Al crear la funcién simpson.m en la pagina[I29] observamos en la linea 8 que
duplicamos algunas de las evaluaciones de f, elevando el coste computacional. Mo-
difica el cédigo para no duplicar ninguna evaluacion.

§8.85. Si definimos por f = ;L 7 f(x)dx el valor medio, en el intervalo [a,b], de la
funcién continua f, podemos demostrar que, tomando valores aleatorios x; unifor-
memente distribuidos en el intervalo [a,b], se verifica la siguiente propiedad de con-
vergencia:

1 Y _
lim — Y f(xi) = f.
i=1

N—eo N

Corrobora numéricamente esta propiedad para la funcién f(x) = ¢=* en el intervalo
x € [0, 1], comparando los resultados obtenidos con el proporcionado por el comando
quad. Constata que esta idea puede servir para aproximar el valor de una integral
fab f(x)dx (método de Montecarlo) aunque su integral no sea calculable de forma
analitica.

Capitulo[9: ecuaciones diferenciales I: PVI

§9.86. A partir del cédigo mostrado para la implementacién del algoritmo de Runge-
Kutta de orden 4, obtén un cédigo que implemente el algoritmo de Euler Explicito.

§9.87. A partir del cédigo desarrollado en el ejemplo trata de resolver el ejercicio
sin usar la solucién explicita que alli se da.

§9.88. Implementa un cédigo para el algoritmo explicito de Adam-Bashfort

h
Yn+2 = Yn+1 = 5(_f(yn7tn) +3f(yn+17tn+l))-

Para ello, nota que para arrancar la iteracién y calcular y;, necesitas no sélo el dato
inicial y( sino también la primera aproximacion y;, que debes calcular mediante otro
método (de un paso). Usa Runge-Kutta de orden 4 para dar este paso inicial.

§9.89. Para describir el crecimiento de una bacteria mediante un modelo matematico, se
supone que el paso de nutrientes al interior de la misma estd regulado por un sistema
de receptores enzimdticos localizados en su membrana (Michaelis-Menten 1913),
de modo que el nutriente externo es capturado por uno de los receptores que hay
sobre la membrana bacteriana, y entonces es, bien introducido como alimento en
la bacteria por un mecanismo de transporte, o bien devuelto al exterior, dejando de
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nuevo libre al receptor. Describimos este esquema molecular mediante las leyes de
accion de masa siguientes,

S+E ::1 SE  SE-%pP+E
—1
donde S son las moléculas de nutriente externo, E los receptores enzimdticos no
ocupados, SE los receptores ocupados y P el producto o nutriente que ha pasado al
interior dejando de nuevo libre la molécula de enzima. Aplicando la ley de accién de
masas a esta reaccién (y haciendo ciertas simpliﬁcaciones{ﬂ) obtenemos el siguiente
sistema de dos ecuaciones diferenciales no lineales,

ds
— = —kieps + (kls—i—k,l)c
dt

dc

— =kieps — (kis+k_1 +k)c

dt

y con condiciones iniciales 5(0) = so dado y ¢(0) = 0. En este sistema, s = [S] y ¢ =
[SE] son concentraciones de producto, mientras que o > 0 es la concentracion inicial
de enzimas. Por otra parte, la concentracién de nutriente p = [P] queda determinada
a posteriori por la expresion integral

p(t) =k /Otc(s)ds.

Déndole valores (cualesquiera) a los ratios k; de las reacciones y a ey, resuelve el
sistema para s arbitrario y verifica, mediante férmulas de cuadratura numérica, que
p(t) — so cuando t — oo, es decir, con el paso del tiempo la bacteria se come todo el
nutriente que hay.

Capitulo [10: ecuaciones diferenciales II: PVF

§10.90. Usa el método de diferencias finitas descrito en la seccién [10.2.1] para resolver

el problema de valores en la frontera

() = (P=DX@)+1x(t), t€)1,2]
X(l) = 7 )
x2) = 9

con N = 20 nodos intermedios.

§10.91. En el ejemplo[5.2]se presenta un problema que se deduce a partir del PVF:

' (x) = Au(x), x€]0,1]
u(0) = 0 )
u(l) = 0

“4Bésicamente, se reescribe e(r) = eg — c(t)
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donde A es un valor real. Justifica el problema de valores propios que alli se resolvié
empleando para ello la técnica de discretizacion mediante diferencias finitas.

§10.92. Se considera el problema de aproximacién numérica de un PVF con condicio-
nes periddicas:

o) =x(t) = [f@), t€[0,1],
x(0) = x(1)
X(0) = X(1)

Demuestra que, usando las aproximaciones

/(0 %yo—y,1 ' %)’NJrl_)’N
20~ WXL (1) eI

para las condiciones de frontera, el cdlculo de la solucién numérica se reduce a re-
solver el sistema lineal (N +1) x (N+1)

a 1 0 -+ 0 1 Y0 fo
1 a 1 0 0 i fi
110 1 a 1 " 2 S
7 . = .
h : .. . . 0 : :
0O - 0 1 a 1 YN-1 In-1
1 0 -~ 0 1 a YN In
donde a = —2 —h®y f, = f(nh), con h = ﬁ Las incdgnitas son y, ~ u(x,), para
n=0,1,...,N.
Resuelve numéricamente el problema anterior para f(x) = cos(7wx) y compara gra-
el =¥ —e*—(—14e)cos(mx)

ficamente el resultado con la solucién exacta u(x) = ()

§10.93. Analiza la aplicacion del método en diferencias finitas al siguiente PVF:
X)=f1), ¥(0)=0, x(1)=p, r€0,1],

empleando diferencias centradas tanto para la segunda derivada como para la prime-
ra, que aparece en las condiciones de frontera.
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