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Linearna algebra 1. in 2. teden

Vektorji v R?, 1. del

1. NOVO DEFINIRANI POJMI

e Vektorji. Krajevni vektor. Nicelni vektor.
e Mnozenje vektorja s skalarjem. Nasprotni vektor. Kolinearnost.
e Sestevanje vektorjev, linearne kombinacije vektorjev (geometrijski in al-
gebraicni pomen).
e Enacba premice.
e Posnetek predavanj 2020/21, ki predstavi zgoraj omenjene pojme.
e Skalarni produlkt
- Definicija skalarnega produkta, video.
- Lastnosti skalarnega produkta, video.
- Dolzina vektorja, enotski vektor, primer, video.
- Igrajte se sami z demonstracijo Wolfram demonstrations.
- Kot med vektorjema, pravokotnost vektorjev, video.
- Primer: Dane so tocke A(1,2,3), B(2,2,1), C(3,1,¢) v R3.
(1) Dolocite koordinato ¢ tocke C' tako, da bo AABC pravokotni
trikotnik s pravim kotom pri ogliScu A.
(2) Dolocite kot j pri ogliscu B.
(Resitev).
4 Naloga 1: Naj vektorja @ in b dolzin ||@|| = 2 in ||b|| = 3 oklepata kot
7. Izracunajte skalarni produkt vektorjev a + bter @ — b.
- Pravokotna projekcija, video.
4 Naloga 2: V trikotniku z oglis¢i A(1,2,3), B(2,2,1) in C(3,1,4) dolocite
koordinate nozisca visine na strancino BC.
e Vektorski produlkt
- Definicija vektorskega produkta, primer in dve lastnosti, video.
- Geometrijske lastnosti vektorskega produkta.

* AXDb je pravokoten na d in na b, video.

x Dolzina vektorskega produkta @ x b je enaka ploscini paralelo-
grama, napetega na @ in b, video.

+ Smer vektorja @xb je dolo¢ena s pravilom desnosucnega vijaka,
oziroma pravilom desne roke: postavite iztegnjeno dlan v smeri
prvega vektorja (a@), tako, da lahko pokrcite vse prste razen
palce proti drugemu vektorju (). Ce vam to uspe, potem palec
kaze v smeri vektorskega produkta a x b, video.

- Igrajte se sami z demonstracijo Wolfram demonstrations.
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https://video.arnes.si/embed/d1saRXeJaDPX?t=47m58s
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=P1D7UNDKRfeXgGUcFQQ9Fdjl
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=kAERPxXBdHZNEj7QHdp6sDOs
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=U1GeV2PFNFXJhOFbfZb2LTcu
https://demonstrations.wolfram.com/NormalizingVectors/
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=a16kwVJMZFQTlcPNScHv7D4Q
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=y1egMbQxOZlFTWYTXgLM0mye
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=X1MJxXa2HpGZMSSVdt1k2uuw
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=uGHiAEFWAdWUmMhbP3AJFzHp
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=AKZaVVaRIFgWQhhFQAQTgFjY
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=M2XfZedgcmjgbt8YXKe3nEWl
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=x2NIiUnLLWCPhKjqXajISpfl
https://demonstrations.wolfram.com/CrossProductOfVectorsInTheYZPlane/

4 Naloga 3: Uporabite definicijo vektorskega produkta, da za poljubne
vektorje a, 5, ¢ € R? ter a € R pokazete distributivnost
ix(b+d)=axb+axé
ter homogenost
x (ab) = ad x b= (ad) x b
vektorskega produkta. (Dokaz je malce tehniCen in ga je mogoce
narediti tako, da zapiSemo vsako od strani po komponentah.)
e Enacba ravnine
- Izpeljava enacbe, video.
- Primer: NapiSite enacbo ravnine, ki poteka skozi tocke A(—1,2, —1),
B(2,-1,2), C(0,0,—1). (Resitev.)
- Igrajte se sami z demonstracijo Wolfram demonstrations.
%2 Naloga 4: Naj bo X ravnina z normalo 7 in naj tocka 7j lezi na
ravnini . Naj tocka A ne lezi na ravnini X.
(1) Narisite skico.
(2) Dopolnite poved: Razdalja tocke A do ravnine ¥ je enaka dol-
zini projekcije vektorja na vektor
(3) Kako bi s pomoqo tock A, T, ter normale 7 izracunali kot med
vektorjem ToA in ravnino %?
(4) Izracunajte razdaljo tocke A do ravnine ¥.
(5) Kaj vam pove predznak skalarnega produkta 7yA-ii o legi tocke
A?
e Mesani produlkt
- Definicija meSanega produkta video.
%2 Naloga 5: S pomocjo lastnosti skalarnega in vektorskega produkta
pokazite, da velja

(67 575) = (575,5) = (57 a, g) = _(67575) = _(67 676) = —(5, ga (7)
(Pri tem se izognite racunanju produktov po komponentah.)

- Absolutna vrednost meSanega produkta (a, b, ¢) je enaka prostornini
paralelepipeda, napetega na vektorje a, b in ¢, video.

4 Naloga 6: Enotska vektorja @ in b oklepata kot 7. Izracunajte pro-
stornino paralelepipeda, napetega na vektorje d, a@ — bter @ x b.

2. KJE SI SE LAHKO PREBEREM/OGLEDAM SNOV?

(1) Bojan Orel: Linearna algebra, Zalozba FRI, 2015, Poglavje 1.

(2) Polona Oblak: Matematika, Poglavje 5.

(3) Gilbert Strang: Introduction to Linear Algebra, 2009, Chapter 1.

(4) James Stewart, Calculus, early transcendentals, 2016, Chapter 12.
(5) David Poole: Linear Algebra, a modern introduction, 2006, Chapter 1.

(6) 3BluelBrown, Essence of linear algebra, Vectors, what even are they?
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https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=S1vINfLPfJlbUQFVLjaGM4AN
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=O2DIhcEXoOYXTSOHdVFNOb06
https://demonstrations.wolfram.com/EquationOfAPlane/
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=G1LOgGgEp3CPlPOPjkK8EEn5
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=HXepZeFmkJQpXXMjS2JDKUOc
http://matematika.fri.uni-lj.si/la/la1.pdf
http://matematika.fri.uni-lj.si/mat/matvsp2019.pdf
https://youtu.be/fNk_zzaMoSs

(7) 3BluelBrown, Essence of linear algebra, Cross product

3. ALI RAZUMEM SNOV?

4(1) Naj bo premica p v R podana z
r+1 y—4 1-2

P % 3 2
Katere od naslednjih trditev so resnicne?
6
(@) Vektor | 3 | je vzporeden s premico p.
—2
—1]
(b) Vektor | 4 | je vzporeden s premico p.
1
1]
(c) Vektor | 6 | je vzporeden s premico p.
—4

(d) Tocka (6,3, —2) leZi na premici p.

(e) Tocka (—1,4,1) lezi na premici p.
4(2) Ali se premici p in ¢ v R® podani z
r+1 y—4 1-—2z ' 1_2—1
6~ 3 T 3 1nq.x+—2
sekata ali sta mimobezni?
4(3) Drzi ali ne drzi?
(@) Ali obstajata enotska vektorja « in v, za katera je u - v = —3?
(b) Skalarni produkt poljubnih vektorjev a in b v R3, ki oklepata kot
¢ € (Z,%), je negativno Stevilo.
(c) Ceje @-b=||a||||b]|. potem sta vektorja @ in b kolinearna.
(d) (@)W = u(v - W) za poljubne vektorje i, 7, @ € R3.
(e) Ce sta premica p in ravnina ¥ v R? pravokotni, potem je vsak vektor
na premici p vzporeden z normalo na ravnino X.
() Ce sta u,v € R® neniéelna vektorja, ki oklepata kot Z, potem sta
vektorja proj,v in proj,u nekolinearna.
(g) Ploscina paralelograma, ki ga napenjata vektorja a + bterda—b je
dvakratnik ploscine, ki ga napenjata vektorja a ter b.
5(4) Ce sta @,b € R® nenicelna vektorja, kateri od naslednjih vektorjev so
vedno pravokotni na vektor a?

,y=+4

p:

xb) xd (©) proj,(b)
X b) x b (d) projz(a)


https://youtu.be/eu6i7WJeinw

-,

— proj;(a) () @— proj;(b)
— proj;(@) (h) b — proj;(b)

4(5) Naj bosta A(a, b, c) in B(c,a,b) poljubni nenicelni tocki na ravnini = +y +
z = 0. Izracunajte kot med krajevnima vektorjema tock A in B.
4(6) Naj bosta @ in b pravokotna enotska vektorja. Izracunajte prostornino
paralelepipeda, napetega na vektorje @ + b, @ + 2b ter @ x b.
* (7) Uporabite lastnosti skalarnega produkta, da za poljubna vektorja 7, i €
R" pokazete trikotniSko neenakost

17+ 41| < [[Z]] + [|7]]-

* (8) Naj bodo @, b, ¢ poljubni vektorji v R?.
(a) Geometrijsko utemeljite, zakaj vektorski produkt ni asociativna ope-
racija.
(b) Geometrijsko razmislite, zakaj je vektor (a x 5) x ¢ linearna kombi-
nacija vektorjev @ in b.

(c) Racunsko pokazite, da velja formula o dvojnem vektorskem pro-
duktu

(@xb)yxc= (G -db—(b-d)a.
(d) 1z formule o dvojnem vektorskem produktu lahko izpeljete tudi ena-
N = -\ 2
kost |[ x BI|* = |l [BI|* — (a- )

2(9) Aleksandra Franc: Resene naloge iz linearne algebre, 2019, Poglavje 1.


http://matematika.fri.uni-lj.si/la/la_zbirka.pdf

Linearna algebra 3. teden

Matrike, 1. del. Sistemi linearnih enacb.

4. NOVO DEFINIRANI POJMI

e Matrike
- Definicija, video.
- Enakost matrik, video.
- Mnozenje matrike s skalarjem video,
- Vsota matrik in linearne kombinacije matrilk, video.

*x Primer: Ali lahko zapiSemo matriko _13 _22 (i kot linearno
011 1 1 -1 1 2 0

o . ) o

kombinacijo matrik (1 0 O)’ (_1 9 1 ) in (_1 9 1).

(Resitev.)
*x Lastnosti vsote matrik in mnozenja matrik s skalarji, video.
- Mnozenje matrik
x Uvod, video.
« Definicija, video.
x Primer: Naj bosta A = b20 in B = 10 . lzra-
3 =21 -3 1
Ccunajte tiste izmed rezultatov, ki jih lahko: AB, BA, A + B,
A — 2B.(Delna resitev.)
* O lastnostih mnozenja matrik se bomo vec¢ naucili prihodnjic.
- Igrajte se sami z demonstracijo Wolfram demonstrations.
2 Naloga 1: Zapisite primere

(1) nenicelnih matrik A in B za katere je AB = 0 (s tem ste poka-
zali, da se lahko nenicelni matriki zmnozita v ni¢elno),

(2) nenicelnih matrik C' in D za katere je CD # DC (s tem ste
pokazali, da mnozenje matrik ni komutativno),

(3) nenicelnih matrik F, F' in G za katere je EG = FG, a E # F (s
tem ste pokazali, da v matricnih enakostih ne morete krajsati
skupnega faktorja),

e Sistemi linearnih enacb.
— Mnozenje matrik in sistemi linearnih enacb, video.
- Sistem linearnih enacb, matrika sistema, razsirjena matrika sistema,
video.
- Gaussova eliminacija, video.

— Primer Gaussove eliminacije (linearni sistem, ki ima resitev), video.
6



https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=Y1iQqcRUgaMkNfBNOLL4QXbm
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=A2W9bSYWTqmgobCSiWog175z
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=n2aRJNSTVeEZnjPO6OFQA39J
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=PGQWYZLFdYYQQwYaZzBW2yBh
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=Y2JgUDYRaK8kUDkI8Dq11EFl
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=G2PJabOG6WXxTRdLLTm2DUtK
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=QdUWZb7ddYZj9LDWY3kYSTkk
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=c2WbR5EhkIQ4VbVndUjOUlrY
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=q1dO7dkOaYsbFfRZUpoVghCc
https://demonstrations.wolfram.com/MatrixMultiplication/
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=P1JZDqVdNnOAMcfTTW9m7WL5
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=A22gmCMSrRYLsQUXcNuAjHXE
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=E2GHfwaVSWQEhUJUvOQ4XAwQ
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=eemVBKPGVdRRboZ8S8NRIfgW

— Primer Gaussove eliminacije (linearni sistem, ki nima resSitve), vi-
deo.

- Vrsticno stopnicasta oblika matrike, pivoti, rang matrike, video.

% Naloga 2: ZapiSite primer nenicelne matrike

(1) A, katere rang je enak Stevilu njenih nenicelnih vrstic.

(2) B, katere rang je enak Stevilu njenih nenicelnih stolpcev.

(3) C, katere rang je enak Stevilu stolpcev, a manjsi od Stevila
vrstic.

(4) D, katere rang je enak Stevilu vrstic, a manjsi od Stevila stolp-
cev.

(5) E, katere rang je enak Stevilu vrstic in Stevilu stolpcev.

- Reducirano vrsti¢no stopnicasta oblika matrike, glavne in proste ne-
znanke, video.

- Ce resujete sistem linearnih enaéb s tremi neznankami, vsaka od
enacb doloca ravnino v R®. Poglejte si, kako se ravnine spremi-
njajo v skladu z elementarnimi Gaussovimi operacijami: Wolfram
demonstrations. Poskusite sistem prevesti na reducirano stopnica-
sto obliko in poglejte pripadajoce ravnine.

- Primer Gaussove eliminacije (linearni sistem, ki ima neskoncno re-
Sitev), video.

- Homogeni sistem linearnih enacb, video.

5. KJE SI SE LAHKO PREBEREM/OGLEDAM SNOV?

(1) Bojan Orel: Linearna algebra, Zalozba FRI, 2015, Poglavje 1.

(2) Polona Oblak: Matematika, Poglavje 5.

(3) Gilbert Strang: Introduction to Linear Algebra, 2009, Chapter 1.

(4) James Stewart, Calculus, early transcendentals, 2016, Chapter 12.
(5) David Poole: Linear Algebra, a modern introduction, 2006, Chapter 1.

6. ALI RAZUMEM SNOV?

4(1) Drzi ali ne drzi?

(a) Obstaja matrika A € R**3 brez nicelnih vrstic in obstaja vektor b €
R*, za katera ima linearni sistem ena¢b A7 = b natanko eno resitev.

(b) Obstaja matrika A € R**3 brez nic¢elnih vrstic in obstaja vektor b €
R*, za katera ima linearni sistem enacb A7 = b natanko dve resitvi.

(c) Rang matrike je enak Stevilu njenih nenicelnih vrstic.

(d) Vsaka kvadratna n x n matrika ima rang enak n.

(e) Za m x n matriko A velja rank(A) < min{m,n}.

(f) Ce za matriko A € R™*" velja rank(4) = n, potem ima sistem A7 = b

natanko eno resitev.
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https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=r1QJEcWMHibYsmcUrC9Oh8EQ
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=r1QJEcWMHibYsmcUrC9Oh8EQ
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=W1bglRMbbZXXeNviKjlLmmWM
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=v1chfd6KZTrK2ZXQnQ95nQVa
https://demonstrations.wolfram.com/PlanesSolutionsAndGaussianEliminationOfA33LinearSystem/
https://demonstrations.wolfram.com/PlanesSolutionsAndGaussianEliminationOfA33LinearSystem/
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=Q2elhQIRiNUTPRWeImlwb30h
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=U2MPFFglJhBOVWNp3hjrRZPZ
http://matematika.fri.uni-lj.si/la/la1.pdf
http://matematika.fri.uni-lj.si/mat/matvsp2019.pdf

(g) Ce za matriko A € R™" velja rank(A) = n — 1, potem sistem AZ = b
nima resitev.

4(2) Naj bo A € R5*® matrika ranga 5. Katere od naslednjih trditev so re-
snicne?
(a) Matrika A ima vseh pet vrstic nenicelnih.
(b) Za vsak vektor b € R5 ima sistem A7 = b neskonéno resitev.
(c) Za vsak vektor b € R5 ima sistem A7 = b natanko eno resitev.
(d) Obstaja vektor be R, za katerega sistem A7 = b nima resSitev.

4(3) Naj za matriko A € R5** velja rank(A) = 4 in naj bosta 7 € R* in @ € R?
taksSna vektorja, da je Av = Aw. Pokazite, da tedaj velja v = .

%(4) Aleksandra Franc: Resene naloge iz linearne algebre, 2019, Poglavje 2.


http://matematika.fri.uni-lj.si/la/la_zbirka.pdf

Linearna algebra 4. teden

Matrike in lastnosti matriénih operacij. Inverzna matrika.

7. NOVO DEFINIRANI POJMI

e Lastnosti vsote matrik in mnozenja matrik s skalarji, video. Za poljubne
matrike A, B,C' € R™*" in skalarje o, § € R veljajo naslednje lastnosti.
- A+ B =B + A (komutativnost)
- A+ (B+C)=(A+ B) + C (asociativnost)
-~ Nicelna matrika

0 00 0
0 00 0
Om><n - 0 00 0
000 ... 0

velikosti m x n je matrika, za katero velja A + O,,xn = Opxn + A = A.
Indeks m x n bomo opuscali, ¢e bo iz konteksta jasno, kako velika
je nicelna matrika O.
— Nasprotna matrika —A = (—1)A je matrika, za katero velja A+(—A) =
(—A)+A=0
- B(ad) = (Ba)A
-1-A=A4,0-A=0
- a(A+ B) =aA+aBin (o + f)A = aA + SA (distributivnost matric-
nega mnozenja s skalarjem cez seStevanje matrik in cez seStevanje
skalarjev)
%2 Naloga 1: Ali za poljubni matriki A, B € R™*" in nenicelni skalar
a € R velja
* rank(aA) = arank(A)?
* rank(A + B) = rank(A) 4 rank(B)?
Ce trditev velja, jo dokazite. Ce ne, pois¢ite protiprimer.
e Lastnosti matricnega mnozenja.
7 Naloga 2: Ali za poljubni matriki A € R™*" in B € R™*? velja
* Om><n -B=A- Onxp = Omxp?
x AB = BA?
* rank(AB) = rank(A) rank(B)?
Ce trditev velja, jo dokazite. Ce ne, pois¢ite protiprimer.
— Matricno mnozenje je asociativno:

A(BC) = (AB)C

za A e R™", B e R"Pin C ¢ RP*",
9



https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=G2PJabOG6WXxTRdLLTm2DUtK

- Definicija potence matrike. Za A € R"*" definiramo
A’ =1,
Ak —A. Akfl
-~ Matri¢cno mnozenje je distributivno:
AB+C)=AB+ ACin (A+ D)C = AD + DC

za A,D e R™*", B,C' € R™*P,
- Identicna matrika

100 0
010 0
I,=|0 01 0
000 ...1

velikosti n x n je matrika, za katero velja A - [,, = I,,, - A = A za vsako
m x n matriko A.
e Inverz matrike.

- Definicija, video.

- Racunanje inverza, video. V njem boste med drugim spoznali al-
goritem za racunanje inverza kvadratne matrike: Inverz obrnljive
matrike A € R"*" s pomocjo Gaussovih elementarnih operacij izra-
cunamo na naslednji nacin:

(1) ZapiSemo zelo razsirjeno matriko

[A | In] c RHX%’,

(2) nato na njej izvajamo Gaussove elementarne operacije.
(@) V kolikor rank(A) < n, matrika A ni obrnljiva in njen inverz
ne obstaja.
(b) Ce je rank(A) = n, potem izvajamo Gaussove elementarne
operacije toliko casa, da na prvih n stolpcih pridobimo
identiéno matriko 7,

[A| L) ~ ...~ [I,|B].
Inverz matrike A je enak A~! = B.

- Ce je A € R™", potem so naslednje trditve ekvivalentne:

(1) A je obrnljiva.

(2) rank(A) = n.

(3) Homogeni sistem A7 = 0 ima le trivialno resitev 7 = 0.

(4) Za vsak vektor b € R" ima sistem A% = b natanko eno resitev.
2 Naloga 3: Izracunajte inverz 3 x 3 spodnje trikotne matrike

100
A=1a 1 0
b ¢ 1
10


https://video.arnes.si/watch/Y1IMKuTENbeb
https://video.arnes.si/watch/0b4sg0kw7n07

- Diagonalna matrika je kvadratna matrika, ki ima vse izvendiago-
nalne elemente enake 0. Zgornje trikotna matrika ima vse elemente
pod diagonalo enake 0. Spodnje trikotna matrika ima vse elemente
nad diagonalo enake 0.

2 Naloga 4: Pokazite, da je

(1) inverz obrnljive diagonalne matrike diagonalna matrike,

(2) inverz obrnljive zgornje trikotne matrike zgornje trikotna ma-
trika in

(3) inverz obrnljive spodnje trikotne matrike spodnje trikotna ma-
trika.

— Za obrnljivi matriki A, B € R"*" velja

% (A7 = A,
x (AB) ' =B'A1,

4 Naloga 5: Ce sta kvadratni matriki A, B € R™*" obrnljivi in velja
(AB)?* = A2B?, potem pokazite, da matriki A in B komutirata (AB =

BA).
e Transponirana matrika ali transponiranka. video.

- ( AT)T — A,

-(A+B)T=AT+BT,

- (aA)T =aAT.

- (AB)T = BTAT,

- Inverz transponirane matrike (in transponiranka produkta matrik),
video:

x (AB)" = BTAT,
x (AT = (4T) 7
. . 1 2 0\, 1 0 . o
— Primer: Naj bosta A = (3 9 1) in B = (_3 1). Izracunajte tiste
izmed produktov AB, BA, ATB, AB', Ki jih lahko. (Resitev.)
- Matrika A € R™*" je simetricna, ¢e velja AT = A.
% Naloga 6: Pokazite, de je
x vsota simetricnih matrik simetri¢na matrika,
x produkt simetricnih matrik simetricna matrika natanko tedaj,
ko matriki komutirata,
* inverz obrnljive simetricne matrike simetricna matrika.

8. KJE SI LAHKO PREBEREM/OGLEDAM SNOV?

(1) Bojan Orel: Linearna algebra, Zalozba FRI, 2015, Razdelek 2.3.

(2) Polona Oblak: Matematika, Razdelek 6.3.

(3) Gilbert Strang: Introduction to Linear Algebra, 2009, Section 2.5.

(4) David Poole: Linear Algebra, a modern introduction, 2006, Sections
3.1, 3.2., 3.3..
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https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=BdPbXKlUGULTaaLYU58MpQO7
https://video.arnes.si/watch/0f2xr0n299s2
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=q1dO7dkOaYsbFfRZUpoVghCc
http://matematika.fri.uni-lj.si/la/la1.pdf
http://matematika.fri.uni-lj.si/mat/matvsp2019.pdf

9. ALI RAZUMEM SNOV?

2(1) Kdaj je 2 x 2 matrika
a b
1= ()

obrnljiva? V primeru, ko je obrnljiva, kaj je njen inverz A~'?

4(2) Naj bo A € R™" obrnljiva matrika. Pokazite, da je tudi matrika A?
obrnljiva.

2(3) Naj bosta A, B € R™" obrnljivi matriki. Koliko resitev X € R™" ima
enacba B™'(I, + AX)B= B+ I,,?

%(4) Naj bo a € R" poljuben neniceln vektor.
(a) Pokazite, da je matrika @a' simetricna matrika.

(b) Pokazite, da je matrika ¢@' matrika ranga 1.
4(5) Ce sta A in B obrnljivi n x n matriki, katere od naslednjih trditev so

resnicne?

(@) (A7) ' =4 (d) (A2)~ = (A7)

(b) (ad)t =141 (e) AB je obrnljiva
() (AB)"'=A"'B~! (f) A+ B je obrnljiva

4(6) Drzi ali ne drzi?
(@) Naj bosta A € R"*" in B € R"*" obrnljivi matriki. Za vsako C € R"*"
ima enacba AX B~! = C natanko eno resitev.
(b) Za vsako 4 x 4 matriko, ki ima zadnjo vrstico enako prvi, velja, da
ni obrnljiva.
(c) Vsaka zgornje trikotna matrika je obrnljiva.
(d) Ce je matrika A obrnljiva, ima sistem AZ = b neskonéno resitev.
(e) Naj bo matrika A € R™" obrnljiva. Ali obstaja obrnljiva matrika
X € R™", za katero velja AXA+ A=0?
2(7) Aleksandra Franc: Resene naloge iz linearne algebre, 2019, Naloge
31-35, 40-42.
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http://matematika.fri.uni-lj.si/la/la_zbirka.pdf

Linearna algebra 5. teden

Vektorski podprostor v R”

10. NOVO DEFINIRANI POJMI

e Vektorski podprostor
- Definicija vektorskega podprostora v R", video.

*x Primer: Ali je mnozZica A = {(ac y -y —x)T; x,y € R} C R*
vektorski podprostor v R*? (Resitev.)

- Ekvivalentna definicija vektorskega podprostora, video.
*x Za dano matriko A € R™*" je mnozica

N(A) = {Z € R"; AZ =0}

vektorski podprostor v R". Ta prostor imenujemo nicelni pro-
stor matrike A (in je zelo pomemben prostor, ki ga bomo sre-

cevali skozi cel semester).
1 1 2 1

x Primer: Izracunajte nicelni prostor matrike | -1 -1 -2 —-1| €
2 2 4 2
R3*4. (Resitev.)
4 Naloga 1: Utemeljite, zakaj mnozica B = {(a a’ b)T :a,b € R} C

R? ni vektorski podprostor v R? (éeprav vsebuje 0).
4 Naloga 2: Kaj mora veljati za a,b,c,d € R, da bo ravnina 3 v R?,
podana z enacbo azx + by + cz = d, vektorski podprostor v R3?
- Linearna ogrinjaca, definicija in primeri, video.
- Linearna neodvisnost
« Definicija, video.
% Naloga 3: Naj bodo vektorji a, b in ¢ linearno neodvisni. Poka-
zite, da so linearno neodvisni tudi vektorji a + b, b+@in @+ ¢
e Baza vektorskega prostora
- Definicija, video.
— Primer, videol + video2!.
- Lastnosti baze:
* Vsak vektorski prostor ima neskoncno baz.
*x Vse baze vektorskega prostora imajo enako Stevilo elementov.
Stevilo elementov v (katerikoli) bazi vektorskega prostora V imenu-
jemo dimenzija vektorskega prostora V, video.

Dimenzija vektorskega prostora V je tore;j:
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https://video.arnes.si/watch/LrP9eWYIYela
https://video.arnes.si/watch/R1iMXULTeZaL
https://video.arnes.si/watch/w1OhSL8oczjO
https://video.arnes.si/embed/b1MMUWUWTCYD?t=14s
https://video.arnes.si/watch/n18YUphsDtRE
https://video.arnes.si/watch/a1qrWTOQfVoU
https://video.arnes.si/watch/X1OSImq7BCJj
https://video.arnes.si/watch/T2XHOSacdCLZ
https://video.arnes.si/watch/MiRLPXYBXgde
https://video.arnes.si/watch/VUSDQ6cNYPMr

* najvecje stevilo linearno neodvisnih vektorjev, ki jih lahko naj-
demo v V,
* najmanjse Stevilo vektorjev, ki jih potrebujemo da bo V' njihova
linearna ogrinjaca.
video.

-V vektorskem prostoru V z izbrano bazo B lahko vsak vektor iz-
razimo na en sam nacin kot linearno kombinacijo vektorjev iz B,
video.

- Primer: Napisite, kaj so vektorski podprostori v R? dimenzije 1, 2 ali
3. (Resitev)

- Standardne baze v R", video.

7 Naloga 4: Naj bo U linearna ogrinjaca vektorjev i, 0s, ..., 0. Kdaj
vektorji vy, U5, ..., v} tvorijo bazo prostora U?

11. KJE SI LAHKO PREBEREM /OGLEDAM SNOV?

(1) Polona Oblak: Vektorski prostor in podprostor, Poglavje 1.
(2) Bojan Orel: Linearna algebra, Zalozba FRI, 2015, Razdelki 3.1.-3.4.
(3) Gilbert Strang: Introduction to Linear Algebra, 2009, Chapter 3.

* (4) (Za zahtevnejSe bralce) Vektorski prostor lahko definirate tudi bolj al-
gebraicno. Pokukajte v ucbenik Tomaza Kosirja: Linearna algebra, za
definicijo in lastnosti vektorskih prostorov poglejte v poglavje VI. Vecino
pojmov, ki so vam tuji, boste nasli v poglavju V.

12. ALI RAZUMEM SNOV?

4(1) Drzi ali ne drzi?
(a) Ravnina v R?, podana z enacbo z+2y+3z = 4, je vektorski podprostor
v R3.
(b) Ce so ,y,z € R? linearno odvisno vektorji, potem je linearna ogri-
njaca L{r,y, 2} ravnina v R? skozi koordinatno izhodisce.
(c) Vsaka linearno neodvisna mnozica vektorjev v R? vsebuje vsaj 9
elementov.
(d) Ce sta prvi in drugi stolpec matrike A € R™*" linearno odvisna vek-
torja, potem matrika A ni obrnljiva.
(e) Ali obstajata nenicelna @ in v, za katera sta vektorja ¢ x ¢ in 37
linearno odvisna?
2(2) Katere od naslednjih mnozic so vektorski podprostori v R"?
(a) Vsi vektorji dolzine 1.

(b) Vsi vektorji, ki so pravokotni na vektor [1, 2, 0, ...,0]T.
(c) Vsi vektorji, ki niso kolinearni vektorju [1, 2, 0, ...,0]7.
(d) Vsi vektorji, ki so kolinearni vektorju [1, 2, 0, . O]T.
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https://video.arnes.si/watch/H1jdD3XsEZUX
https://video.arnes.si/watch/buYSTUh7NTeF
https://video.arnes.si/watch/A18rpiRambqi
https://video.arnes.si/watch/e1aiSVVeKGQl
https://ucilnica.fri.uni-lj.si/pluginfile.php/100159/mod_resource/content/2/vp.pdf
http://matematika.fri.uni-lj.si/la/la1.pdf
https://www.fmf.uni-lj.si/~kosir/poucevanje/0607/linalg.html
https://www.fmf.uni-lj.si/~kosir/poucevanje/skripta/vektorski.pdf
https://www.fmf.uni-lj.si/~kosir/poucevanje/skripta/strukture.pdf

(e) Vsi vektorji, katerih prva komponenta je nenicelna.
(f) Vsi vektorji, katerih prva komponenta je nicelna.
4(3) Naj bosta A, B € R**3. Ali je mnozica

U={7eR A¥+ 7 = BT}

vektorski podprostor v R3?

%(4) Zapisite primer enotskega vektorja v vektorskem podprostoru U =
{1 " cre

4(5) Naj ima matrika A € R%*17 rang enak 11. Najve¢ koliko linearno neod-
visnih vektorjev # zados¢a enaébi AZ = (?

* (6) Naj bosta U in V vektorska podprostora v R". Pokazite, da je tudi UNV

vektorski podprostor v R”.

%(7) Aleksandra Franc: Resene naloge iz linearne algebre, 2019, Naloge 55
(a,b), 59(a), 68 (a).
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Linearna algebra 6. teden

Baze vektorskih podprostorov. Nicelni in stolpcni prostor matrike.

13. NOVO DEFINIRANI POJMI

e Kot uvod v teden si poglejte 3BluelBrown, Essence of linear algebra,
Linear combinations, span, and basis vectors. Nekatere reci Ze znate,
preostale se boste naucili danes.

e Baza vektorskega prostora

- Definicija, video.

— Primer, videol + videoZ2!

- Lastnosti baze:

x Vsak vektorski prostor ima neskonc¢no baz.
* Vse baze vektorskega prostora imajo enako Stevilo elementov.

- Stevilo elementov v (katerikoli) bazi vektorskega prostora V imenu-
jemo dimenzija vektorskega prostora V, video.

- Dimenzija vektorskega prostora V je torej:

* najvecje stevilo linearno neodvisnih vektorjev, ki jih lahko naj-
demo v V,
* najmanjse Stevilo vektorjev, ki jih potrebujemo da bo V' njihova
linearna ogrinjaca.
video.

-V vektorskem prostoru V' z izbrano bazo B lahko vsak vektor iz-
razimo na en sam nacin kot linearno kombinacijo vektorjev iz B,
video.

- Primer: Napisite, kaj so vektorski podprostori v R? dimenzije 1, 2 ali
3. (Resitev)

- Standardna baza R", video.

%2 Naloga 1: Naj bo U linearna ogrinjaca vektorjev o, 7s, ..., 0. Kdaj
vektorji vy, Us, ..., ) tvorijo bazo prostora U?

e Stolpc¢ni prostor, definicija in primer, video.

e Rang matrike A € R™*" je enak:

- Stevilu nenicelnih vrstic v vrsticno stopnicasti obliki matrike A,

- Stevilu pivotov v vrsticno stopnicasti obliki matrike A,

— Stevilu linearno neodvisnih vrstic matrike A,

- Stevilu linearno neodvisnih stolpcev matrike A,

- dimenziji stolpcnega prostora C'(A) matrike A,

- rank A =n —dim N(A).

Argumente najdete v videu.
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https://youtu.be/k7RM-ot2NWY
https://video.arnes.si/watch/X1OSImq7BCJj
https://video.arnes.si/watch/T2XHOSacdCLZ
https://video.arnes.si/watch/MiRLPXYBXgde
https://video.arnes.si/watch/VUSDQ6cNYPMr
https://video.arnes.si/watch/H1jdD3XsEZUX
https://video.arnes.si/watch/buYSTUh7NTeF
https://video.arnes.si/watch/A18rpiRambqi
https://video.arnes.si/watch/e1aiSVVeKGQl
https://video.arnes.si/watch/FiAUZiO5mkMD
https://video.arnes.si/watch/N1QgwWUSjPXp

e Iz prejSnje tocke sledi
rank A = rank A",

%2 Naloga 2: Naj bo A nenicelna matrika velikosti 3 x 8 in d = dim N(A).
Zapisite vse mozne vrednosti Stevila d.

e Iz vsega, kar ste se naucili v zadnjih Stirih tednih tako sledi, da so
naslednje trditve o matriki A € R"*" ekvivalentne:
(1) A je obrnljiva.

(2) Homogeni sistem enacb Az = 0 ima le trivialno resitev x = 0.

(3) Sistem enacb Ax = b ima enolicno resitev za vsak b € R".

(4) Reducirana vrsticna stopnicasta oblika matrike A je I.

(5) Rang matrike A je n.

(6) Stolpci matrike A so linearno neodvisni.

(7) Vrstice matrike A so linearno neodvisne.

(8) Stolpci matrike A razpenjajo R™.

(9) Vrstice matrike A razpenjajo R".

(10) Stolpci matrike A so baza R".

(11) Vrstice matrike A so baza R".

(12) dim N(A) = O

(13) dimC(A) =

14. KJE SI LAHKO PREBEREM/OGLEDAM SNOV?

(1) Polona Oblak: Vektorski prostor in podprostor.
(2) Bojan Orel: Linearna algebra, Zalozba FRI, 2015, Razdelek 3.4. po-
glavje VI.
(3) Gilbert Strang: Introduction to Linear Algebra, 2009, Chapter 3.
(4) Gilbert Strang, Video Lectures:
(a) Lecture 6: Column space and nullspace.
(b) Lecture 9: Independence, basis, and dimension.

* (B) (Za zahtevnejse bralce) Tomaz Kosir: Linearna algebra.

15. ALI RAZUMEM SNOV?

4(1) Naj ima matrika A € R™ &tiri linearno neodvisne vrstice. Koliko resitev
ima lahko linearni sistem A% = 5?

2(2) Naj bo A € R™" matrika, katere stolpci so linearno neodvisni. Izracu-
najte dim N(A).

4(8) Ceje A € R™!! matrika ranga 5, izracunajte dim N(A).

4(4) Pokazite, da ¢e za matriki A, B € R™*" velja dim N(A) < dim N(B), potem
je dimC'(A) > dim C(B).

4(5) Pokazite, da za kvadratno matriko A velja dim N(A4) = dim N(A").
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https://ucilnica.fri.uni-lj.si/pluginfile.php/100159/mod_resource/content/2/vp.pdf
http://matematika.fri.uni-lj.si/la/la1.pdf
https://www.fmf.uni-lj.si/~kosir/poucevanje/skripta/vektorski.pdf
https://www.fmf.uni-lj.si/~kosir/poucevanje/skripta/vektorski.pdf
https://ocw.mit.edu/courses/mathematics/18-06-linear-algebra-spring-2010/video-lectures/lecture-6-column-space-and-nullspace/
https://ocw.mit.edu/courses/mathematics/18-06-linear-algebra-spring-2010/video-lectures/lecture-9-independence-basis-and-dimension/
https://users.fmf.uni-lj.si/kosir/poucevanje/skripta/vektorski.pdf

4(6) Aleksandra Franc: Resene naloge iz linearne algebre, 2019, Naloge 55,
57 (a) in (b), 60-64.
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Linearna algebra 7. teden

Linearne preslikave

16. NOVO DEFINIRANI POJMI

e Kot napovednik, kaj nas ¢aka v tem tednu, vam ne bi mogla dati boljse
predstavitve, kot je 3BluelBrown, Essence of linear algebra, Linear
transformations and matrices.

e NaSa motivacija in uvod v linearne preslikave, video.

e Na Wolframovi strani Wolfram Demonstrations, Reindeer Linear Trans-
formation si oglejte demonstracijo linearne preslikave. Izberite ele-
mente Zeljene 2 x 2 matrike. Potem poglejte, kam se tocke ravnine
preslikajo z linearno preslikavo, ki ustreza mnozenju z vaso izbrano
matriko.

e Definicija linearne preslikave, video.

4 Naloga 1: Za linearno preslikavo 7: R? — R? naj velja 7(a@) = b, 7(b) =
ter 7(2) = b+ ¢ za neke vektorje @,b, & € R3. Doloéite (@ + 3b — 27).
— Najpomembnejsi primer linearne preslikave, mnozenje vektorja z
matriko, video.
Iz tega primera sledi, da ¢e za preslikavo 7 : R* — R™ obstaja ma-
trika A € R™*", da je

7(¥) = AU

za vsak v € R", potem je 7 linearna preslikava. Po domace: za smo
preslikavo 7 nasli matriko A, tako da se vsak vektor v € R” preslika
v produkt matrike A z vektorjem v, torej v Av € R™, potem je 7
linearna.

- Primer linearne preslikave: projekcija v R?, video.

- Primer linearne preslikave, zrcaljenje v R?, video.

- Seveda pa niso vse preslikave linearne. Oglejte si primer nelinearne
preslikave, video.

e Lastnosti linearne preslikave, video.

e Ne le, da je mnozenje vektorja (z leve) z matriko linearna preslikava.
Velja tudi obratno, da lahko vsaki linearni preslikavi doloc¢imo matriko,
ki ji pripada, video. Pri tem pazite na to, da je matrika odvisna od baz,
ki jih izberemo.

- Primer matrike linearne preslikave R® — R3, video.

4 Naloga 2: Naj bo T: R* — R? linearna preslikava, ki slika vektor i v
7. vektor j v 0, vektor k pav i+ + k. Zapisite matriko, ki pripada T
v standarni bazi prostora R?.
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https://www.youtube.com/watch?v=kYB8IZa5AuE
https://www.youtube.com/watch?v=kYB8IZa5AuE
https://video.arnes.si/watch/p2NUXxUT7KhV
https://demonstrations.wolfram.com/ReindeerLinearTransformation/
https://demonstrations.wolfram.com/ReindeerLinearTransformation/
https://video.arnes.si/watch/gaH4IKXYXNFT
https://video.arnes.si/watch/U1dXIrckuSdg
https://video.arnes.si/watch/i2YOb6uPGEKS
https://video.arnes.si/watch/D1ZLJILEajTK
https://video.arnes.si/watch/U2lTeKeVFIUx
https://video.arnes.si/watch/J2OjLMoOUQXd
https://video.arnes.si/watch/hRiJPoKTAfjS
https://video.arnes.si/watch/J2JOo8YvRPfZ

e Jedro in slika linearne preslikave.
- Definicija, video.
- Zveza med dimenzijama jedra in slike, video.

e S tem smo se danes naucili geometrijskega pogleda na matrike. Ma-
trika ne bo vec zgolj suhoparna tabela Stevil, ki jih lahko abstraktno
obracamo in operiramo. Na matriko A € R™*" je namrec vredno pogle-
dati malo globlje, kot na pripadajoco linearno preslikavo A : R™ — R”,
za katero velja A(7) = Av, video.

e Kompozitum linearnih preslikav, video.

e Oglejte si Se naslednje vizualizacije, 3BluelBrown, Essence of linear
algebra,

(1) Linear transformations and matrices.

(2) Three-dimensional linear transformations.

(3) Nonsquare matrices as transformations between dimensions.
(4) Matrix multiplication as composition.

17. KJE SI LAHKO PREBEREM/OGLEDAM SNOV?

(1) Polona Oblak: Linearne preslikave. (Snovi linearnih preslikav ni v uc-
beniku Bojana Orla, zato sem vam spisala osnovne definicije z veliko
primeri v ta dokument.)

(2) Gilbert Strang: Introduction to Linear Algebra, 2009, Chapter 7.

(3) Polona Oblak: Matematika, razdelek 6.5.

* (4) (Za zahtevnejSe bralce) Tomaz KoSir: Linearna algebra, linearne presli-
kave, studijsko gradivo, 2007.

18. ALI RAZUMEM SNOV?

4(1) Naj bo 7: R® — R? preslikava, podana s predpisom

T —x
T Yy = z
z 0

Pokazite, da je linearna in zapiSite matriko, ki pripada 7 v standarni
bazi prostora R?.

4(2) Naj bo 7: R® — R? linearna preslikava, ki slika vektor i v j, vektor j v
i+ j. vektor 2k pa v 4i. Zapisite matriko, ki pripada 7 v standarni bazi
prostora R3.

2(3) Pokazite, da vsaka linearna preslikava 7: R" — R™ slika linearno odvi-
sne vektorje v linearno odvisne.

4(4) Drzi ali ne drzi?

(@) Ce je preslikava ¢: R” — R” linearna, potem je linearna tudi presli-
kava ¢?: R® — R".
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https://video.arnes.si/watch/hHpZGrOPMKXi
https://video.arnes.si/watch/W1YVhMJdXAfL
https://video.arnes.si/watch/O2iNyVysSkbO
https://video.arnes.si/watch/s1XJDaX7ZTVU
https://youtu.be/kYB8IZa5AuE
https://youtu.be/rHLEWRxRGiM
https://www.youtube.com/watch?v=v8VSDg_WQlA&feature=youtu.be
https://youtu.be/XkY2DOUCWMU
https://ucilnica.fri.uni-lj.si/pluginfile.php/172812/mod_resource/content/1/linearne%20preslikave.pdf
http://matematika.fri.uni-lj.si/mat/matvsp2019.pdf
https://www.fmf.uni-lj.si/~kosir/poucevanje/skripta/preslikave.pdf
https://www.fmf.uni-lj.si/~kosir/poucevanje/skripta/preslikave.pdf

(b) Vsaka nenicelna linearna preslikava 7: R? — R? slika linearno ne-
odvisna vektorja v linearno neodvisna.
2(5) Za vsako od naslednjih lastnosti poiScite primer linearne preslikave
6 : R* — R3, ki ima to lastnost.
(a) 0% je identicna preslikava.
(b) 02 = 6.
(c) Jedro preslikave 6 je trivialno.
(d) Obstaja vektor v € R?, za katerega velja 0(v) = —v.
%(6) Naj bo 7: R® — R™ linearna preslikava.
(a) Pokazite, da je 7 injektivna natanko tedaj, ko je ker7 = {0}.
(b) Pokazite, da je 7 surjektivna natanko tedaj, ko je im7 = R™.
4(7) Aleksandra Franc: Resene naloge iz linearne algebre, 2019, Poglavje 5.
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Linearna algebra 8. in 9. teden

Ortogonalnost

19. NOVO DEFINIRANI POJMI

e Napovednik 4. poglavja: Ortogonalnost.
e Uvod
- Ponovite skalarni produkt z ogledom 3BluelBrown, scalar product.
- Za definicijo pravokotnosti/ortogonalnosti potrebujemo skalarni pro-
dukt. Primeri skalarnih produktov, ki jih boste kdaj potrebovali:
video.
e Definicije pravokotnih/ortogonalnih vektorjev, ortogonalne mnozice vek-
torjev, ortonormirane mnozice vektorjev, video.
- Vsaka ortogonalna mnozica vektorjev je linearno neodvisna. video.
% Naloga 1: Ali je mnozica vektorjev

1 1 0 0
0 0 1 1
M=q11|"1-1]: o] ]| o
0 0 1/ \ -1

ortonormirana mnozica v R*?
e Ortonormirana baza
- Definicija in lastnosti, video
- Primer:
(a.) Ali je mnozica vektorjev M iz naloge 1 ortonormirana baza R*?
(b.) Ali lahko poiscete mnozico AN/ C R*, ki bo tvorila ortonormirano
bazo R* in bo sestavljena iz veckratnikov vektorjev mnozice M?
1

(c.) Zapisite vektor g kot linearno kombinacijo vektorjev iz N.
4
(Ko resite, lahko preverite resitev tu.)
4 Naloga 2: Naj bo vy, ..., vs ortonormirana baza R® in ¥ = ayv; + ... +

asvs. Pokazite, da je ||Z7]|? = o2 + ... + a2.
e A € R™" imenujemo ortogonalna matrika, ¢e je Q' Q = I,.
4 Naloga 3: Ce je Q € R™*" ortogonalna matrika, potem pokazite, da
je
lQz| = [17]]
za vsak ¥ € R™.

e Gram-Schmidtov postopek za ortogonalizacijo vektorjev:
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https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=oLmiOEBHIGHBXVaUQ3nD5dpK&jwsource=cl
https://youtu.be/LyGKycYT2v0
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=z1Zba5PkNWEIEXVkdM8WMkol
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=F1GlHkfFM8tR4XPPTRxvKgad
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=D1nMI3fcOUd8ZfiNmZLiP3fj
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=P2abIjSjHmdfSKULthLBch4T&jwsource=cl
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=x2SOTfCKSUiQCHagPVK3nagR&jwsource=cl

- Ideja

- [Postopek

- Gram-Schmidtov postopek je odvisen od vrstnega reda vektorjev.
Oglejte si primer in Se enkrat isti primer z menjavo vrstnega reda
vhodnih vektorjev.

%2 Naloga 4: Naj bo

— =
(el VRN an I \V)

Poiscite kaksno ortonormirano bazo prostora V. (Najprej z metodo
ostrega pogleda ugotovite, v kakSnem vrstnem redu boste izvajali
Gram-Schmidtov postopek.)
- Igrajte se z Wolframovo demonstracijo.
¢ OR razcep matrike
- Razcep, video.
-1 =2
— Primer: Poiscite QR razcep matrike A = | 1 0 ]. (Resitev.)
0 1
- Nadaljnje variante QR razcepa, video.
e Ortogonalni komplement
- Definicija
4 Naloga 5: Pokazite, da je ortogonalni komplement U+ vektorskega
podprosta U C R" vektorski podprostor v R".
- Lastnosti
- Ortogonalna zveza med nicelnim in stolpcnim prostorom matrike
4 Naloga 6: Naj bo A € R™("*tk) matrika ranga r, r < n, k > 0. Dolo¢ite
dimenzije prostorov C(A4), C(A"), C(A)*, N(A), N(AT) in N(A)*.
e Matrika projekcije, video.
- Primer: Dana je ravnina ¥ : z +y + 22 = 0 v R3. Zapisite matriko
P, ki pripada pravokotni projekciji na ¥ v standardni bazi. Lahko
sledite naslednjim korakom:

(1) Izberite ortonormirano bazo {w),w>} ravnine X. (Ce ne znate
uganiti, izberite poljubna linearno neodvisna vektorja a in bna
ravnini ¥ in na njima uporabite Gram-Schmidtov postopek.)

(2) Naj bo @ € R**? matrika s stolpcema 7} in .

(8) Matrika projekcije na ¥ je P = QQ".

(Ce se vam v kakSnem koraku zatakne, lahko pogledate pomo¢.
Pri tem ne sledite slepo moji izbiri vektorjev. Ne glede na to, kako
boste izbrali zacetna vektorja a in b, bi morali na koncu priti do iste
matrike P. Poskusite.)

e Predoloceni sistemi

- Kaj so sploh predoloceni sistemi? video.
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https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=pO1hVaJT7bPjIE8EhiK8Cf9V
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=GIbdNWhXT8EwYXKSG0TWKRWA
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=ndWYNibZ8JVJjc1rDi4jjoWi
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=dFgSajZYVeWR5S9QNAxHEaIK
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=dFgSajZYVeWR5S9QNAxHEaIK
https://demonstrations.wolfram.com/GramSchmidtProcessInThreeDimensions/
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=YLEGoVCZQ5WYNVMNuoVE1NTb
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=s1pVXEcuQhLOLMSaHTVmKVea
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=R1DVNZhZdoOoCnqXom0bYg0k
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=s2ZmBmMhUCVRaVCUHAFzZIJN
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=u2aRYsJdTfHfLt8SMVygBfk1
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=m1NpDNVUFaWJYbSe6ew2R2u9
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=p1mYZXUb9HeZTbGNfe2oQAVb
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=k1PVERQLYoVfkG4OmB2cGHW9&jwsource=cl
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=v2fkccZfHshX8kcPRqrgzyvf

- Najboljsi priblizek resitve predolocenega sistema po metodi naj-
manjsih kvadratov, video.

- Poglejte si lepSo in gibljivo sliko, kaj je najboljsi priblizek predolo-
cenega sistema po metodi najmanjsih kvadratov. Wolfram Demon-
strations Project.

- Primer: Dolocite premico v R?, ki se najbolj prilega tockam A(1,1),
B(0,0), C(2,0) in D(—1,2). (ReSitev.)

- Kaj pa v primeru, ko je predoloceni sistem podan z matriko polnega
ranga? video.

20. KJE SI LAHKO PREBEREM/OGLEDAM SNOV?

(1) Bojan Orel: Linearna algebra, Zalozba FRI, 2015, Poglavje 4
(2) Gilbert Strang: Introduction to Linear Algebra, 2009, Section 4.
(3) Gilbert Strang, Video Lectures:

(a) Lecture 14: Orthogonal vectors and subspaces.

(b) Lecture 15: Projections onto subspaces.

(c) Lecture 16: Projection matrices and least squares.

(d) Lecture 17: Orthogonal matrices and Gram-Schmidt

21. ALI RAZUMEM SNOV?

% (1) Naj bo A € R™*" takSna matrika, da velja dim N(A) = dim N(A"). Poka-
zite, da velja m = n.
%2 (2) Drzi ali ne drzi? Utemeljite ali poiScite protipromer.
(@) Ali obstajata razlicna enotska linearno odvisna vektorja @ in v v
ortogonalnem komplementu ravnine = — 2y + 3z = 0?
(b) Ali obstajata razlicna nenicelna linearno neodvisna vektorja « in ¢
v ortogonalnem komplementu premice z =y = z?

(c) Ce je {vi,vq,...,v7} ortogonalna mnozica v vektorskem prostoru V
dimenzije 7 in v; nenicelni vektorji, potem je {v,vs,...,v;} baza pro-
stora V.

(d) Za simetri¢no matriko A velja N(A) = C(A)*.

(e) Ce ima za neka A € R™ " in b € R™ sistem AT = b reSitev, potem je
vektor b pravokoten na vsak vektor i € N(AT).

(f) Vektorski podprostor IV C R" je ortogonalni komplement vektor-
skega prostora W C R", ce je vsak vektor iz V pravokoten na vsak
vektor iz .

(@) Ce je P matrika, katere stolpci so paroma ortogonalni, velja P~! =
P
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https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=s1s3mNKTGkRJZhNeLZgoxWG8
https://demonstrations.wolfram.com/LeastSquares/
https://demonstrations.wolfram.com/LeastSquares/
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=Z2NXnVmGRsXbsbSWZR1bMUhN
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=p1JxnxOenhNhLX6fnU0IEwGK
http://matematika.fri.uni-lj.si/la/la1.pdf
https://ocw.mit.edu/courses/mathematics/18-06-linear-algebra-spring-2010/video-lectures/lecture-14-orthogonal-vectors-and-subspaces/
https://ocw.mit.edu/courses/mathematics/18-06-linear-algebra-spring-2010/video-lectures/lecture-15-projections-onto-subspaces/
https://ocw.mit.edu/courses/mathematics/18-06-linear-algebra-spring-2010/video-lectures/lecture-16-projection-matrices-and-least-squares/
https://ocw.mit.edu/courses/mathematics/18-06-linear-algebra-spring-2010/video-lectures/lecture-17-orthogonal-matrices-and-gram-schmidt/

(h) Ce je nenicelni vektor j € R" pravokotna projekcija vektorja # € R”
na vektorski podprostor U C R”, potem sta vektorja 7 in y pravoko-
tna.

(i) Ce so stolpci matrike U € R™*" normirani vektorji in tvorijo ortogo-
nalno mnozico, potem je UU' pravokotna projekcija vektorja 7 na
C(U).

() Ce je A € R™" in beR™, kjer m > n, potem linearni sistem Az = b
nima resitev.

(k) Ce je matrika A € R™ " ranga n in m > n, potem je najboljsa re-
sitev sistema A7 = b po metodi najmanjsih kvadratov enaka 7 =
(ATA)"LATb.

(3) Dani sta matriki

| cosp —singp in | cosp sing

¥ | singp cosp ¥ | singp —cosp |’

%2 (a) Pokazite, da sta matriki A in B ortogonalni za vsak ¢ € R.

% (b) Kaj predstavljata linearni preslikavi Rz, Zx : R* — R?, podani z
R= (f) = Rgf in Zg (f) = ng?

2

x (c) Kaj predstavljata linearni preslikavi R, Z, : R* — R?, podani z
R (%) = Roi in Z,(F) = Z,27

% (4) Zapisite primer matrike, ki ima paroma ortogonalne stolpce, vendar ni
ortogonalna matrika.

* (5) Na vektorskem prostoru C (|-, 7]) zveznih funkcij na intervalu [—m, 7]
definirajmo predpis

(1) (f.g) = / " f@)gla)de,

ki funkcijama f in g vrne Stevilo (f, g) € R.
(a) Pokazite, da je
W (f,9) = (g, f):
(i) (af + Bg,h) = o (f.h) + B (g. ),
(i) (f, f) >0 ter
(iv) da je (f, f) = 0 natanko tedaj, ko je f nicelna funkcija.
S tem ste pokazali, da je predpis skalarni produkt na prostoru
zveznih funkcij na intervalu [—m, 7].
(b) Dolzino funkcije f definiramo kot

19 =TT = [ " (f(@))2da
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norma (ali dolzina) funkcije f. Oznacimo funkcije

1
fo(z) = \/_2_7r
Lo
filz) = ﬁsm(zx)
1 .
gi(x) = ﬁcos(zx)

zat1=1,2,....
(c) Pokazite, da je
(l) <fz;fz> =lzai= 0,172,...,
(i) (g5, 9y =1zai=1,2,...,
(ii) (fo, fi) =0zai=1,2,...1in
(v) (fi,g;) =0zai=0,1,2,...ter j=1,2,....
S tem ste pokazali, da so funkcije { fo, f1, f2,-.., 91,92, ...} ortonormi-
rana mnozica v C[—r,n]. Ta igra pomembno vlogo pri Fourirjevih
vrstah in transformacijah.
4 (6) Aleksandra Franc: Resene naloge iz linearne algebre, 2019, 6. poglavje.
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http://matematika.fri.uni-lj.si/la/la_zbirka.pdf

Linearna algebra 10. teden

Determinante

22. NOVO DEFINIRANI POJMI

e Determinanta.

- Uvod:

x Zakaj potrebujemo determinante in kaj nam bodo predsta-
vljale? video.
* Se boljsa ilustracija: 3BluelBrown, The determinant.

— (Opomba: V 2020/21 smo determinanto definirali drugace in veliko
dokazov je drugacnih kot na spodnjih posnetkih.)

— Definicija determinante.

- Lastnosti determinant,video.

— Med drugim smo spoznali nov nac¢in racunanja determinant podo-
ben Gaussovi eliminaciji: Determinanto poljubne kvadratne ma-
trike izracunamo tako, da s pomocjo pravil (1)-(3) preoblikujemo
matriko v zgornje ali spodnje trikotno matriko, katere determinanto
Ze znamo izracunati. Dovoljenje operacije so:

(pravilo 1) Ce zamenjamo dve vrstici, se spremeni predznak determinante.
(pravilo 2) Vrednost determinante se ne spremeni, ¢e neki vrstici priste-
jemo poljuben veckratnik katerekoli druge vrstice.
(pravilo 3) Ce vse elemente neke vrstice pomnozimo z istim Stevilom «, se
vrednost determinante pomnozi z a.
Za ra¢unanje resitev linearnega sistema A% = 0 smo Zeleli z elemen-
tarnimi operacijami Gaussove eliminacije preoblikovati matriko A
v vrsticno stopnicasti obliko, saj smo lahko iz nje preprosteje raz-
brali resitve. Tudi pri determinantah je cilj isti: s pomocjo pravil
(1)-(3) zelimo preoblikovati matriko v vrsticno stopnicasto obliko,
torej zgornje trikotno matriko. Pri tem pa bodite $§ posebej pazljivi:
te operacije so na prvi pogled zelo podobne elementarnim operaci-
jam Gaussove eliminacije, pa vendar se oba algoritma ujemata le v
pravilu (2).

- Primer racunanja determinante z rekurzivno formulo, determinanta
zgornje trikotne matrike, video.

- Spoznajte Se vec lastnosti determinant, video.

% Naloga 1: ZapiSite primera matrik A, B, za kateri je det(A+ B) #
det(A) + det(B).
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https://video.arnes.si/watch/j2UhXPXHqinT
https://youtu.be/Ip3X9LOh2dk
https://video.arnes.si/watch/U1hWbXhdIDef
https://video.arnes.si/watch/G1WGeCRGDSjj
https://video.arnes.si/watch/g1jqynhNhQIc

% Naloga 2: Naj bosta A, B € R°*°, za Kkateri velja det(A) = 2 in
det(B) = 3. Izracunajte determinante matrik 24, — A, A%, A~!in
ABAB™!.

- Za determinanto velja

det(A") = det(A).

video.
- S pomocjo determinant lahko racunamo tudi inverze obrnjlivih ma-
trik, video.
x Primer video.
%2 Naloga 3: Kdaj je 2 x 2 matrika

(Y

obrnljiva? V tem primeru tudi izracunajte njen inverz A~

23. KJE SI LAHKO PREBEREM/OGLEDAM SNOV?

(1) Bojan Orel: Linearna algebra, Zalozba FRI, 2015, Poglavje 5.
(2) Gilbert Strang: Introduction to Linear Algebra, 2009, Chapter 5.
(3) Gilbert Strang, Video Lectures:
(a) Lecture 18: Properties of determinants.
(b) Lecture 19: Determinant formulas and cofactors.
(4) Polona Oblak: Matematika, razdelek 6.3 (brez dokazov, le recepti in
primeri).
* (5) Determinante so uporabne tudi za resevanje sistemov linearnih enacb.
Oglejte si:
(@) predavanje Gilberta Stranga, Video Lectures: Lecture 20: Cramer’s
rule, inverse matrix, and volume
(b) vizualizacijo 3BluelBrown: Cramer’s rule, explained geometrically.

24. ALI RAZUMEM SNOV?

4(1) Ceje det A =5 in det B = 3, izracunajte det(AT BAB™").
4(2) Naj bo Q € R™" taksna matrika, da velja Q'@Q = I. Izracunajte vse
mozne vrednosti determinante matrike ().
4(8) Naj bo P € R™" matrika, za Katero velja P2 = P. IzraCunajte vse mozne
vrednosti determinante matrike P.
%(4) Drzi ali ne drzi? Utemeljite ali poiScite protipromer.
(@) Ce je det(A) = 3, potem je det(I + A) = 4.
(b) Ce je A matrika reda n x n, potem je det(nA) = ndet(A).
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https://video.arnes.si/watch/s1NOGrNdTIJN
https://video.arnes.si/watch/p1auaL7kDWlG
https://video.arnes.si/watch/qJMEalGWYkVF
http://matematika.fri.uni-lj.si/la/la1.pdf
https://ocw.mit.edu/courses/mathematics/18-06-linear-algebra-spring-2010/video-lectures/lecture-18-properties-of-determinants/
https://ocw.mit.edu/courses/mathematics/18-06-linear-algebra-spring-2010/video-lectures/lecture-19-determinant-formulas-and-cofactors/
http://matematika.fri.uni-lj.si/mat/matvsp2019.pdf
https://ocw.mit.edu/courses/mathematics/18-06-linear-algebra-spring-2010/video-lectures/lecture-20-cramers-rule-inverse-matrix-and-volume/
https://ocw.mit.edu/courses/mathematics/18-06-linear-algebra-spring-2010/video-lectures/lecture-20-cramers-rule-inverse-matrix-and-volume/
https://youtu.be/jBsC34PxzoM

(c) Ce sta A, B € R™*", potem je det {A = det(A?) — det(B?)

B
5 A
(d) Ce sta A in B obrnljivi matriki, potem je det(AB) = 0.
(e) Mnozica vseh matrik A € R"*", za katere velja det(A) = 0, je vektor-
ski podprostor v R™*".
4(5) Ali za matriko A € R*** obstajata taksni realni Stevili a in 3, da velja
det(2AAT A) = a(det A)P?

Ce da, ju dolocite. Ce ne, utemeljite, zakaj ne.

2(6) Naj bo
a b c 2a 2b 2c
A=1|d e f|, ter B= |2d 2 2f].
g h 1 g h 1

Ce je det A = 3, izraGunajte det(A — B) in det(A~'B).
4(7) Aleksandra Franc: Resene naloge iz linearne algebre, 2019, Poglavje 4.
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http://matematika.fri.uni-lj.si/la/la_zbirka.pdf

Linearna algebra 11. teden

Lastne vrednosti in lastni vektorji matrik, 1. del

25. NOVO DEFINIRANI POJMI

e Preden zacnete oglede predavanj, resite naslednjo nalogo
4 Naloga 1: Definirajmo Sstiri linearne preslikave ¢, (, 7,9 : R? — R%:
(a) ¢ je projekcija na z-os.
(b) ¢ je zrcaljenje cez premico y = x.
(c) n je rotacija okoli koordinatnega izhodisca.
(d) Matrika preslikave 9 v standardni bazi R? je enaka B g} .
Za vsako od preslikav ¢, (,n,v ugotovite, ali obstaja kaksen neni-
celn vektor, ki se slika v svoj veckratnik. Poiscite tudi ustrezne
veckratnike. (Ce ne gre, poglejte nami.)
- Ce ste nasli taksne vektorje linearnih preslikav ¢, ¢, ¥, ki se slikajo
v svoj veckratnik, ste pravkar nasli lastne vektorje linearnih presli-
kav. Pripadajoce veckratnike pa imenujemo lastne vrednosti presli-
kav. O taksnih vektorjih in taksSnih veckratnikih bo tekla beseda
danes.
e Uvod, video.
e Definicije novih pojmov:
- Lastne vrednosti in lastni vektorji, video.
%2 Naloga 2: Naj bo @ € R” poljuben neniceln vektor. Pokazite, da je
vektor @ lastni vektor n x n matrike A = aa'.
— Primer: Naj bo
-1 00
Z=10 10
0 01

(Pripadajoca linearna preslikava Z : R?* — R3, ki je podana s predpi-
som Z(7) = ZZ je natanko preslikava zrcaljenja ¢ez ravnino z = 0.)
Ali lahko uganete lastne vektorje in lastne vrednosti matrike Z? (Ce
ne gre, si oglejte resitev.)

- Lastni podprostor, video.

- Lastni podprostor matrike A pri lastni vrednosti 0 je enak nicel-

nemu prostoru matrike A, video.

1 Jlepas ofs og 'g‘g wefjoqy ‘1- ‘1T wRSNIp ‘10 AoxourLid po woud
A (npax weu)sia waAeld A oumu au) os ‘(101394 ofepedrid B ‘BIUNBINIIA "MIUIEI A [0AS
A BYBYI]S 39S 1Y ‘el1I0732A evUSIAPOQU oureaul] eap od 91apleu oyyel yLowLd ya) YIeiso A "M
-BI}Q9A [0AS A BY[I[S 9U 10)¥3A USqOU 3s [es ‘Bl@)1Sq0 9U 3 A J0139A Uasye) aotowlid po waua A
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https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=b1qqdQhOMBeMaZSSS66d8s2F
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=c2MQVZfWTCXEkKTWLZ9D1mON
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=OPVayFiKYEi5N4eaVKLjiCAe
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=s14cwMnYmP6WcUF5AXZwPaxY&jwsource=cl
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=O1buHSYOWPbnMmKOYTRXH49m

e Racunanje lastnih vrednosti:
- Kako poracunamo lastne vektorje pri znani lastni vrednosti, video?
- Kako poracunamo lastne vrednosti? Definicija karakteristicnega po-
linoma. video.
-~ Primer: Za matriko

poiscite njene lastne vrednosti in lastne vektorje. Recept je sledeci:

(1) Najprej izracunajte karakteristicni polinom matrike A.

(2) Nato izracunajte lastne vrednosti matrike A kot nicle karakte-
risticnega polinoma.

(3) Za vsako od lastnih vrednosti dolocite njen lastni podprostor.
Baza vsakega lastnega podprostora vam bo dala lastne vek-
torje, ki pripadajo tej lastni vrednosti.

(Ko boste resili, si oglejte Se mojo resitev. Pri tem morajo biti vase la-
stne vrednosti enake mojim. Vendar pa lahko seveda najdete druge
lastne vektorje v izracunanih lastnih podprostorih.)
- Povzetek, video.
e Lastnosti:
- Lastni vektorji pri razlicnih lastnih vrednostih so linearno neodvi-
sni, video.

% Naloga 3: Za 4 x 4 matriko A naj velja rank(A —5]) = 2, rank(A —
41) = rank(A —31) = 3 ter rank(A — 2]) = rank(A — I) = 4. Dolocite
njen karakteristicni polinom.

- Lastne vrednosti trikotnih matrik lezijo na njeni diagonali, video.

- Lastne vrednosti matrike in njene transponiranke so enake, video.

- Produkt vseh lastnih vrednosti matrike je enak njeni determinanti,
video.

%2 Naloga 4: Naj ima 4 x 4 matrika A dvojno lastno vrednost 2,
enojno lastno vrednost 1 ter determinanto enako 12. Dolocite
njen karakteristicni polinom.

- Vsota vseh lastnih vrednosti matrike je enaka njeni sledi. Primer
racunanja lastnih vrednosti 2 x 2 matrike, video.
- Lastne vrednosti potenc in inverzov matrik, video.

%2 Naloga 5: Naj bo A matrika velikosti 3 x 3, ki ima pri lastni
vrednosti 1 lastni vektor & = [1, 2, 3] in pri lastni vrednosti —1
lastni vektor i = [3, 2, 1]". Izraéunajte A29(Z + 7).

e Oglejte si Se video 3BluelBrown, Eigenvectors and eigenvalues, Es-
sence of linear algebra, chapter 14.
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https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=p1JkRjOZdWkZC7CMUMnIg1eC
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=ouqROsmLcJ9JWWYEaxFUzbZU
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=uNOsdcTMMeNaXmKSNXD95UgT
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=j2DNwUXpMfdwladNUTrBySx1
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=x2PZEZUYTFpZGmk9xaZmQ8LA
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=KBRKbAXZUNoiOJ9Qhit3gdjl
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=bwkBFkLOAakZNRHSIucEHTtC
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=y1Ws6TIbUUJQujMdiZeG4Mnm
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=T3LpQRv7abEOaJhRdQgzM8Zu
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=K1PnWWmheVJK8QDbVGd4LsZH
https://youtu.be/PFDu9oVAE-g
https://youtu.be/PFDu9oVAE-g

26. KJE SI LAHKO PREBEREM/OGLEDAM SNOV?

(1) Bojan Orel: Linearna algebra, Zalozba FRI, 2015, Razdelka 6.1 in 6.2.
(2) Gilbert Strang: Introduction to Linear Algebra, 2009, Section 6.1.
(3) Gilbert Strang, Lecture 21: Eigenvalues and eigenvectors.
(4) (Za zahtevnejSe bralce) Tomaz KoSir: Linearna algebra, Lastne vredno-

sti in lastni vektorji, Studijsko gradivo, 2007.
(5) Preberite si kaj ve¢ o uporabi lastnih vrednosti in lastnih vektorjev:

(a) Metoda glavnih smeri (PCA)

(b) Lastni vektorji spletnih iskalnikov

(c) Pixarjeve lastne vrednosti in vektorji

27. ALI RAZUMEM SNOV?

(1) Matrika A naj ima karakteristi¢ni polinom enak A,(z) = 2% — 2%, Izra-
Ccunajte rank(A + I).

(2) Naj bo A € R%*6 simetricna matrika z enojnima lastnima vrednostima
—1in 1, njen rang pa je enak rank(A) = 3. Izracunajte njeno determi-
nanto det(A).

(3) Najbo A € R>*> matrika z lastnimi vrednostmi —1, 1, % 2 in 3, za matriko
B € R> pa velja det(B) = 2. Izracunajte determinanto det(AB").

(4) Naj bo A € R matrika, za Katero velja A> = A. Pokazite, da je vsak
vektor i = A7 € C(A) lastni vektor matrike A. Dolocite tudi pripadajoco
lastno vrednost.

(5) Naj bo A € R™" matrika, za katero velja A> = A. Pokazite, da je za vsak
Z € R" vektor 7 — A7 lastni vektor matrike A. Dolocite tudi pripadajoco
lastno vrednost.

(6) Drzi ali ne drzi? Utemeljite ali poiScite protipromer.

(@) Ce je 0 lastna vrednost matrike A, potem je A obrnljiva.

(b) Naj bo A € R™*". Ce ima linearni sistem enac¢b Az = (0 netrivialno
resitev, potem je 0 lastna vrednost matrike A.

(c) Ce ima matrika A lastno vrednost )\, potem ima matrika A + al
lastno vrednost A + a.

(7) Aleksandra Franc: ReSene naloge iz linearne algebre, 2019, Naloge
86(a), 88 (a)-(b), 93.
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http://matematika.fri.uni-lj.si/la/la1.pdf
https://ocw.mit.edu/courses/mathematics/18-06-linear-algebra-spring-2010/video-lectures/lecture-21-eigenvalues-and-eigenvectors/
https://users.fmf.uni-lj.si/kosir/poucevanje/skripta/lastne.pdf
https://users.fmf.uni-lj.si/kosir/poucevanje/skripta/lastne.pdf
https://ucilnica.fri.uni-lj.si/pluginfile.php/77339/mod_resource/content/1/PCA-Tutorial-Intuition_jp.pdf
https://ucilnica.fri.uni-lj.si/pluginfile.php/77338/mod_resource/content/1/image33.pdf
https://ucilnica.fri.uni-lj.si/pluginfile.php/77337/mod_resource/content/1/Pixar.pdf
http://matematika.fri.uni-lj.si/la/la_zbirka.pdf

Linearna algebra 12. teden

Lastne vrednosti in lastni vektorji matrik, 2. del

28. NOVO DEFINIRANI POJMI

¢ Lastne vrednosti matrike se ne ohranjajo z Gaussovo eliminacijo,video.
e Podobnost matrik.

- Definicija. Matriki A in B sta podobni, ¢e velja A = PBP~! za neko
obrnljivo matriko P, video.

- Podobnost je ekvivalencna relacija.

% Naloga 1: Pokazite, da ce je matrika A podobna matriki B, potem je
matrika A% podobna matriki B3.

- Podobni matriki imata enak karakteristicni polinom, video.

- Obrat ne velja: obstajajo matrike z enakim karakteristicnim polino-
mom, ki pa niso podobne, video.

- Ce sta si matriki A in B podobni, potem

x imata enake lastne vrednosti,
x det(A) = det(B),
* sled(A) = sled(B) in
* rank(A) = rank(B).
x video.
e Diagonalizacija matrik.

- Definicija. Matrika A € R™™" je diagonalizabilna, ce je podobna
kaksni diagonalni matriki. T.j., ce obstajata takSna diagonalna
matrika D € R™" in taksSna obrnljiva matrika P € R"*", da velja
A= PDP™!, video.

- Primer nediagonalizabilne matrike, video

- Ce je matrika A diagonalizabilna in A = PDP~', potem so

x diagonalni elementi matrike D natanko lastne vrednosti ma-
trike A,

x stolpci matrike P natanko lastni vektorji matrike A (zapisani v
pripadajocem vrstnem redu lastnih vrednosti v matriki D).

x video.

- Matriko A je mogoce diagonalizirati natanko tedaj, ko lahko naj-
demo bazo prostora R”, sestavljeno iz lastnih vektorjev matrike A.
(Torej natanko tedaj, ko je veckratnost vsake lastne vrednosti A kot
nicle karakteristicnega polinoma matrike A enaka dimenziji pripa-
dajocega lastnega podprostora dim N(A — AI).) video.

%2 Naloga 2: Naj bo matrika A diagonalizabilna. Pokazite, da je rang

matrike A enak Stevilu njenih nenicelnih lastnih vrednosti.
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https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=CLVagskeViZfnSVNjTb6cJCF
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=cKRhRLWkCXZSmZVQdkFEg538
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=t1Yc8PdlIZSajKMnSUChC4I3
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=Dgkh8kjUmUaTUBeNPhf7EXYq
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=x1sZWTaTGAZPaUeQOPj7VJLh
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=BgWUpGNehASLXRyjSH3NwP4p
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=X1EiPfbVmIVKZKbSZB6xMoxJ
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=y2bIdGGBDOaUDQQDWZrXHGns
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=k1SCOThCH1CNxnOieO4XmSuO

- Se en primer nediagonalizabilne matrike, video.

-1 0 1
— Ali je matrika B=| 3 0 —3 | diagonalizabilna? (ReSsitev.)
1 0 -1

- Racunanje potenc diagonalizabilnih matrik, video.
e Lastne vrednosti in lastni vektorji simetricnih matrik
- Lastne vrednosti simetricnih matrik so realne.
- Lastni vektorji simetricnih matrik tvorijo ortonormirano bazo pro-
stora R”, video.
%2 Naloga 3: Simetricna matrika A naj ima karakteristi¢ni polinom
enak A, (z) = ot — 23,
(A) Dolocite vse lastne vrednosti matrike A.
(B) Izracunajte dim N(A).
(C) Naj bo ¢ = [1, 0, 0, 1]T lastni vektor matrike A pri lastni vre-
dnosti 1. ZapiSite vsaj en lastni vektor w pri lastni vrednosti
0.
- Spektralni razcep simetri¢nih matrik, video.

29. KJE SI LAHKO PREBEREM/OGLEDAM SNOV?

(1) Bojan Orel: Linearna algebra, Zalozba FRI, 2015, Razdelka 6.3 (brez
6.3.2) in 6.4 (brez 6.4.2).

* (2) (Za zahtevnejse bralce) Tomaz KoSir: Linearna algebra, Lastne vre-
dnosti in lastni vektorji, in Sebiadjungirane, ortogonalne in normalne
preslikave, Studijsko gradivo, 2007.

(3) Gilbert Strang: Introduction to Linear Algebra, 2009, Sections 6.2, 6.4
in 6.6.
(4) Gilbert Strang, Video Lectures:
e Lecture 22: Diagonalization and powers of A,
e Lecture 25: Symmetric matrices and positive definiteness (prvih 29
minut),
e Lecture 28: Similar matrices and jordan form (prvih 31 minut).

30. ALI RAZUMEM SNOV?

%2 (1) Denimo, da sta si matriki A € R"*" in B € R"*" podobni. Pokazite, da
sta si tedaj tudi A + I, in B + I,, podobni.

% (2) Naj bo A € R*™". Pokazite, da so vse lastne vrednosti matrike AAT
realne in nenegativne. (Namig: Ce je AAT# = \Z, potem enakost z leve
pomnozite z vrstico #'. Poglejte, kako lahko s pomocjo dolzin zapiSete

levo in kako desno stran.)
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https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=Z1rNkUOjjHVksiQaqfgDB1wr
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=y1sDVkbe7a5pUc4XWhG1aKzS
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=wA5WmLbWsmYO6aVB7F8jYrEB&jwsource=cl
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=u1OJxTOFJZSQeVgFRIYkFcCH
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=s1DnGNjdsnPnVPdskBCgFKAe
http://matematika.fri.uni-lj.si/la/la1.pdf
https://users.fmf.uni-lj.si/kosir/poucevanje/skripta/lastne.pdf
https://users.fmf.uni-lj.si/kosir/poucevanje/skripta/lastne.pdf
https://users.fmf.uni-lj.si/kosir/poucevanje/skripta/sebiadj.pdf
https://users.fmf.uni-lj.si/kosir/poucevanje/skripta/sebiadj.pdf
https://ocw.mit.edu/courses/mathematics/18-06-linear-algebra-spring-2010/video-lectures/lecture-22-diagonalization-and-powers-of-a/
https://ocw.mit.edu/courses/mathematics/18-06-linear-algebra-spring-2010/video-lectures/lecture-25-symmetric-matrices-and-positive-definiteness/
https://ocw.mit.edu/courses/mathematics/18-06-linear-algebra-spring-2010/video-lectures/lecture-28-similar-matrices-and-jordan-form/

% (8) Naj bo A € R**® simetricna matrika z lastnimi vrednostmi 1, 2 in 3.

0
Lastni vektor pri lastni vrednosti 1 je enak | 1 |, lastni vektor pri lastni
2
3
vrednosti 2 pa | 0 |. ZapiSite lastni vektor pri lastni vrednosti 3.
0

%2 (4) Naj bosta matriki A € R"*" in B € R"*" diagonalizabilni in imata enake
lastne vrednosti (vklju¢no z njihovimi veckratnostmi). Pokazite, da je
sta si A in B podobni.

% (B) Naj bo A € R**3 simetricna matrika z dvojno lastno vrednostjo —1 in
njej pripadajoc¢ima lastnima vektorjema v = (0, 1, 1)T ter @ = (1, 1, O)T.

(a) (5 tock) Izracunajte A?%%! 7.

(b) (5 tock) Ali lahko kaj poveste o lastni vrednosti \; # —1 matrike A?
Ali lahko kaj poveste o lastnem vektorju, ki pripada \3;?
% (6) Simetricna matrika A naj ima karakteristi¢cni polinom enak A,(z) =
xt — 22? + 1. IzraCunajte rank(A + I).
4 (7) Denimo, da je matrika B € R™*" simetri¢na ter A = B2 Pokazite, da so
vse lastne vrednosti matrike A nenegativne.
%2 (8) Drzi ali ne drzi? Utemeljite ali poiScite protipromer.
(a) Ce je matrika A diagonalizabilna, potem je tudi obrnljiva.
(b) Vsaka simetricna n x n matrika ima n razlicnih lastnih vrednosti.
(c) Vsaka simetricna n x n matrika ima n realnih lastnih vrednosti.
(d) Vsaka simetricna matrika je diagonalizabilna.
(e) Vsaka simetricna matrika je obrnljiva.
(f) Lastni vektorji n x n simetricne matrike z veckratnimi lastnimi vre-
dnostmi ne tvorijo baze R".
(g) Ce je matrika A € R™*" diagonalizabilna, potem je vsak vektor # € R"
lastni vektor matrike A.
(h) Matrika A € R**® ima edini lastni vrednosti enaki 1 in —1. Ce je
rank(A + I) = 1, potem je A diagonalizabilna.
1 2 3 4 5
0o -1 -2 -3 —4
0 0 2 4 6 | jediagonalizabilna.
0O 0 0 4 6
0O 0 0 0 6
%2 (9) Naj bo a € R" poljuben neniceln vektor.
(a) Pokazite, da je matrika aa' simetricna matrika.
(b) Pokazite, da je matrika G@' matrika ranga 1.
(c) Pokazite, da je vektor & lastni vektor matrike @a'. Dolocite pripada-
joco lastno vrednost.
(d) Zapisite vse lastne vrednosti matrike aa' .
(e) Naj bo d lastni vektor simetricne matrike A. Pokazite, da matriki A
in @a' komutirata.

(i) Matrika A =
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* (10) S pomocjo matematicne indukcije na velikost matrike n pokazite, da
velja naslednji izrek: Naj bo A poljubna n x n realna matrika z lastnimi

vrednostmi A, Ao, ..., \,. Potem obstaja takSna ortogonalna matrika @ €
R™*", da je

QTAQ=T,
kjer je T zgornje trikotna matrika z diagonalnimi elementi A\, Ao, ..., A,.

(@) Najprej pokazite, da trditev veljazan =1 ©.

(b) Predpostavite, da trditev velja za nek n. Naj bo A € R®+D)x(n+1),
Izberite lastno vrednost \; in pripadajoci lastni vektor ¢ dolzine 1.
Naj bo U poljubna ortogonalna matrika, ki ima prvi stolpec enak v.

(i) Pokazite, da je 7' Av = ).

)\1 1 UT
(i) Pokazite, da je U 'AU = [ 777777 ] .

0B
(iif) Uporabite indukcijsko predpostavko na nxn matriki B: R' BR =
T,.
(iv) Definirajte S = [é%} ter Q = US in pokazite, da je Q) or-

togonalna matrika, za Kkatero je Q' AQ = T, kjer je T zgornje
trikotna matrika z diagonalnimi elementi enakimi lastnim vre-
dnostim matrike A.
%2(11) Aleksandra Franc: Resene naloge iz linearne algebre, 2019, Naloge
85-86, 88-89,92-95, 97, 99, 101.
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http://matematika.fri.uni-lj.si/la/la_zbirka.pdf

Linearna algebra 13. teden

Razcep singularnih vrednosti

31. NOVO DEFINIRANI POJMI

e Razcep singularnih vrednosti (SVD)

- Uvod, video.

- Kaj sploh je razcep singularnih vrednosti in kako ga uporabiti, vi-
deol

— Primer racunanja priblizkov matrik s pomocjo SVD, video.

- Motivacija: poglejte si, kako in zakaj boste kdaj v prihodnosti zeleli
zmanjsSati velikost (dimenzije) podatkov, predavanje Jure Leskovec:
Lecture 46 - Dimensionality Reduction - Introduction.

- Tehnicna izvedba:

x A" A je simetricna matrika z nenegativnimi lastnimi vrednostmi,
video.

*x Diagonalni elementi diagonalne matrike ¥ so koreni lastnih
vrednosti matrike AT A, video.

* Stolpci matrik U in V so lastni vektorji matrik AAT in AT A,
video.

- Matriki AB in BA se ujemata v nenicelnih lastnih vredno-
stih, video.

x Singularne vrednosti, video.

- Tri oblike razcepa singularnih vrednosti (SVD), video.

-~ Primer razcepa simetricne matrike, video.

- Geometrija SVD in PCA, video.

- Igrajte se sami z demonstracijo SVD, Mathematica Demonstration.

- Jure Leskovec: Lecture 47 - Singular Value Decomposition.

— Jure Leskovec: Lecture 48 - Dimensionality Reduction with SVD.

32. KJE SI LAHKO PREBEREM/OGLEDAM SNOV?

(1) Bojan Orel: Linearna algebra, Zalozba FRI, 2015, Razdelek 6.5.
(2) Gilbert Strang: Introduction to Linear Algebra, 2009, Section 6.7.
(3) |Gilbert Strang, Lecture 29: Singular value decomposition,

(4) Gilbert Strang: Singular Value Decomposition (the SVD),
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https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=ZVSfmpPIiRFhAaUIcslShKYr
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=UaQeVNlSPJMvoY6fYZqvyuKT
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=UaQeVNlSPJMvoY6fYZqvyuKT
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=AaickiwHvTxEdVPMkPB1IEgm
https://www.youtube.com/watch?v=yLdOS6xyM_Q
https://www.youtube.com/watch?v=yLdOS6xyM_Q
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=K1WPoVZh8STIYNOjndB6XpRP
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=l2KReQCPoP7OPIrVejGhjxc6
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=FUsVHVbijB9KoLcaNoGrV9hr
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=N22CSkToZLRhHPCLQCUKqFOn
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=sBHmRXa7MSWlVuRvTdKWTnie
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=A1ACJTRVlTUdeFAxcTGKwbiy
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=jhfOmUHNicKXWilUTHPcW80y
https://video.arnes.si/portal/asset.zul?id=n1bySOMoCJaewGRSbGJVTFeU
https://demonstrations.wolfram.com/SingularValueDecomposition/
https://www.youtube.com/watch?v=P5mlg91as1c
https://www.youtube.com/watch?v=UyAfmAZU_WI
http://matematika.fri.uni-lj.si/la/la1.pdf
https://ocw.mit.edu/courses/mathematics/18-06-linear-algebra-spring-2010/video-lectures/lecture-29-singular-value-decomposition/
https://youtu.be/mBcLRGuAFUk

33. ALI RAZUMEM SNOV?

4% (1) Izracunajte singularne vrednosti matrike A = [A®, A® . AM] € Rm*",
katere stolpci A% so paroma pravokotni z dolzinami ||A®|| = q;.
% (2) Najbo A=UXV' € R™" obrnljiva matrika.
(a) Pokazite, da so vse singularne vrednosti matrike A nenicelne.
(b) Pokazite, da je ¥ obrnljiva matrika.
(c) Zapisite razcep singularnih vrednosti matrike A~!.
4 (8) Simetricna matrika A € R ima dvodimenzionalen nicelni prostor in
naj velja
rank(A + I) = 3, rank(A +27) =4 ter rank(A+37)=>5.
(@) Dolocite lastne vrednosti matrike A in njihove veckratnosti.

(b) Dolocite singularne vrednosti matrike A in njihove veckratnosti.
%4 (4) Drzi ali ne drzi?

(@ Ceje A = UZV' € R™", m > n, kjer U € R™™ ter V € R™" or-
togonalni matriki, ¥ € R™*" pa pravokotna diagonalna matrika z
diagonalnimi elementi oy, ...,0,, potem so ¢7,..., 02 lastne vredno-
sti matrike AA".

(b) Ce je A simetricna matrika s samimi pozitivnimi lastnimi vrednostmi,
potem so singularne vrednosti matrike A enake lastnim vrednostim
matrike A.

() Ce je A = QR € R™" QR razcep matrike A, potem se singularne
vrednosti matrik A in R ujemata.
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