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Funkce

• Funkce jsou zobrazeńı maj́ıćı na vstupu a výstupu reálná
č́ısla. Použ́ıvaj́ı se k vyjádřeńı vzájemných relaćı zkou-
maných veličin.

• Podle toho, zda zachovávaj́ı uspořádáńı vzor̊u i pro obrazy
děĺıme na rostoućı, klesaj́ıćı a ostatńı (bez monotonie).

• Podle toho, zda a jakým zp̊usobem jsou symetrické děĺıme
na sudé, liché a ostatńı (bez parity).

• Nejjednodušš́ımi funkcemi jsou př́ımá úměrnost (násobeńı
konstantou, y = kx) a nepř́ımá úměrnost (násobeńı

převrácené hodnoty konstantou, y =
k

x
= k

1

x
).

• Je-li y = f(x), ř́ıkáme, že y záviśı na x. Veličina y je závislá
veličina, veličina x je nezávislá veličina.

Spojitost a limita (velmi zjednodušeně)

• Spojité funkce maj́ı relativně malé změny funkčńıch hodnot
při relativně malých změnách vstupńıch dat. Např. nejsou
skoky.

• Limita umožňuje doplnit funkčńı hodnotu funkce tak, aby
se stala spojitou (odstranitelná nespojitost).

Derivace

Dává do souvislosti změny závislé a nezávislé veličiny.

df

dx
:= lim

h→0

f(x+ h)− f(x)

h

• Rychlost s jakou se měńı f při změnách x.

• Změna f vyvolaná jednotkovou změnou x.

• Pro f(t) je
df

dt
rychlost r̊ustu veličiny f (v čase).

• Jednotka derivace veličiny f podle x je stejná jako jednotka
pod́ılu těchto veličin.

Konečné diference
Konečné diference slouž́ı k numerickému aproximováńı derivace.
Slouž́ı také k odhadu derivace funkce dané tabulkou.

Dopředná diference:
df

dx
= f ′(x) ≈

f(x+ h)− f(x)

h

Centrálńı diference:
df

dx
= f ′(x) ≈

f(x+ h)− f(x− h)

2h

Druhá diference:
d2f

dx2
= f ′′(x) ≈

f(x− h)− 2f(x) + f(x+ h)

h2

Aplikace derivace

• Rovnice pro r̊ust rychlost́ı úměrnou funkčńı hodnotě je

dx

dt
= kx.

Rovnice pro r̊ust rychlost́ı úměrnou vzdálenosti od sta-
cionárńıho stavu je

dx

dt
= k(M − x).

Řešeńım těchto model̊u je možné źıskat časový pr̊uběh hle-
dané funkce.

• Lineárńı aproximace funkce f v okoĺı bodu x0 je

f(x) ≈ f(x0) +
df(x0)

dx
(x− x0).

• Okamžitá rychlost. Derivace vystupuje všude tam, kde
nestač́ı pr̊uměrná rychlost, ale požadujeme rychlost
okamžitou. Je proto v matematické formulace naprosté
většiny fyzikálńıch zákon̊u, pokud se nechceme specializo-
vat pouze na děje prob́ıhaj́ıćı konstantńımi rychlostmi (jako
ve středoškolské fyzice).

• Rovnice vedeńı tepla (pro parciálńı derivace) – obsahuje
časové i prostorové derivace, protože teplo se š́ı̌ŕı v pro-
storu a teplota v daném mı́stě se při vedeńı tepla měńı s
časem.

• Řešeńı rovnice f(x) = 0 je možno provést iteracemi

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
,

kde f ′(xn) =
df(xn)

dx
je derivace v bodě xn a iteračńı

proces začne v nepř́ılǐs špatném počátečńım odhadu
řešeńı x0 (Newtonova metoda). Každý jeden krok metody
zdvojnásob́ı počet desetinných mı́st při přibližném řešeńı
rovnice.

Vzorce pro derivováńı

(1) (c)′ = 0

(2) (xn)′ = nxn−1

(3) (ex)′ = ex

(4) (lnx)′ =
1

x

(5) (sinx)′ = cosx

(6) (cosx)′ = − sinx

(7) (tg x)′ =
1

cos2 x

(8) (cotg x)′ = −
1

sin2 x

(9) (arcsinx)′ =
1

√
1− x2

(10) (arccosx)′ = −
1

√
1− x2

(11) (arctg x)′ =
1

1 + x2

1. (u± v)′ = u′ ± v′

2. (cu)′ = cu′

3. (uv)′ = u′v + uv′

4.
(u
v

)′
=
u′v − uv′

v2

5.
(
u(v(x))

)′
= u′(v(x))v′(x)

Neurčitý integrál

Neurčitý integrál je opak derivace, kdy z rychlosti změny urč́ıme
časový pr̊uběh měńıćı se veličiny. Je dána až na aditivńı
konstantu souvisej́ıćı s výchoźım stavem. Ṕı̌seme∫

f(x) dx = F (x),

kde F (x) je funkce splňuj́ıćı
dF

dx
= f(x).

Vzorce pro integrováńı

(1)

∫
dx = x+ c

(2)

∫
xn dx =

xn+1

n+ 1
+ c

(3)

∫
1

x
dx = ln |x|+ c

(4)

∫
ex dx = ex + c

(5)

∫
sinx dx = − cosx+ c

(6)

∫
cosx dx = sinx+ c

(7)

∫
1

cos2 x
dx = tg x+ c

(8)

∫
1

sin2 x
dx = − cotg x+ c

(9)

∫
1

√
1− x2

dx = arcsinx+ c

(10)

∫
1

1 + x2
dx = arctg x+ c

(11)

∫
1

1− x2
dx =

1

2
ln

∣∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣∣+ c

Určitý Newton̊uv integrál

Newton̊uv integrál je opak derivace, kdy z rychlosti změny a z
časového intervalu urč́ıme změnu veličiny na daném intervalu. Na
rozd́ıl od neurčitého integrálu je určitý integrál dán jednoznačně
a neńı nutná informace o počátečńım stavu. Poč́ıtáme vztahem∫ b

a
f(x) dx = F (b)− F (a),

kde F (x) je funkce splňuj́ıćı
dF

dx
= f(x).

Určitý Riemmann̊uv integrál

Riemmann̊uv integrál umožňuje vypoč́ıtat součet nekonečné
mnoha malých př́ıspěvk̊u k aditivńı veličině. V praxi náhrada za
nemožnost použ́ıt násobeńı v př́ıpadě nekonstantńıch parametr̊u.
Např́ıklad dráha pohybu je rychlost násobená časem v př́ıpadě
pohybu konstantńı rychlost́ı. V př́ıpadě pohybu nekonstantńı
rychlost́ı je dráha mı́sto součinu integrál rychlosti jako funkce
času.

Riemmann̊uv integrál se poč́ıtá stejně jako Newton̊uv.



Autonomńı DR 1. řádu
dy

dt
= f(y)

Konstantńıch řešeńı je tolik, kolik je nulových bod̊u funkce f(y).

Stabilńı konstantńı řešeńı jsou v bodech, kde je funkce f klesaj́ıćı.

Netabilńı konstantńı řešeńı jsou v bodech, kde je funkce f
rostoućı.

Vektory, ~a = (a1, a2, a3), ~b = (b1, b2, b3),

Skalárńı součin vektor̊u ~a ·~b = a1b1 + a2b2 + a3b3

Vektorový součin vektor̊u

~a×~b =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣
Délka vektoru |~a| =

√
a21 + a22 + a23

Matice

Součin matice a sloupcového vektoru je lineárńı kombinace
sloupc̊u matice, kdy koeficienty jsou komponentami vektoru.

(
5 2
−3 1

)(
22
15

)
= 22

(
5
−3

)
+ 15

(
2
1

)
=

(
140
−51

)
Determinanty

Determinant 2×2

∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣ = ad− bc

Determinant 3×3∣∣∣∣∣∣
a b c
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣ = aei− afh+ bfg − bdi+ cdh− ceg

Matice rotace pootoč́ı bod nebo vektor o úhel θ proti směru
hodinových ručiček. Inverze je poootočeńı o −θ.

R(θ) =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
Zobrazeńı dané maticćı A má v souřadnićıch pootočených o θ
proti směru hodinových ručiček matici R(−θ)AR(θ).

Vlastńı č́ısla a vektory

Vlastńı vektory jsou vektory, které se zobraźı do stejného směru,
poměr délek je vlastńı č́ıslo. Tj. vektor ~u je vlastńım vektorem
matice A př́ıslušným vlastńımu č́ıslu λ, pokud plat́ı

A~u = λ~u.

Všechna vlastńı č́ısla najdeme jako kořeny rovnice

|A− λI| = 0.

Symetrická pozitivně definitńı matice má tolik reálných vlastńıch
č́ısel, kolik je jej́ı dimenze.

Je-li λ vlastńı č́ıslo, je vlastńı vektor řešeńı rovnice

(A− λI)~u = 0.

Vlastńı směry pro dřevo odpov́ıdaj́ı anatomickým směr̊um dřeva.
V těchto směrech má odezva na podnět stejný směr jako podnět.
Poměr velikosti odezvy a velikosti podnětu je roven vlastńımu
č́ıslu. Např́ıklad pro difuzi vody je největš́ı vlastńı č́ıslo
v podélném směru, protože v tomto směru vede dřevo vodu
nejlépe.

Rovnice kontiuity vyjadřuje celkovou bilanci stavové veličiny a
nár̊ust množstv́ı zp̊usobený př́ıtomnost́ı zdroj̊u a změnami v toku
přenášej́ıćıho tuto stavovou veličinu.

∂u

∂t
= σ −∇ · ~

u ... stavová veličina

∂u

∂t
... rychlost r̊ustu stavové veličiny

σ ... vydatnost zdroj̊u stavové velčiny

~ ... tok stavové veličiny

−∇ · ~ ... úbytek toku stavové veličiny (záporně vzatá divergence
toku)

Difuzńı rovnice je rovnice kontinuty doplněná předpokladem,
že tok je úměrný záporně vzatému gradientu stavové veličiny.

~ = −D∇~u

∂u

∂t
= σ +∇ ·

(
D∇u

)

Difuzńı rovnice v kartézských souřadnićıch

Budeme uvažovat diagonálńı difuzńı koeficient. Např́ıklad
homogenńı materiál, nebo otrotropńı materiál ve kterém voĺıme
osy v souladu s materiálovými vlastnostmi.

Obecný tvar difuzńı rovnice v kartézských souřadnićıch je

∂u

∂t
= σ +

∂

∂x

(
Dx

∂u

∂x

)
+

∂

∂y

(
Dy

∂u

∂y

)
+

∂

∂z

(
Dz

∂u

∂z

)
.

Ve stacionárńım př́ıpadě (sledujeme stav po dosažeńı rovnováhy)

polož́ıme nav́ıc
∂u

∂t
= 0.

Pro bezzdrojový př́ıpad (stavová veličina nemůže vznikat ani
zanikat) polož́ıme nav́ıc σ = 0.

Studujeme-li materiál současně homogenńı a s lineárńımi
materiálovými vlastnostmi (v všech mı́stech má materiál stejné
vlastnosti a ty se neměńı při změně stavové veličiny), potom
kvaziderivace

∂

∂x

(
Dx

∂u

∂x

)
uprav́ıme a použijeme druhé derivace

Dx
∂2u

∂x2

(a pro ostatńı proměnné analogicky).

U izotropńıho materiálu (má ve všech směrech stejné vlastnosti)
nerozlǐsujeme materiálové charakteristiky v jednolivých směrech,
klademe Dx = Dy = Dz = D.

Pro méně dimenźı použijeme pouze odpov́ıdaj́ıćı počet difuzńıch
člen̊u. Jednotlivé předpoklady je možno libovolně kombinovat.


