Cheatsheet Matematika
(Robert Mafik, 14. prosince 2023)

Funkce
e Funkce jsou zobrazeni majici na vstupu a vystupu realna
¢isla. Pouzivaji se k vyjadfeni vzdjemnych relaci zkou-
manych veli¢in.
e Podle toho, zda zachovéivaji uspofadédni vzoru i pro obrazy
délime na rostouct, klesajici a ostatni (bez monotonie).

e Podle toho, zda a jakym zpusobem jsou symetrické délime
na sudé, liché a ostatni (bez parity).

e Nejjednodussimi funkcemi jsou pfimd timérnost (ndsobeni
konstantou, y = kxz) a nepfimd Umérnost (ndsobeni

1
pievricené hodnoty konstantou, y = — = k—).
T T

o Je-liy = f(z), iikdme, Ze y zavisi na x. Veli¢ina y je zavisld
veli¢ina, veli¢ina x je nezdvisla veli¢ina.

Spojitost a limita (velmi zjednodusSené)

e Spojité funkce maji relativné malé zmény funkénich hodnot
pii relativné malych zménéch vstupnich dat. Napf. nejsou
skoky.

e Limita umoznuje doplnit funkéni hodnotu funkce tak, aby
se stala spojitou (odstranitelnd nespojitost).

Derivace
Dava do souvislosti zmény zavislé a nezavislé veliciny.
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e Rychlost s jakou se méni f pfi zméndach x.

e Zména f vyvolana jednotkovou zménou x.
d
e Pro f(t) je d—{ rychlost rustu veli¢iny f (v Case).

e Jednotka derivace veli¢iny f podle z je stejnd jako jednotka
podilu téchto veli¢in.

Koneéné diference
Koneéné diference slouzi k numerickému aproximovani derivace.
Slouzi také k odhadu derivace funkce dané tabulkou.
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Aplikace derivace

e Rovnice pro rust rychlosti dmérnou funkéni hodnoté je
dz
dt

Rovnice pro rust rychlost{ dmérnou vzdilenosti od sta-
ciondrniho stavu je

= kx.

dz
— =k(M —x).
3 = R )
Resenfm téchto modelii je mozné ziskat Gasovy pritbéh hle-

dané funkce.

e Linedrni aproximace funkce f v okoli bodu z¢ je

df(wo)
i (z — o).

e Okamzitd rychlost. Derivace vystupuje vsude tam, kde
nesta¢i prumérnd rychlost, ale pozadujeme rychlost
okamzitou. Je proto v matematické formulace naprosté
vétsiny fyzikalnich zdkontu, pokud se nechceme specializo-
vat pouze na déje probihajici konstantnimi rychlostmi (jako
ve stfedoskolské fyzice).
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e Rovnice vedeni tepla (pro parcidlni derivace) — obsahuje
Casové 1 prostorové derivace, protoze teplo se Siti v pro-
storu a teplota v daném misté se pfi vedeni tepla méni s
Casem.

e Resen{ rovnice f(x) = 0 je mozno provést iteracemi
_ f(zn)
I/ (zn) 7

In+1 = Tn
df(z
kde f'(zn) = M
dm . 7 ’ .
proces zatne v nepriili§ Spatném pocdteénim odhadu
feSeni 9 (Newtonova metoda). Kazdy jeden krok metody
zdvojnasobi pocet desetinnych mist pfi pfiblizném feseni
rovnice.

je derivace v bodé z, a iteracni

Vzorce pro derivovani
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Neurdéity integral
Neurcity integrél je opak derivace, kdy z rychlosti zmény uréime

¢asovy prubéh ménici se veli¢iny. Je ddna az na aditivni
konstantu souvisejici s vychozim stavem. PiSeme

[ 1@ de = Fa),
. L dF
kde F(z) je funkce spliujici i f(x).
x

Vzorce pro integrovani
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Uréity Newtontv integral

Newtonuv integrél je opak derivace, kdy z rychlosti zmény a z
¢asového intervalu uréime zménu veli¢iny na daném intervalu. Na
rozdil od neurcitého integralu je urcity integrdl dan jednoznacéné
a neni nutnd informace o pocateénim stavu. Poéitdme vztahem

b
[ #a@)de = FO) - Fla),
kde F(z) je funkce spliujici (ji—F = f(x).
x

Urcity Riemmannuv integral

Riemmannuv integral umoznuje vypocitat soucet nekonecné
mnoha malych piispévku k aditivni veli¢iné. V praxi ndhrada za
nemoznost pouzit nasobeni v ptipadé nekonstantnich parametru.
Napftiklad draha pohybu je rychlost ndsobend ¢asem v piipadé
pohybu konstantni rychlosti. V pfipadé pohybu nekonstantni
rychlosti je drdha misto souc¢inu integral rychlosti jako funkce
Casu.

Riemmannuv integral se poé¢itd stejné jako Newtonuv.



Autonomni DR 1. #ddu
dy

a:f(y)

Konstantnich fesenf je tolik, kolik je nulovych bodu funkce f(y).

Stabilni konstantni feSeni jsou v bodech, kde je funkce f klesajici.

Netabilni konstantni feSeni jsou v bodech, kde je funkce f
rostouci.

Vektory, @ = (a1,az,a3), b = (b1,b2,b3),

Skaldrn{ souéin vektorti @ - b = a1by + asbe + asbs

Vektorovy soucin vektoru - - P
. i J k
axb= al a2 as
br b2 b3
Délka vektoru |@| = y/a? + a2 + a3
Matice

Soucin matice a sloupcového vektoru je linedarni kombinace
sloupcu matice, kdy koeficienty jsou komponentami vektoru.
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Matice rotace pootoc¢i bod nebo vektor o tihel 8 proti sméru
hodinovych rucicek. Inverze je poootoceni o —6.

—sin6
cos

Zobrazeni dané maticci A mé v souradnicich pootocenych o 6
proti sméru hodinovych ruci¢ek matici R(—0)AR(6).

cos 6
sin 0

Rw):(

Vlastni ¢isla a vektory

Vlastni vektory jsou vektory, které se zobrazi do stejného sméru,
pomér délek je vlastni ¢islo. Tj. vektor @ je vlastnim vektorem
matice A pfislusnym vlastnimu ¢islu A, pokud plati

Al = \u.

Vsechna vlastni ¢isla najdeme jako kofeny rovnice

|[A—=XI|=0.
Symetricka pozitivné definitni matice ma tolik redlnych vlastnich
¢isel, kolik je jeji dimenze.

Je-li A vlastni &islo, je vlastni vektor feSeni rovnice
(A= Xu=0.

Vlastni sméry pro dievo odpovidaji anatomickym smérum dieva.
V téchto smérech ma odezva na podnét stejny smér jako podnét.
Pomér velikosti odezvy a velikosti podnétu je roven vlastnimu
¢islu. Napiiklad pro difuzi vody je nejvétsi vlastni ¢islo

v podélném smeéru, protoze v tomto sméru vede dievo vodu
nejlépe.

Rovnice kontiuity vyjadiuje celkovou bilanci stavové veli¢iny a
narust mnozstvi zpusobeny pfitomnosti zdroju a zménami v toku
prendsejiciho tuto stavovou veli¢inu.
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ot J
u ... stavova veli¢ina

u o ’ s
— ... rychlost rustu stavové veli¢iny

ot

o ... vydatnost zdroju stavové veléiny
7 ... tok stavové velic¢iny

—V - 7... Gbytek toku stavové veli¢iny (zdporné vzata divergence
toku)

Difuzni rovnice je rovnice kontinuty doplnénd predpokladem,
ze tok je umérny zdaporné vzatému gradientu stavové veliciny.
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Difuzni rovnice v kartézskych souradnicich

Budeme uvazovat diagonalni difuzni koeficient. Napiiklad
homogenni materidl, nebo otrotropni material ve kterém volime
osy v souladu s materidlovymi vlastnostmi.

Obecny tvar difuzni rovnice v kartézskych soufadnicich je
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Ve staciondrnim pripadé (sledujeme stav po dosazeni rovnovéhy)

u
olozime navic — = 0.
P at

Pro bezzdrojovy pripad (stavovd veli¢ina nemuze vznikat ani
zanikat) polozime navic o = 0.

Studujeme-li material soucasné homogenni a s linedrnimi
materidlovymi vlastnostms (v véech mistech md materiél stejné
vlastnosti a ty se nemén{ pfi zméné stavové veli¢iny), potom

kvaziderivace
2(02)
ox ox

upravime a pouzijeme druhé derivace
8%u
* a2
(a pro ostatni proménné analogicky).
U izotropntho materidlu (mé ve viech smérech stejné vlastnosti)

nerozliSujeme materidlové charakteristiky v jednolivych smérech,
klademe Dy = Dy = D, = D.

Pro méné dimenzi pouzijeme pouze odpovidajici pocet difuznich
¢lenu. Jednotlivé predpoklady je mozno libovolné kombinovat.



