Exercice 009 - Solution

GSF-6053
Hiver 2025
Enoncé
Supposons que Y7, Y5, ..., Y, forment un échantillon aléatoire provenant

de la distribution exponentielle définie par la fonction de densité :
fly;\) =™, y>0

ol A > 0 est le paramétre inconnu.

1. Trouvez l'estimateur du maximum de vraisemblance (MLE) pour A.

Réponse :
Nous considérons un échantillon Y7, Y5, ..., Y, issu d'une distribution
exponentielle avec la fonction de densité :

fly; ) =™, y>0

ol A > 0 est le paramétre a estimer.

Etape 1 : Ecrire la Fonction de Vraisemblance

La fonction de vraisemblance L(A) est le produit des densités indivi-
duelles :

L()\) - H f(}/la )\) — H )\G_AYi = )\”e—/\Z?:lYi
i=1 i=1
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Etape 2 : Calculer la Log-Vraisemblance

Prendre le logarithme de la fonction de vraisemblance :
((A)=InL\) =nlnA-X) Y
i=1

Soit S = > Y, alors :

((A\) =nln\—A\S

Etape 3 : Dériver la Log-Vraisemblance et Trouver le Maxi-
mum

Dérivons ¢(A) par rapport a A :

alr n
—_2_g
dx A

Pour trouver le maximum, posons % =0:

n
-~ — )\:
) S=0 =

0|3
<l =

oY = % est la moyenne de I’échantillon.

L’estimateur du maximum de vraisemblance pour A est :

x:

<l =
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2. Déterminez la distribution de 'estimateur .

Réponse :

Puisque Y; suit une distribution exponentielle de paramétre A, la somme
S = 3" .Y suit une distribution Gamma avec paramétres o = n et
B = A (notation Gamma(a, )).

L'estimateur A = % est alors une transformation de S. Pour déter-

miner sa distribution, considérons que si S ~ Gamma(n, A), alors

% ~ Gamma (n, %)

Cependant, A =
précisément :

% = % suit une distribution Inverse Gamma. Plus

A ~ Inverse-Gamma (n, An)

ot la fonction de densité de I'Inverse Gamma est donnée par :

An)" n
filz) = (F( )) e e 2 >0
n
Lestimateur \ = % suit une distribution Inverse Gamma avec para-

meétres n et \n.

A ~ Inverse-Gamma(n, An)

B
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