Exercice 014 - Solutions

GSF-6053
Hiver 2025

Enoncé

Considérez le modéle suivant avec autocorrélation d’ordre 1 dans les ré-
sidus :

Y = Bo + By + €&

€t = PE—1 T Uy

ou Ut ~ N(O,O'Q).
Données :
Utilisez les données synthétiques suivantes pour t = 1,2, 3,4 :

L e Yt
11 2
2 2 3
3 3 5
4 4 7
Supposons que p = 0.5.
Questions :
1. a) Estimez les coefficients 5y et 1 par MCO et calculez les résidus é;.
2. b) Estimez le paramétre p & partir des résidus obtenus en utilisant la
méthode des moindres carrés sur €.
3. ¢) Transformez le modéle en fonction de p estimé et formulez le nouveau
modele transformé.
4. d) Estimez les coefficients 3y et 5y en appliquant FGLS sur le modéle
transformé.
5. e) Comparez les résultats obtenus par MCO et FGLS. Quel est 'impact

de 'autocorrélation sur les estimations 7
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Solution

Question 3.a : Estimation des coefficients (5, et (5, par
MCO et calcul des résidus ¢;

L’estimateur OLS est donné par :

Bors = (X'X) ™' X'y
Calcul de X'X et X'y :

>~ o DN —
<
I

~J Ot W N

— = = =
W N

N—
Tt W N

7

I1x24+1x3+1xb5+1x%x7
1x24+2%x34+3x5+4x7

()

Calcul de (X'X)7!:




Exercice 014 - Solutions Hiver 2025

Vo] 1 30 —10
XX = W0y — (o2 <—10 1 )
B 1 <30 —10)
120 — 100 \—10 4
_i<30 —10>
20 \—10 4

(15 05
—\-05 02
1.5 —0.5) (17
—05 0.2 ) \41

1.5 x 17+ (—0.5) x 41)

(

B ( —0.5 x 17+ 0.2 x 41
(
(
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(1 1
Xfiors = }g (—33)
\1 4
/1><5+1><
1 x54+2x
1 x5+3x
\1><5+4><
(5—0.3
5—0.6
5—0.9
\5— 1.2

(4.7
4.4
4.1

\3.8

4.7 —2.7
4.4 —1.4
4.1 0.9
3.8 3.2

M>
I

N Ot W O

Question 3.b : Estimation du paramétre p & partir des
résidus
Pour estimer p, nous utilisons la régression des résidus €; sur €.

€ = P€—1 + Uy

Données des résidus :

b & €
1 —2.7 N/A
2 —1.4 —2.7
3 09 -—-14
4 32 09
Nous excluons t = 1 car €, est inconnue.

Calcul de p :
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bl

OHPL
B (—1.4)(—2.7) 4+ (0.9)(—1.4) + (3.2)(0.9)
B (—2.7)2 4+ (—=1.4)2 + (0.9)2
378 — 1.26 + 2.88

729 +1.96 + 0.81
5.4

~ 10.06
~ (0.537

P

Question 3.c : Transformation du modéle en fonction de
p estimé

Le modéle transformé est obtenu en réécrivant 1’équation originale en
fonction de p :

Yt — pyi—1 = Po(1 — p) + Bi(zr — pri—1) + W

Pour t = 2, 3,4, nous avons :

Yo — py1 = Bo(l — p) + Bi(x2 — pr1) + ug
ys — pyo = Po(1 — p) + Pi(xs — pra) + us
ys — pys = Bo(1 — p) + Bi(v4 — pr3) + uy

Substitution des valeurs :
Avec p = 0.537,

1Yo — 0.537y1 = By x 0.463 + By x 1.463 + us
ys — 0.537ys = By x 0.463 + [B1 x 2.926 + ug
ys — 0.537ys = By x 0.463 + [B1 x 3.591 + uy

2—-0.537x1=0.46308y + 1.4635; + uy
5—0.537 x 2 =0.46308) + 2.926/3; + us
7—0.537 x 3 = 0.4635y + 3.59131 + uy

5
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1.463 = 0.4638y + 1.4638; + us
3.926 = 0.46353, + 2.92651 + u3
5.389 = 0.46303) + 3.5915; + uy

Question 3.d : Estimation des coefficients 5, et (; par
FGLS

L’estimateur FGLS est donné par :

Formulation matricielle :

1.463 i 0.463 1.463
g=13926], X =[0463 2.926
5.389 0.463 3.591
Calcul de X'X :
- 0.463 0.463 0.463) [0-403 1463
XX = 11463 2926 3.501) |0:403 2.920
' 0.463 3.591
B 3 x 0.463° 0.463 x (1.463 + 2.926 + 3.591)
— \0.463 x (1.463 + 2.926 + 3.591) 1.463% 4 2.9262 + 3.5912
3 x 0.2145 0.463 x 8.980
0.463 x 8.980 2.1405 + 8.5532 + 12.9132

~(0.6435 4.1603
-~ \4.1603 23.6069

Calcul de X'j
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0.463 0.463 0.463) 1463

3.926
(1 463 2.926 3.591 £ 339

0.463 x 1.463 4- 0.463 x 3.926 + 0.463 x 5.389
1.463 x 1.463 + 2.926 x 3.926 + 3.591 x 5.389

0.6763 + 1.8175 4 2.4967
2.1405 + 11.4676 + 19.3540

5.0
32.0

Calcul de (X'X)~!:

X'y =

det(X'X) = (0.6435)(23.6069) — (4.1603)*
= 15.1694 — 17.3062
— —2.1368

o 1 (236069 —4.1603
(XX = 1 (—4.1603 0.6435 )

~ (—11.0463 1.9472
o\ 19472 —0.3012

5 —11.0463 1.9472 5
FGLS 1.9472 —0.3012) \ 32

( 11.0463 x 5+ 1.9472 x 32)

1.9472 x 5 4 (—0.3012) x 32

—55. 2315 +62.3104
9.736 + (—9.6384)

_(7.0789
~ 10.0976

Question 3.e : Comparaison des estimations obtenues par
MCO et FGLS

Résultats obtenus :
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Bows — 5 3 (70789
OLS =\ —0.3) FPFELS = {0.0976

— Précision des Estimations : L’estimateur FGLS ajuste les coeffi-
cients en tenant compte de I'autocorrélation des résidus, ce qui permet
une meilleure précision des estimations par rapport a l’estimateur OLS
qui suppose une autocorrélation nulle.

Discussion :

— Variance des Estimateurs : FGLS peut réduire la variance des es-
timateurs en corrigeant l'autocorrélation, rendant les estimations plus
fiables et efficaces.

— Biais : Dans cet exercice, les deux estimateurs sont sans biais. Cepen-
dant, FGLS offre une meilleure efficacité en termes de variance.

— Impact de ’Autocorrélation : L’autocorrélation non corrigée dans
OLS peut entrainer des estimateurs inefficaces et des erreurs standards
incorrectes. FGLS corrige cette autocorrélation, améliorant ainsi 'effi-
cacité des estimations.

Conclusion :

L’autocorrélation dans les résidus peut affecter négativement les estima-
tions OLS en augmentant la variance des estimateurs et en rendant les tests
statistiques moins fiables. L’application de FGLS, en tenant compte de cette
autocorrélation, permet d’obtenir des estimations plus efficaces et fiables des
coefficients du modéle de régression. Ainsi, FGLS est préférable dans des
contextes ou 'autocorrélation est présente, offrant des avantages significatifs
en termes de précision et d’efficacité par rapport a ’estimateur OLS.




