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Les Moindres Carrés Généralisés (GLS) sont une extension des Moindres
Carrés Ordinaires (OLS) qui permettent de traiter des situations où les hypo-
thèses de base des OLS, notamment l’homoscédasticité et l’absence d’auto-
corrélation des erreurs, sont violées. Cette section fournit une preuve détaillée
de la méthode GLS, en démontrant sa dérivation, ses propriétés et son opti-
malité.

1 Modèle Linéaire Généralisé

Considérons le modèle linéaire suivant :

Y = Xβ + u (1)

où :

— Y est un vecteur T × 1 des variables dépendantes.

— X est une matrice T ×K des variables explicatives.

— β est un vecteur K × 1 des paramètres à estimer.

— u est un vecteur T × 1 des termes d’erreur.

1.1 Hypothèses du Modèle

Pour les GLS, nous relaxons certaines hypothèses des OLS. Les hypo-
thèses principales sont :

— E(u) = 0 : Les erreurs ont une espérance nulle.

— E(uu′) = V = σ2Ω : La matrice de variance-covariance des erreurs est
proportionnelle à une matrice Ω qui n’est pas nécessairement diagonale.

2 Dérivation des Estimateurs GLS

L’objectif des GLS est d’obtenir un estimateur β̂GLS qui minimise une
forme quadratique pondérée des résidus, prenant en compte la structure de
la matrice Ω.
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2.1 Transformation du Modèle

Pour simplifier le problème, nous transformons le modèle en multipliant
par Ω−1/2, où Ω−1/2 est une matrice telle que :

Ω−1/2ΩΩ−1/2′ = I

Cela suppose que Ω est symétrique et positive définie, garantissant l’existence
de Ω−1/2.

Le modèle transformé devient :

Ω−1/2Y = Ω−1/2Xβ + Ω−1/2u

Notons :
Y ∗ = Ω−1/2Y, X∗ = Ω−1/2X, u∗ = Ω−1/2u

Ainsi, le modèle transformé s’écrit :

Y ∗ = X∗β + u∗ (2)

2.2 Propriétés des Erreurs Transformées

Nous examinons les propriétés des termes d’erreur u∗ :

E(u∗) = Ω−1/2E(u) = 0

E(u∗u∗
′
) = Ω−1/2E(uu′)Ω−1/2′ = Ω−1/2(σ2Ω)Ω−1/2′ = σ2I

Ainsi, le modèle transformé satisfait les hypothèses des OLS :

— Espérance nulle des erreurs.

— Variance-covariance des erreurs égale à σ2I (homoscédasticité et ab-
sence d’autocorrélation).
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2.3 Application des Moindres Carrés Ordinaires au Mo-

dèle Transformé

Appliquons les OLS au modèle transformé :

β̂GLS = (X∗′X∗)−1X∗′Y ∗

En remplaçant X∗ et Y ∗ :

β̂GLS = (Ω−1/2X)′(Ω−1/2X)−1(Ω−1/2X)′(Ω−1/2Y )

β̂GLS = (X ′Ω−1X)−1X ′Ω−1Y

Ceci est l’estimateur des Moindres Carrés Généralisés.

3 Propriétés de l’Estimateur GLS

3.1 Sans Biais

Pour démontrer que β̂GLS est sans biais :

E(β̂GLS) = E
[
(X ′Ω−1X)−1X ′Ω−1Y

]
En remplaçant Y = Xβ + u :

E(β̂GLS) = (X ′Ω−1X)−1X ′Ω−1(Xβ + u)

E(β̂GLS) = (X ′Ω−1X)−1X ′Ω−1Xβ + (X ′Ω−1X)−1X ′Ω−1E(u)

Comme E(u) = 0 :
E(β̂GLS) = β

Ainsi, l’estimateur GLS est sans biais.
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3.2 Variance de l’Estimateur GLS

Calculons la variance de β̂GLS :

Var(β̂GLS) = Var
[
(X ′Ω−1X)−1X ′Ω−1Y

]
Remplaçons Y = Xβ + u :

Var(β̂GLS) = Var
[
(X ′Ω−1X)−1X ′Ω−1u

]
Puisque Var(u) = σ2Ω :

Var(β̂GLS) = (X ′Ω−1X)−1X ′Ω−1Var(u)Ω−1X(X ′Ω−1X)−1

Var(β̂GLS) = σ2(X ′Ω−1X)−1X ′Ω−1ΩΩ−1X(X ′Ω−1X)−1

Var(β̂GLS) = σ2(X ′Ω−1X)−1

Ainsi, la variance de l’estimateur GLS est donnée par :

Var(β̂GLS) = σ2(X ′Ω−1X)−1

3.3 Optimalité de l’Estimateur GLS

L’estimateur GLS est BLUE (Best Linear Unbiased Estimator), c’est-à-
dire qu’il est le meilleur estimateur linéaire sans biais en termes de variance
parmi tous les estimateurs linéaires sans biais. La preuve repose sur le théo-
rème de Gauss-Markov généralisé.

Théorème de Gauss-Markov Généralisé Sous les hypothèses suivantes :

— E(u) = 0

— E(uu′) = σ2Ω

— Ω est connue et positive définie

L’estimateur GLS est le meilleur estimateur linéaire sans biais, c’est-à-dire
qu’il minimise la variance parmi tous les estimateurs linéaires sans biais.
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Preuve de l’Optimalité Soit β̃ un estimateur linéaire sans biais de β, tel
que :

β̃ = CY

où C est une matrice K × T .
L’estimateur est sans biais si :

E(β̃) = CXβ = β ⇒ CX = IK

La variance de β̃ est :

Var(β̃) = CVar(Y )C ′ = Cσ2ΩC ′

Nous souhaitons minimiser Var(β̃) sous la contrainte CX = IK .
Utilisons la méthode des multiplicateurs de Lagrange. Définissons la fonc-

tion de Lagrange :

L = tr(CΩC ′)− tr(Λ(CX − I))

où Λ est une matrice des multiplicateurs de Lagrange.
En prenant les dérivées partielles par rapport à C et en les égalant à zéro,

nous obtenons :

∂L
∂C

= 2CΩ− ΛX ′ = 0 ⇒ CΩ =
1

2
ΛX ′

Cependant, pour minimiser la variance, il est plus approprié de travailler
avec la minimisation quadratique sous contrainte linéaire. En résolvant ce
problème, on trouve que :

C = (X ′Ω−1X)−1X ′Ω−1

ce qui correspond exactement à l’estimateur GLS.
Ainsi, β̂GLS = (X ′Ω−1X)−1X ′Ω−1Y est l’estimateur linéaire sans biais

avec la plus petite variance, prouvant qu’il est BLUE.
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4 Estimateur Faisable des GLS (FGLS)

Dans la pratique, la matrice Ω est rarement connue. Par conséquent,
nous devons estimer Ω, ce qui conduit à l’estimateur des Moindres Carrés
Généralisés Faisables (FGLS).

4.1 Étapes de l’Estimateur FGLS

1. Estimation Initiale avec OLS : Estimez le modèle en utilisant les
OLS pour obtenir un premier estimateur β̂OLS.

β̂OLS = (X ′X)−1X ′Y

2. Estimation des Résidus : Calculez les résidus de la première esti-
mation.

û = Y −Xβ̂OLS

3. Estimation de Ω : Utilisez les résidus û pour estimer la matrice Ω.
Cette étape dépend de la structure présumée de Ω. Par exemple, si
nous supposons une hétéroscédasticité où Var(ui) = σ2ωii, une ap-
proche pourrait être d’estimer ωii comme une fonction des variables
explicatives.

4. Transformation du Modèle : Transformez le modèle en utilisant
l’estimation Ω̂−1/2.

Ω̂−1/2Y = Ω̂−1/2Xβ + Ω̂−1/2u

5. Estimation Finale avec OLS : Appliquez les OLS au modèle trans-
formé pour obtenir l’estimateur FGLS.

β̂FGLS = (X ′Ω̂−1X)−1X ′Ω̂−1Y

4.2 Propriétés de l’Estimateur FGLS

Lorsque Ω̂ est une estimation consistante de Ω, l’estimateur FGLS est :
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— Sans biais : Similaire à GLS, FGLS est sans biais.

— Consistant : β̂FGLS converge en probabilité vers β lorsque la taille de
l’échantillon tend vers l’infini.

— Asymptotiquement efficace : Sous certaines conditions, FGLS at-
teint l’efficacité asymptotique, c’est-à-dire qu’il a la plus petite variance
asymptotique parmi les estimateurs linéaires sans biais.

5 Comparaison entre OLS et GLS

5.1 Variance des Estimateurs

Pour comparer OLS et GLS, examinons les variances de leurs estimateurs
respectifs :

— OLS :
Var(β̂OLS) = σ2(X ′X)−1

— GLS :
Var(β̂GLS) = σ2(X ′Ω−1X)−1

Comparaison de la Variance Supposons que Ω = I, alors β̂GLS = β̂OLS

et les variances sont identiques. Lorsque Ω ̸= I, GLS ajuste pour la structure
de la variance-covariance des erreurs, généralement réduisant la variance des
estimateurs comparé à OLS.

5.2 Conditions d’Optimalité

GLS est plus efficace que OLS lorsque :

— Les erreurs présentent une hétéroscédasticité ou une autocorrélation.

— La matrice Ω est correctement spécifiée.

Dans ce cas, GLS fournit des estimateurs avec une variance inférieure à celle
des OLS, rendant les inférences plus fiables.
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6 Conclusion

Les Moindres Carrés Généralisés offrent une méthode puissante pour es-
timer les paramètres d’un modèle linéaire lorsque les hypothèses de base des
OLS sont violées, notamment en présence d’hétéroscédasticité ou d’autocor-
rélation des erreurs. La preuve détaillée présentée ici démontre que, sous les
conditions appropriées, GLS est un estimateur sans biais et plus efficace que
les OLS. Cependant, la faisabilité de GLS dépend de la capacité à estimer
correctement la matrice Ω, ce qui est souvent réalisé à travers l’estimateur
FGLS.
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