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1 Introduction

Dans I'analyse des modéles de régression linéaire, ’autocorrélation des
erreurs est un probléme fréquent, particulierement dans les séries tempo-
relles. Lorsque les erreurs sont autocorrélées, les estimations des moindres
carrés ordinaires (OLS) ne sont plus les plus efficaces et les tests statistiques
peuvent étre invalidés. La méthode de Cochrane-Orcutt est une procédure
itérative concue pour corriger I’autocorrélation des erreurs de premier ordre,
améliorant ainsi la fiabilité des estimations des paramétres du modeéle.

2 Modéle avec Autocorrélation des Erreurs

Considérons le modéle de régression linéaire suivant avec des erreurs au-
tocorrélées d’ordre 1 :

Y, = XiB 4+ w (1)
Uy = pus—1 + € (2)

ol € est un terme d’erreur aléatoire indépendant et identiquement distribué
(e ~ N(0,0?)) et |p| < 1.

3 Objectif de la Méthode de Cochrane-Orcutt

L’objectif principal de la méthode de Cochrane-Orcutt est de transformer
le modele original de maniere a éliminer 'autocorrélation des erreurs, per-
mettant ainsi I'application des moindres carrés ordinaires (OLS) pour obtenir
des estimateurs sans biais et efficaces des parameétres 3.

4 Transformation de Cochrane-Orcutt

La transformation de Cochrane-Orcutt est définie par les équations sui-
vantes pour t = 2,3,...,71T :

Y =Y, —pYi (3)
X: = Xt — /OXt—l <4)
U = Up — PUp_q (5)

Contrairement & la méthode de Prais-Winsten, Cochrane-Orcutt omet la pre-
miére observation apres transformation, ce qui peut entrainer une perte d’in-
formation mais simplifie la procédure.

3
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4.1 Procédure de Transformation

5

1.

Estimation Initiale : Estimer le modéle OLS (1) pour obtenir les
résidus .

Estimation de p : Utiliser les résidus pour estimer le coefficient d’au-
tocorrélation p en régressant u; sur ;1.

"[Lt = pzlt_l -+ Vy <6>

Transformation des Variables : Appliquer la transformation de
Cochrane-Orcutt aux variables dépendante et indépendantes, en omet-
tant la premiére observation.

Estimation Finale : Estimer le modéle transformé en utilisant les
moindres carrés ordinaires sur les variables transformées.

Preuve de la Transformation de Cochrane-
Orcutt

Pour démontrer que la transformation de Cochrane-Orcutt élimine 1’au-
tocorrélation des erreurs, nous allons procéder par étapes détaillées.

5.1 Modéle Original avec Autocorrélation

Considérons le modele original avec autocorrélation des erreurs d’ordre

Y, = Xi8+w (7)
Ut = PUt—1 + € (8)

ol € est un terme d’erreur aléatoire indépendant avec E(e;) = 0 et Var(e) =
o2 et |p| < 1.

5.2 Substitution et Transformation

Substituons I'expression de u; dans le modéle original (7) :

Y = Xi8 + pus—1 + & (en remplagant uy)
Y = XiB+ p(Yier — X¢—18) + & (en remplagant ;)
Yi = XiB+ pYi1 — pXi_ 16 + ¢ (en distribuant p)
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Regroupons les termes :

Y= pYi1 = (Xt — pXi1)B + &
V"= X/ +¢ (définissant V" =Y; — pY1 et X{ = X; — pX;q)

Ainsi, le modeéle transformé est :
Y/ =X{f+e

onY, =Y, —pYi et X=X —pXi_1.

5.3 Propriétés des Erreurs Transformeées

Les erreurs transformées sont définies par :
* —_— _—
Up = Ut — PUL—1 = €

Puisque ¢ est non corrélée et homoscédastique (Var(e;) = o?), les erreurs
transformées u; posseédent les mémes propriétés :

Var(u}) = Var(e) = o
Cov(uy,u;) = Cov(e,e5) =0 pour t # s

Cela montre que les erreurs transformées u; sont non corrélées et homosceé-
dastiques.

5.4 Conséquences de la Transformation

En appliquant la transformation de Cochrane-Orcutt, le modéle trans-
formé ne présente plus d’autocorrélation des erreurs. Ainsi, les estimateurs
[ obtenus par OLS sur le modéle transformé sont sans biais et efficaces sous
les hypothéses classiques de Gauss-Markov.

5.5 Etapes Détaillées de la Preuve

Pour une compréhension approfondie, détaillons chaque étape de la preuve :

5.5.1 FEtape 1 : Substitution des Erreurs
Partant des équations (7) et (8) :

Y, = Xy + pup1 + &

5
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5.5.2 Etape 2 : Substitution Récursive
Remplagons u;_1 par son expression a partir de I’équation (8) :
Ut—1 = PU—2 T €1

Cependant, pour simplifier la transformation, nous considérons que les va-
leurs passées de u sont déja intégrées dans les termes de Y et X.

5.5.3 Etape 3 : Réarrangement des Termes

Regroupons les termes liés a Y; et Y;_q :
Yi —pYi1 =X — pXi 18+ &
Vi=X/B+e
avec Y,* =Y, — pYi g et X[ =Xy — pXi .

5.5.4 FEtape 4 : Analyse des Erreurs Transformées

Les erreurs transformées UI sont :
* — —_—
Uy = U — PUL—1 = €

Puisque ¢; est indépendant et identiquement distribué, les erreurs transfor-
mées u; sont également indépendantes et identiquement distribuées, sans
autocorrélation.

5.5.5 Etape 5 : Application des Moindres Carrés Ordinaires

Avec le modéle transformé :
Y/ =X/P+e

et des erreurs ¢; non autocorrélées et homoscédastiques, I'application des
moindres carrés ordinaires (OLS) sur le modele transformé fournit des esti-

mateurs [ sans biais et efficaces, satisfaisant les conditions du théoréme de
Gauss-Markov.

6 Estimation de p

L’estimation du coefficient d’autocorrélation p est cruciale pour la trans-
formation de Cochrane-Orcutt. Une méthode courante consiste a utiliser les




Méthode de Cochrane-Orcutt Hiver 2025

résidus du modéle OLS initial pour estimer p via une régression des résidus
sur leurs valeurs retardées :

U = pUt—1 + Uy

ol 14 est 'erreur de cette régression. L’estimateur de p obtenu est ensuite
utilisé dans les étapes de transformation des variables.

6.1 Procédure d’Estimation de p
1. Estimation Initiale du Modéle OLS : Estimer le modéle original
(7) par OLS pour obtenir les résidus ;.

2. Régression des Résidus : Régressuer u; sur u; 1 :
Ut = pU—1 + Uy

3. Obtention de p : Utiliser les estimateurs de cette régression pour
obtenir p.

6.2 Considérations sur I’Estimation de p
— Consistance : L’estimateur p est consistant si p est bien spécifié et si
les erreurs sont correctement modélisées.

— Efficacité : Pour améliorer l'efficacité de I'estimation, des méthodes
comme le maximum de vraisemblance peuvent étre utilisées.

— Tests de Significativité : Il est important de tester la significativité
de p pour s’assurer que 'autocorrélation est effectivement présente et
significative.

7 Propriétés de I’Estimateur Transformé

Apres transformation, I'estimateur S obtenu via les moindres carrés or-
dinaires sur le modeéle transformé posséde les propriétés suivantes :

— Sans Biais : E(3) = §
— Efficace : Sous les hypotheéses classiques de Gauss-Markov, B est 1'es-
timateur linéaire sans biais ayant la plus petite variance.

— Consistant : L’estimateur converge en probabilité vers la vraie valeur
B lorsque la taille de I’échantillon augmente.
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7.1 Démonstration de I’Unbiasedness

Considérons le modele transformé :
Y '=X/B+e
Prenons 'espérance conditionnelle de Y, :
E(Y|X)) = E(Xi 6 +&|X)) = X/ 6+ E(e| X)) = X/
Ainsi, I'estimateur B issu des moindres carrés ordinaires est sans biais :

E(B) =5

7.2 Démonstration de I’Efficacité

Sous les hypothéses de Gauss-Markov (linéarité, exogénéité, homoscédas-
ticité, absence d’autocorrélation, etc.), l'estimateur OLS est BLUE (Best
Linear Unbiased Estimator). Aprés transformation de Cochrane-Orcutt, ces
hypothéses sont satisfaites dans le modéle transformé, ce qui garantit que B
est 'estimateur linéaire sans biais avec la plus petite variance possible.

7.3 Démonstration de la Consistance

La consistance de 8 repose sur les conditions suivantes :
! . . . o
— %X * X* converge vers une matrice définie positive.

! *1y ~ 2
— %X *€ converge en probabilité vers zéro.

Sous ces conditions, par le théoréme des moindres carrés,  converge en
probabilité vers 5.

8 Conclusion

La méthode de Cochrane-Orcutt est une procédure efficace pour corri-
ger 'autocorrélation des erreurs dans un modele de régression linéaire. En
transformant les variables dépendantes et indépendantes, cette méthode per-
met 'application des moindres carrés ordinaires de maniére appropriée, as-
surant ainsi des estimations fiables des parameétres du modeéle. Bien que cette
méthode puisse entrainer une perte d’information en omettant la premiére
observation, elle simplifie la procédure de transformation et reste largement
utilisée dans 'analyse des séries temporelles.
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9 Reéférences

Pour une discussion détaillée sur la méthode de Cochrane-Orcutt et ses
propriétés, voir Wooldridge chapitre 8.
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