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本章内容

2.1 引言

2.2 输入/输出模型 – 微分方程

2.3 状态空间方程

2.4 输入/输出模型 – 拉普拉斯变换与传递函数

2.5 系统框图模型

2.6 模型转换
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2.1 引言

 数学模型

描述系统的一个数学结构

系统(动态)特性的数学表达式

 控制系统建模

建立原系统物理模型的数学模型
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2.1 引言

 性质不同的系统用不同的数学工具描述其
模型

线性定常系统： 常系数线性常微分方程

线性时变系统： 变系数线性常微分方程

非线性系统： 非线性常微分方程

分布参数系统： 偏微分方程

离散系统： 差分方程
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2.1 引言

输入输出描述法

(外部描述法)

状态空间描述法

(内部描述法)

输入输出模型 状态空间模型
转换

线性控制系统描述方法

线性控制系统数学模型
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2.1 引言

输入输出模型

微分方程 传递函数 方框图、信号流图

复、频域模型时域模型 图示模型

线性控制系统输入输出数学模型
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2.1 引言

 建立控制系统数学模型的方法

分析法

实验法

 数学模型的合理性

在模型的简化性和分析结果的准确性间作折衷考虑

 线性系统的特点

叠加性

齐次性
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2.2 输入输出模型-微分方程

 输入/输出(I/O)模型：用系统的输入、输出
信号或其变换式所表示的数学模型

时域信号 r(t)  ,   y(t) —— 微分方程 （2.2）

复数域信号 R(s) ,  Y(s) —— 传递函数 （2.3）

频域信号 R(jw), Y(jw) —— 频率特性 （2.3）
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微分方程 – 时域I/O模型

 描写线性定常系统的微分方程

 建立微分方程的一般步骤

确定输入r(t)和输出 y(t)

列写各环节的微分方程

消去中间变量，求得输入/输出关系
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微分方程 例 1

 串联振荡电路
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微分方程 例 2

 机械振荡系统
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微分方程 例 3

 单摆的非线性微分方程
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非线性微分方程的线性化

 设激励x(t)与响应y(t)之间为非线性关系

))(()( txgty  (2.2)
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非线性微分方程的线性化
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(2.4)

这种线性化是针对的“非本质”非线性数
学模型，在工作点附近的小信号分析。
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非线性微分方程的线性化

ymf 

非线性弹簧的弹力与位移的关系为
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微分方程的解

 一阶微分方程的解

 二阶微分方程的解

 高阶微分方程的解 – 困难！



自动控制原理：第二章控制系统的数学模型 17

2.3 状态空间模型（方程）

 高阶微分方程的解 – 困难！

 状态空间方程 – 一阶线性微分方程组

求解容易

用向量和矩阵形式表达

适合用计算机求解

-- 二战后，由航空航天技术应用推动，随着计算
机技术的飞速发展而被广泛接受
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状态空间基本概念

 状态: 动态系统的状态是系统的最小一组变量（称
为状态变量），只要知道了在时刻t= t 0的一组变
量和时刻t > t 0的输入量，就能够完全确定系统在
任何时间时刻的行为

 状态变量: 动态系统的状态变量是确定动态系统状
态的最小一组变量

 状态向量: 如果完全描述一个给定的系统的行为需
要n个状态变量，那么这n个状态变量可以看成是
向量x的n个分量，这个向量就称为状态向量

 状态空间: 系统的全部可能状态的集合
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线性定常系统的状态空间表达式

输出向量输入向量，状态向量，

初始条件　　
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图示
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备注

 选择状态变量必须要满足

选择最小的状态变量为状态向量的元素。这些
最少的状态变量可以充分地完全描述系统的状
态

状态向量的元素必须是线性无关的

 通过对状态微分方程的分析可以发现

状态空间表达式是系统的一种完全描述，其核
心是状态方程

系统的状态空间表达式不是唯一的
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状态空间方程 例

 串联振荡电路
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求取状态空间方程

 由系统物理特性直接求取

 由微分方程求取：若 m=0，即
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求取状态空间方程

可得
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若 m不为0，则根据不同状态变量选取，
系统的状态空间表达不唯一 （2.6 节）
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2.4 输入/输出模型 – 传递函数

输入输出模型

微分方程 传递函数 方框图、信号流图

复、频域模型时域模型 图示模型

线性控制系统输入输出数学模型
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信号频率与系统响应

 下列线性定常系统对不同频率信号产生不
同衰减 – 有必要研究系统响应与信号频率
的关系！

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

Time [sec]

y
(t

)

Erzwungene Bewegung eines Systems mit verschiedenen Frequenzen der Eingangsgröße

 

 

f(u)=1 rad/sec

f(u)=2 rad/sec

f(u)=10 rad/sec

 
0

,01c'

,
1

0
b

,
11

10
A

:System



























d



自动控制原理：第二章控制系统的数学模型 27

传递函数与微分方程

 引入复变量 s，将系统响应特征与信号频率
联系起来，可深入分析系统性能

 将时域中的微分方程转化为频率域中的代
数方程，便于求解

 数学工具：拉普拉斯变换

Pierre-Simon marquis de Laplace

（1749-1827）
法国数学家和天文学家
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2.4.1 拉普拉斯变换

 信号分解 – 傅立叶变换

Jean B. J. Fourier

法国数学家
(1768-1830)

基波

3次谐波

基波+3次谐波

存在条件 -- Dirichlet条件以及
实践中经常得不到满足！

例子： 直流信号
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拉普拉斯变换的思想
引入

若d 足够大且|f(t)|之增强速度低于指数函数，则下式成立

令

有拉普拉斯变换

可见，拉普拉斯变换将信号分解为以指数速度衰减/增加的正
弦信号之和（积分）：

拉普拉斯反变换

teeee jj ddd sin
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拉普拉斯变换的性质

 线性性质

 导数性质

 积分性质
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拉普拉斯变换的性质
 衰减定理（或称频域平移定理）

 延迟性质（或称时域平移定理）

 终值定理

 初值定理

 卷积性质
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常用函数的拉普拉斯变换
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2.4.1 传递函数

 线性定常系统的传递函数

微分方程模型:
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取Laplace变换(零初始条件)，可得
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传递函数

 传递函数反映系统“零状态”响应的传递关系；
表明了系统数学模型的阶次n，它表征着系统的固
有特性，与输入r(t)的形式无关;

 传递函数是研究线性系统动态特性的重要工具。
利用Laplace变换给出的传递函数G(s)是最常见的
形式；
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传递函数

 传递函数G(s)也常用以下形式表示：

其中, -zi—系统零点 -pj—系统极点

其中, K—系统增益或传递系数
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2.4.2 典型环节的传递函数

 惯性环节

 积分环节

 振荡环节

 微分环节

 比例环节

 时滞环节
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惯性环节

其中, T—惯性环节时间常数

1

1
)(




Ts
sG (2.10)
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积分环节

其中, Ti—积分时间常数

)(
)(

tr
dt

tdy
Ti  (2.11)
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振荡环节

10),()(
)()(

2

2
2   trty

dt

tdy
T

dt

tyd
T (2.13)

Tpsps

ss
sG

n
n

nn

n

1
,

))((

2
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21

2

22

2
















(2.14)

2
2,1 1   nn jp

轭复数极点该二阶系统具有一对共
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振荡环节

率为无阻尼自然振荡角频

为阻尼比

为时间常数

其中

n

n

T

TsTs
sG









,

,
1

:

,
12

1
)(

2




 (2.15)
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微分环节

理想微分环节的传递函数不是真有理分式，工

程实现较为困难，工程上常采用具有惯性环节
的微分环节

sTsG d)( (2.17)

dt

tdr
Tty d

)(
)(  (2.16)
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比例环节

其中, Kp—比例系数增益

pKsG )( (2.18)

)()( trKty p (2.19)
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时滞环节

实际控制系统的传递函数均可视

为上述典型环节的某种组合,因此

熟悉和掌握典型环节对于分析研

究系统是很基本的,也是很重要的

)(1)()(   ttrty (2.20)

sesG )( (2.21)
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三种I/O模型之间的关系
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2.5 框图模型

 系统结构图：就是系统的函数方框图，是
系统中各环节的传函功能和信号流向的图
解表示，是一种图形化的数学模型。

 每个环节用方框图表示，框中表明其传函，
根据信号的传递关系将各环节框图连接起
来，即得到系统结构图，如

E(s)
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框图的基本变换

 原则：输出、输入信号不变(端口条件不变)

 合并串联方框

 相加点后移

 分支点前移
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框图的基本变换

 分支点后移

 相加点前移

 消去反馈回路
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<例2.2> 化简并联方框图

G1(s)+G2(s)
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<例2.3> 化简以下方框图
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反馈控制系统的传递函数

负反馈控制系统的典型结构图
E(s)

B(s) = H(s)Y(s) 

E(s) = R(s)-B(s) = R(s)-H(s)Y(s)

Y(s) = G(s)E(s)= G(s)[R(s)-H(s)Y(s)]

[1+ G(s)H(s)]Y(s)= G(s)R(s)

等效传递函数:
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反馈控制系统的传递函数

E(s)

)(
)(

)(
sG

sE

sY
 前向传递函数

)()(
)(

)(
sHsG

sE

sB
 开环传递函数

)()(1

)(

)(

)(

sHsG

sG

sR

sY


 闭环传递函数
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2.6 模型转换

 由状态空间模型转换为传递函数(阵)

 n阶线性定常系统

 考虑零初始条件，利用Laplace变换，有：

 由2.28式可得：

)()()(

)()()(

ttt

ttt

DuCxy

BuAxx





(2.28)

(2.29))()()(

)()()(

sss

ssss

DUCXY

BUAXX





)()()(

)()()(

1 sss

sss

BUAIX

BUXAI



 (2.30)

(2.31)
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 (2.31)代入到(2.29)得到：

对于单输入单输出的系统, U(s),Y(s)是标量，则

传递函数为：

)(])([

)()()()(

1

1

ss

ssss

UDBAIC

DUBUAICY









称为传递函数矩阵DBAIC  1)(s

(2.32)Ds
sU

sY
sG  

BAIC
1)(

)(

)(
)(
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<例2.6> 下图RLC网络，由系统状态转移矩阵推导系
统传递函数

  





























































2

1

2

1

2

1

0

0

1

1

1
0

x

x
Ry

uC
x

x

L

R

L

C
x

x





















































s
L

CL

R
s

LC
s

L

R
s

s

sadj
s

L

R
s

L

C
s

s

1

1
)(

1

1

)det(

)(
][

)(
1

1

][

2

1

AI

AI
AI

AI

 

LC
s

L

R
s

LCR

C

s

s

sL

s

C

s

L

R
s

R

ssG

1

/

0

1

)()(

1

)(

1

)(

)(

0

][)(

2

1



















































 
BAIC



自动控制原理：第二章控制系统的数学模型 57

由传递函数转换为状态空间模型

传递函数 状态空间模型

唯一转换

系统的实现

由状态空间模型可以唯一的转换为一个传递函数
(阵)；由传递函数转换为状态空间模型，称为系

统的实现问题。由于状态量选择的多样性，对于
一个传递函数(阵)，系统地实现是不唯一的。这

里给出一种“能控规范型”的实现形式。
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 当传递函数的分子为多项式，m<n           

考虑下面一个n阶系统的传递函数:

参考第1步，令

(2.37)
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(2.39) 01
1
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 
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运用拉普拉斯反变换得到：

“能控规范型”实现
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由图可写出系统状态微分方程为
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系统的输出方程为
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2.7 系统数学模型举例

 枢控电动机微分方程
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 电枢回路方程

amaa
a

a ueiR
dt

di
L 

)s)/rad/(V(

'

)(

)H(

为电动机反电势系数

电动机反电势

电枢回路电阻
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 电动机运动方程

(2.46)MMf
dt

d
J L  



J和f分别为折算到电动机轴上的转动惯量(kg.m2)

和粘性摩擦系数(N.m.s/rad)

)mN(  为电动机电磁转矩amiCM

)A/mN( 为电动机转矩系数mC

)mN( 负载转矩为折算置电动机轴上的LM
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(2.45)和(2.46)式可以写成

 21 ; xix a令 ,可得到系统状态微分方程

(2.47)
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 直流枢控电动机转速反馈控制系统

电枢回路环节

(2.49)
aeaa

a
a unKiR

dt

di
L 

为反电势系数，为转速其中 eKn )min/r(
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 直流枢控电动机转速反馈控制系统

转动环节:电动机功率较大时其粘性摩擦系数可
以忽略不计，则运动方程为:

(2.51)MM
dt
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J LG 

其中 LmLamG iKMiKM
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 枢控电动机结构图(以转速为输出量)

枢控电动机结构图
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 以角速度或角位移作为输出量(小功率伺服
系统),由于电动机功率较小，要考虑粘性摩
擦, 由(2.46)式,转动环节的输入输出方程为：

(2.53))()()()( sMsMsfJs L

枢控电动机框图模型
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 枢控电动机直流调速系统结构框图

以测速发电机作为转速负反馈环节，有

采用比例调节器时，系统的结构框图
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小结

 本章讨论了控制系统常用的几种数学模型形式，

并简要介绍了输入输出数学模型与状态空间模型

之间的关系,在控制系统的分析与设计中,建立系

统数学模型的工作十分重要,需要根据相关物理系

统的数学模型,并运用相应的数学方法;

 本章要求重点掌握传递函数、系统结构框图等数

学模型;
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