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2007 年全国硕士研究生入学统一考试数学二试题 

 

一、选择题：1 10小题，每小题 4 分，共 40 分，下列每题给出的四个选项中，只有一个

选项符合题目要求，请将所选项前的字母填在答题纸指定位置上. 

(1) 当 0x  时，与 x 等价的无穷小量是(    ) 

A .1 xe      
1

.ln
1

x
B

x




      . 1 1C x       .1 cosD x  

 

(2) 函数

1

1

( ) tan
( )

( )

x

x

e e x
f x

x e e






在 ,  上的第一类间断点是 x  (    ) 

.A  0           .B 1          .C  
2


            .D

2


 

 

(3) 如图，连续函数 ( )y f x 在区间   3, 2 , 2,3  上的图形分别是直径为 1 的上、下半圆

周,在区间   2,0 , 0,2 上的图形分别是直径为 2 的上、下半圆周.设
0

( ) ( ) ,
x

F x f t dt  则

下列结论正确的是(    ) 

 

.A (3)F
3

( 2)
4

F        .B (3)F
5

(2)
4

F  

.C ( 3)F   
3

(2)
4

F      .D ( 3)F 
5

( 2)
4

F    

 

(4) 设函数 ( )f x 在 0x  连续，则下列命题错误的是(  ) 

.A  若
0

( )
lim
x

f x

x
存在，则 (0) 0f        .B 若

0

( ) ( )
lim
x

f x f x

x

 
存在，则 (0) 0f   

.C 若
0

( )
lim
x

f x

x
存在，则 (0)f  存在      .D 若

0

( ) ( )
lim
x

f x f x

x

 
存在，则 (0)f  存在 

3 
2 -1 

O 
1 -2 -3 

y  

x  
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(5) 曲线
1

ln(1 )xy e
x

   渐近线的条数为(  ) 

.A  0           .B 1          .C 2             .D 3 

 

(6) 设函数 ( )f x 在 (0, ) 上具有二阶导数，且 ( ) 0f x  ，令 ( )( 1,2, )nu f n n  ，则

下列结论正确的是(  ) 

    .A  若 1 2u u ，则 nu 必收敛         .B  若 1 2u u ，则 nu 必发散          

.C 若 1 2u u ，则 nu 必收敛          .D 若 1 2u u ，则 nu 必发散 

 

(7) 二元函数 ( , )f x y 在点 (0,0)处可微的一个充分条件是(   ) 

.A   
( , ) (0,0)

lim ( , ) (0,0) 0
x y

f x y f


                 

.B  
 

0

( ,0) (0,0)
lim 0
x

f x f

x


 且

 
0

(0, ) (0,0)
lim 0
y

f y f

y


  

.C  
 

2 2( , ) (0,0)

( , ) (0,0)
lim 0

x y

f x y f

x y





             

.D   
0

lim ( ,0) (0,0) 0x x
x

f x f


   且 
0

lim (0, ) (0,0) 0y y
y

f y f


      

 

(8) 设函数 ( , )f x y 连续，则二次积分
1

sin
2

( , )
x

dx f x y dy


  等于(   ) 

.A  
1

0 arcsin
( , )

y
dy f x y dx



          .B
1

0 arcsin
( , )

y
dy f x y dx



    

.C
1 arcsin

0
2

( , )
y

dy f x y dx






         .D
1 arcsin

0
2

( , )
y

dy f x y dx






   

 

(9) 设向量组 1 2 3, ,   线性无关，则下列向量组线性相关的是 (    ) 

.A 1 2  2 3 3 1, ,            .B 2 1  2 3 3 1, ,          

.C 1 2 2 3 3 12 , 2 , 2            .D 1 2 2 3 3 12 , 2 , 2         

 

(10)  设矩阵

2 1 1

1 2 1

1 1 2

A

  
 

  
 
   

，

1 0 0

0 1 0

0 0 0

B

 
 


 
  

，则 A与 B (   ) 

.A  合同，且相似                .B  合同，但不相似   
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.C  不合同，但相似              .D  既不合同，也不相似 

 

二、填空题：11-16 小题，每小题 4 分，共 24 分，请将答案写在答题纸指定位置上. 

 

(11) 
30

arctan sin
lim _________
x

x x

x


  

(12) 曲线

2cos cos

1 sin

x t t

y t

  


 
上对应于

4
t


 的点处的法线斜率为 _____  

(13) 设函数
1

2 3
y

x



，则

( ) (0) ___________ny   

(14) 二阶常系数非齐次线性微分方程
24 3 2 xy y y e    的通解为 _____y   

(15) 设 ( , )f u v 是二元可微函数， ( , ),
y x

z f
x y

 则
z z

x y
x y

 
 

 
＿＿＿＿＿ 

(16) 设矩阵

0 1 0 0

0 0 1 0
,

0 0 0 1

0 0 0 0

A

 
 
 
 
 
 

则
3A 的秩为＿＿＿＿＿. 

 

三、解答题：17－24 小题，共 86 分.请将解答写在答题纸指定的位置上.解答应写出文字说

明、证明过程或演算步骤. 

 

(17)(本题满分 10 分) 

设 ( )f x 是区间[0, ]
4


上的单调、可导函数，且满足

( )
1

0 0

cos sin
( )

sin cos

f x x t t
f t dt t dt

t t

 


   

其中
1f 
是 f 的反函数，求 ( )f x . 

 

(18)(本题满分 11 分) 

设 D是位于曲线 2 ( 1,0 )
x

ay xa a x


     下方、 x 轴上方的无界区域. 

(I) 求区域 D绕 x 轴旋转一周所成旋转体的体积  V a ; 

(II) 当 a 为何值时，  V a 最小？并求出最小值. 

 

(19)(本题满分 11 分) 

求微分方程
2( )y x y y    满足初始条件 (1) (1) 1y y  的特解. 

 

(20)(本题满分 10 分) 
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已知函数 ( )f u 具有二阶导数，且 (0) 1f   ，函数 ( )y y x 由方程
1 1yy xe   所确定.

设 (ln sin )z f y x  ，求

2

0 02
,x x

dz d z

dx dx
  . 

 

(21)(本题满分 11 分) 

设函数 ( )f x ， ( )g x 在  ,a b 上连续，在 ( , )a b 内二阶可导且存在相等的最大值，又

( )f a ＝ ( )g a ， ( )f b ＝ ( )g b ，证明：存在 ( , ),a b  使得 ''( ) ''( ).f g   

 

(22)(本题满分 11 分) 

设二元函数 

2

2 2

, 1

( , ) 1
, 1 2

x x y

f x y
x y

x y

  


 
  




 

计算二重积分 ( , )
D

f x y d ，其中  ( , ) 2D x y x y    

 

(23)(本题满分 11 分) 

设线性方程组

1 2 3

1 2 3

2

1 2 3

0

2 0 (1)

4 0

x x x

x x ax

x x a x

   


  


  

  

与方程           1 2 32 1 (2)x x x a     

有公共解，求 a 得值及所有公共解. 

 

(24)(本题满分 11 分) 

设 3 阶实对称矩阵 A的特征值 1 2 3 11, 2, 2, (1, 1,1)T         是 A的属于 1 的一

个特征向量.记
5 34B A A E   ，其中 E 为 3 阶单位矩阵. 

(I)验证 1 是矩阵 B 的特征向量，并求 B 的全部特征值与特征向量； 

(II) 求矩阵 B . 
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2007 年全国硕士研究生入学统一考试数学二试题解析 

 

一、选择题 

(1)【答案】B 

【详解】 

方法 1：排除法：由几个常见的等价无穷小，当 0x 时， 

1
1 ; 1 1 ;

2

xe x x x  
2

2 21 cos 2sin 2( ) ,
2 2 2

x x x
x   当 0x  时，此时

0x  ，所以
1

1 ( ); 1 1 ;
2

xe x x x    21
1 cos ( ) ,

2
x x 可以

排除 A、C 、 D，所以选(B). 

方法 2： 
1

ln
1

x

x






1
ln

1

x x x

x

  



ln[1 ]

1

x x

x





 

当 0x  时，1 1x  ， 0
1

x x

x





，又因为 0x 时，  ln 1 x x ， 

所以  ln[1 ] ~ ~ 1 ~
1 1

x x x x
x x x x x

x x

 
   

 
，选(B). 

方法 3：

 0 0 0

11 1 1
ln( )ln( ) ( )

1 11 1
lim lim lim

1

2

x x x

xx x x

x xx x

x x
x

  





  

   
 

    洛  

 

   
  

2

0 0

1
1 1

1 2

1 1 2 2 1
lim lim

1 1 1

2

x x

x x
x x

x x x x x

x x

x

  

  



   

 
 

 

设
 

  

2 2 1

1 11 1

x x x A B

x xx x

 
 

  
，则    1 1 4 2 2A x B x x x x x       

对应系数相等得： 2 , 1A x B   ，所以 

原式
 

  0 0

2 2 1 2 1
lim lim

1 11 1x x

x x x x

x xx x
  

   
   

    
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0 0

2 1
lim lim 0 1

1 1x x

x

x x
  

   
 

1 ，选(B). 

 

(2)【答案】( A) 

【详解】首先找出 ( )f x 的所有不连续点，然后考虑 ( )f x 在间断点处的极限. 

( )f x 的不连续点为 0、1、
2


 ，第一类间断点包括可去间断点及跳跃间断点.逐个考

虑各个选项即可. 

对 A :  

1 1 1
1

1 1 1
0 0 0 0 1

( ) tan (1 )
lim ( ) lim lim lim 1,

( ) (1 )

x x x

x x x x
x x x

e e x e e e e
f x

x e e e e e e
   



    

  
   

  

 

1

1 1

0

1 1 10 0 0

0

lim
( ) tan

lim ( ) lim lim 1.

( ) lim

x

x x x

x x x
x x x

x

e e
e e x e e e

f x
e

x e e e e e e



  





  



 
 

        
 

   
 

 

( )f x 在 0x  存在左右极限，但    
0 0

lim lim
x x

f x f x
  

 ，所以 0x  是 ( )f x 的第一类

间断点，选(A)； 

同样，可验证其余选项是第二类间断点，  
1

lim
x

f x


 ，  
2

lim
x

f x




 ，  
2

lim
x

f x




  . 

 

(3)【答案】C 

【详解】由题给条件知， ( )f x 为 x 的奇函数，则 ( ) ( )f x f x   ，由
0

( ) ( ) ,
x

F x f t dt   知 

0 0 0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

x x x

F x f t dt t u f u d u f u f u f u du F x


              令 因为 ， 

故 ( )F x 为 x 的偶函数，所以 ( 3) (3)F F  .  

而
2

0
(2) ( )F f t dt  表示半径 1R  的半圆的面积，所以

2
2

0
(2) ( )

2 2

R
F f t dt

 
   ， 

3 2 3

0 0 2
(3) ( ) ( ) ( )F f t dt f t dt f t dt     ，其中

3

2
( )f t dt 表示半径

1

2
r  的半圆的面积

的负值，所以

22
3

2

1
( )

2 2 2 8

r
f t dt

   
       

 
  

所以    
2 3

0 2

3 3 3
(3) ( ) ( ) (2)

2 8 8 4 2 4
F f t dt f t dt F

   
          

所以    
3

( 3) (3) (2)
4

F F F   ，选择 C 
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(4)【答案】( D) 

【详解】 

方法 1：论证法，证明 . .A B C都正确，从而只有 .D 不正确. 

由
0

( )
lim
x

f x

x
存在及 ( )f x 在 0x  处连续，所以 

0
(0) lim ( )

x
f f x




0 0 0 0

( ) ( ) ( )
lim( ) lim lim 0 lim
x x x x

f x f x f x
x x

x x x   
     0 ，所以(A)正确； 

由选项(A)知， (0) 0f  ，所以
0 0

( ) (0) ( )
lim lim

0x x

f x f f x

x x 





存在，根据导数定义，

0

( ) (0)
'(0) lim

0x

f x f
f

x





存在，所以(C)也正确； 

由 ( )f x 在 0x  处连续，所以 ( )f x 在 0x  处连续，从而 

 
0 0 0

lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( ) (0) (0) 2 (0)
x x x

f x f x f x f x f f f
  

         

所以
0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 (0) lim lim lim 0 lim 0

x x x x

f x f x f x f x f x f x
f x x

x x x   

      
       

 
 

即有 (0) 0f  .所以(B)正确，故此题选择(D). 

方法 2：举例法，举例说明(D)不正确. 例如取 ( )f x x ，有 

0 0

( ) ( )
lim lim 0

0x x

x xf x f x

x x 

  
 


存在 

而   
   

0 0

0 0
lim lim 1

0 0x x

f x f x

x x  

  
  

 
，

   
0 0

0 0
lim lim 1

0 0x x

f x f x

x x  

 
 

 
， 

左右极限存在但不相等，所以 ( )f x x 在 0x  的导数 '(0)f 不存在. (D)不正确，选(D). 

 

(5)【答案】D 

【详解】因为
0 0

1
lim lim ln(1 )x

x x
y e

x 

 
   

  0 0

1
lim limln(1 )x

x x
e

x 
    ， 

所以 0x  是一条铅直渐近线； 

因为
1

lim lim ln(1 )x

x x
y e

x 

 
   

  - -

1
lim lim ln(1 ) 0 0 0x

x x
e

x   
      ， 

所以 0y  是沿 x方向的一条水平渐近线； 
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令    
2

1
ln(1 )

1 ln(1 )
lim lim lim

x
x

x x x

e
y exa
x x x x  

 
 

    
 

 

2

1 ln(1 )
lim lim

x

x x

e

x x 


  10 lim 1

1

x

x

x

e

e


   洛必达法则  

令     
1

lim lim ln(1 )x

x x
b y a x e x

x 

 
       

 
 

 
1

lim lim ln(1 )x

x x
e x

x 
     ln 0 lim ln(1 ) lnx x x

x
x e e e


       

1
lim ln( )

x

xx

e

e


 lim ln( 1) ln1 0x

x
e


     

所以 y x 是曲线的斜渐近线，所以共有 3 条，选择(D) 

 

(6)【答案】( D) 

【详解】 ( )nu f n ，由拉格朗日中值定理，有 

1 n n( 1) ( ) '( )( 1 ) '( ),( 1,2, )n nu u f n f n f n n f n           ， 

其中 n 1n n   ， 1 2 n .       由 ''( ) 0,f x  知 '( )f x 严格单调增，故 

1 2 n'( ) '( ) '( ) .f f f       

若 1 2u u ，则 1 2 1'( ) 0,f u u     所以 1 2 n0 '( ) '( ) '( ) .f f f        

1 1 1 1 k 1 1

1 1

( ) '( ) '( ).
n n

n k k

k k

u u u u u f u nf  

 

         

而 1'( )f  是一个确定的正数. 于是推知 1lim ,n
n

u 


  故 nu 发散. 选(D) 

 

(7)【答案】( C) 

【详解】一般提到的全微分存在的一个充分条件是：设函数 ( , )f x y 在点  0 0,x y 处存在全

微分，但题设的 . . . .A BC D 中没有一个能推出上述充分条件，所以改用全微分的定义检查之. 

全微分的定义是：设 ( , )f x y 在点  0 0,x y 的某领域内有定义，且 ( , )f x y 在点  0 0,x y 处的

全增量可以写成      0 0 0 0, ,f x x y y f x y A x B y o           ，其中 ,A B 为与

,x y  无关的常数，    
2

x y


    ，
 

0
lim 0

o






 ，则称 ( , )f x y 在点  0 0,x y 处
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可微， A x B y   称为 ( , )f x y 在点  0 0,x y 处的全微分，对照此定义，就可解决本题. 

选项 .A  相当于已知 ( , )f x y 在点 (0,0) 处连续；选项 .B  相当于已知两个一阶偏导数

 0,0xf
 ，  0,0yf

 存在，因此 .A .B 均不能保证 ( , )f x y 在点 (0,0)处可微. 选项 .D 相当

于已知两个一阶偏导数  0,0xf
 ，  0,0yf

 存在，但不能推导出两个一阶偏导函数

 ,xf x y ，  ,yf x y 在点 (0,0)处连续，因此也不能保证 ( , )f x y 在点 (0,0)处可微. 

由 .C
 

2 2( , ) (0,0)

( , ) (0,0)
lim 0

x y

f x y f

x y





，推知 

2 2( , ) (0,0) 0 0 ( ),f x y f x y x y o          

其中
2 2x y   ，

0 0

( )
lim lim 0

o

 




 
  .对照全微分定义，相当于 

0 00, 0, , , 0, 0.x y x x y y A B         

可见 ( , )f x y 在 (0,0)点可微，故选择(C). 

 

(8)【答案】( B) 

【详解】画出该二次积分所对应的积分区域 : ,sin 1
2

D x x y


     

交换为先 x 后 y ，则积分区域可化为：0 1, arcsiny y x       

所以    
1 1

sin 0 sin
2

( , ) ( , )
x arc y

dx f x y dy dy f x y dx
 


 

    ，  所以选择(B). 

 

(9) 【答案】A 

【详解】 

方法 1：根据线性相关的定义，若存在不全为零的数 1 2 3, ,k k k ，使得 1 1 2 2 3 3 0k k k    

成立，则称 1 2 3, ,   线性相关. 

因 1 2 2 3 3 1( ) ( ) ( ) 0           ，故 1 2 2 3 3 1       ， ， 线性相关，

所以选择(A). 

方法 2：排除法 

因为  1 2 2 3 3 1, ,         
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   1 2 3 1 2 3 2

1 0 1

, , 1 1 0 , , ,

0 1 1

C     

 
 

  
 
 

其中 2

1 0 1

1 1 0

0 1 1

C

 
 

  
 
 

， 

且  2

1 0 1

1 1 0

0 1 1

C  1 1

1 0 1
1 1

1 ( 1) 2 0 1 1 1
1 1

0 1 1




     行 行 （ ）  

1 1 1 1    （ ） 2 0  . 

故 2C 是可逆矩阵，由可逆矩阵可以表示为若干个初等矩阵的乘积， 2C 右乘

 1 2 3, ,   时，等于作若干次初等变换，初等变换不改变矩阵的秩，故有 

1 2 2 3 3 1 1 2 3( , , ) ( , , ) 3r r              

所以， 1 2 2 3 3 1, ,        线性无关，排除(B). 

因为  1 2 2 3 3 12 , 2 , 2         

   1 2 3 1 2 3 3

1 0 2

, , 2 1 0 , , ,

0 2 1

C     

 
 

   
  

 其中 3

1 0 2

2 1 0

0 2 1

C

 
 

  
  

， 

3

1 0 2

2 1 0

0 2 1

C



 



1 1

1 0 2
1 4

1 0 1 4 1
2 1

0 2 1






   




行 2+2行 （ ）  

1 1 2 4     （ ）（ ） =-7 0. 

故 3C 是可逆矩阵，由可逆矩阵可以表示为若干个初等矩阵的乘积 , 3C 右乘

 1 2 3, ,   时，等于作若干次初等变换，初等变换不改变矩阵的秩，故有 

1 2 2 3 3 1 1 2 3( 2 , 2 , 2 ) ( , , ) 3r r              

所以， 1 2 2 3 3 12 , 2 , 2        线性无关，排除(C). 

因为  1 2 2 3 3 12 , 2 , 2         

   1 2 3 1 2 3 4

1 0 2

, , 2 1 0 , , ,

0 2 1

C     

 
 

  
 
 

 其中 4

1 0 2

2 1 0

0 2 1

C

 
 

  
 
 

， 
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4

1 0 2

2 1 0

0 2 1

C  1 1

1 0 2
1 4

1 ( 2) 2 0 1 4 1
2 1

0 2 1




     行 行 （ ）  

1 1 2 4    （ ） 9 0.   

故 4C 是可逆矩阵，由可逆矩阵可以表示为若干个初等矩阵的乘积 , 4C 右乘

 1 2 3, ,   时，等于作若干次初等变换，初等变换不改变矩阵的秩，故有 

1 2 2 3 3 1 1 2 3( 2 , 2 , 2 ) ( , , ) 3r r              

所以， 1 2 2 3 3 12 , 2 , 2        线性无关，排除(D). 

综上知应选(A). 

 

(10)【答案】B 

【详解】  

方法 1：

2 1 1

1 2 1

1 1 2

E A



 





  



1 1

2 3 1 2 1

1 2



 

 





、列分别加到列  

1 1 1

1 2 1

1 1 2

  







提出

1 1 1

1 1 0 3 0

1 1 2

 



  



行（ ）+2行  

1 1 1

1 1 0 3 0

0 0 3

 



  



行（ ）+3行 1 1
3 0

1
0 3









 


（ ）  
2

3 0     

则 A的特征值为 3，3，0; B 是对角阵，对应元素即是的特征值，则 B 的特征值为

1，1，0. ,A B的特征值不相同，由相似矩阵的特征值相同知， A B与 不相似. 

由 ,A B的特征值可知， ,A B的正惯性指数都是 2，又秩都等于 2 可知负惯性指数

也相同，则由实对称矩阵合同的充要条件是有相同的正惯性指数和相同的负惯性指

数，知 A与 B 合同，应选(B). 

方法 2: 因为迹(A)=2+2+2=6，迹(B)=1+1=2 6，所以 A 与 B 不相似(不满足相似的必要条件).

又
2( 3)E A     ，

2( 1)E B     ，A 与 B 是同阶实对称矩阵，其秩

相等，且有相同的正惯性指数，故 A 与 B 合同. 

 

 

二、填空题 
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(11)【答案】
1

6
  

【详解】由洛必达法则， 

 
 

2
2

3 2 2 20 0 0

1
cos 1 1 cosarctan sin 0 1lim lim lim

0 3 3 1x x x

x x xx x x

x x x x  

     


 

 

2

2 220 0 0

1 1 cos 1 2
lim lim cos lim 1

33 1x x x

x x
x

x xx  

  
      

    

1

6
   

 

(12)【答案】1 2  

【详解】 
dy

dx


 

 2

1 sin

cos cos

tdy dt

dx dt
t t







cos

sin 2sin cos

t

t t t

 

 

把
4

t


 代入，

4

dy

dx t




1
,

1 2
 


 所以法线斜率为1 2 . 

 

(13)【答案】
1

( 1) 2 !

3

n n

n

n



 

【详解】  
11

2 3
2 3

y x
x


  


， 

     
1 1 1 11 1' ( 1) 2 3 2 ( 1) 1! 2 2 3y x x x
              ， 

   
3 2 12 2 2'' ( 1) ( 2) 2 2 3 ( 1) 2! 2 2 3 , ,y x x
  

             

由数学归纳法可知     
1( ) ( 1) 2 ! 2 3 ,

nn n ny n x
 

    

把 0x  代入得       
( )

1

( 1) 2 !
(0)

3

n n
n

n

n
y




  

 

(14)【答案】
3 2

1 2 2x x xC e C e e   

【详解】这是二阶常系数非齐次线性微分方程，且函数  f x 是   x

mP x e 型 (其中

  2, 2mP x    ).  

所给方程对应的齐次方程为 4 3 0y y y    ，它的特征方程为
2 4 3 0,r r    得特
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征根 1 21, 3,r r   对应齐次方程的通解 1 2 3

1 2 1 2

r x r x x xy C e C e C e C e     

由于这里 2  不是特征方程的根，所以应设该非齐次方程的一个特解为
* 2 ,xy Ae  

所以  * 22 xy Ae

 ，  * 24 xy Ae


 ，代入原方程：

2 2 2 24 4 2 3 2x x x xAe Ae Ae e    ， 

则 2A  ，所以
* 22 .xy e   故得原方程的通解为

3 2

1 2 2x x xy C e C e e   . 

(15)【答案】
' '

1 22( )
y x

f f
x y

   

【详解】 1 2 1 22

1
' ' ' '

xy

yz yx
f f f f

x x x x y

                    
    

， 

1 2 '

xy

yz x
f f

y y y

              
  

1 2 2

1
' '

x
f f

x y

 
    

 
 

所以    1 2 1 22 2

1 1
' ' ' '

z z y x
x y x f f y f f

x y x y x y

       
               

       
 

1 2 1 2' ' ' '
y x y x

f f f f
x y x y

 
         
 

' '

1 22( )
y x

f f
x y

    

 

(16) 【答案】1 

【详解】  

2

0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0

0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1

0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

A

    
    
     
    
    
    

 

3 2

0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1

0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

A A A

    
    
       
    
    
    

 

由阶梯矩阵的行秩等于列秩，其值等于阶梯形矩阵的非零行的行数，知  3 1.r A   

 

三、解答题. 

(17)【分析】本题要求函数详解式，已知条件当中关于函数有关的式子只有 
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( )
1

0 0

cos sin
( )

sin cos

f x x t t
f t dt t dt

t t

 


  ， 

这是一个带有积分符号的式子，如果想求出函数的详解式，首先要去掉积分符号，即求导. 

【详解】方程
( )

1

0 0

cos sin
( )

sin cos

f x x t t
f t dt t dt

t t

 


  两边对 x 求导， 得 

1 cos sin
[ ( )] ( )

sin cos

x x
f f x f x x

x x

 
 


，即

cos sin
( )

sin cos

x x
xf x x

x x


 


 

当 0x  时，对上式两边同时除以 x ，得
cos sin

( )
sin cos

x x
f x

x x


 


，所以 

cos sin (sin cos )
( )

sin cos sin cos

x x d x x
f x dx

x x x x

 
 

   ln sin cosx x C    

在已知等式中令 0x  ，得
(0)

1

0
( ) 0

f

f t dt  . 因 ( )f x 是[0, ]
4


上的单调可导函数，

1( )f t

的值域为[0, ]
4


，它是单调非负的，故必有 (0) 0f  ，从而两边对上式取 0x  极限 

0
lim ( ) (0) 0
x

f x f C


    

于是 ( ) ln sin cosf x x x  ，因为 [0, ]
4

x


 ，故 ( ) ln(sin cos ), [0, ]
4

f x x x x


   . 

 

(18)【详解】(I)   
0

x

aV a xa dx


  0ln

x

a
a

xd a
a


  
   

 
  

0
0

[ ]
ln ln

x x

a a
a a

xa a dx
a a
 


 

   
2

ln

a

a

 

  
 

 

(Ⅱ)   
2

[ ]
ln

a
V a

a

 

   
 

2 2

4

1
2 ln 2ln

ln

a a a a
a

a





3

2 ln 2

ln

a a a

a





 
3

ln 1
2

ln

a a

a


 
  

 
 

令   0V a  ，得 ln 1a  ，从而a e . 当1 a e  时，   0V a  ，  V a 单调减少；

当a e 时，   0V a  ，  V a 单调增加. 所以a e 时V 最小，最小体积为   2

minV a e  

 

(19)【详解】令 y p  ，则 y p  ，原方程化为
2( )p x p p   . 

两边同时除以 p p ，得
1x

p
p p
 


 

将
dp

p
dx

  带入上式，得
dx x

p
dp p

   

按一阶线性方程求导公式，得 
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1 1 1

ln( ) ( )
dp dp dp

p Cp p px e pe dp C e pe dp
 

  
    [ ] ( )p dp C p p C     

带入初始条件得 0C  ，于是 
2p x . 由 (1) 1y  知 p x ，即

dy
x

dx
  

解得

3

2
1

2

3
y x C  ，带入初始条件得 1

1

3
C  ，所以特解为

3

2
2 1

3 3
y x  . 

 

(20)【详解】在
1 1yy xe   中，令 0x  ，得 1y  ，即 (0) 1y   

1 1yy xe   两边对 x 求导，得
1( ) 1 0yy xe      1 1( ) 0y yy x e x e        

1 1 0y yy e xe y      ( ( )y y x 是 x 的函数，故
1ye 
是关于 x 的复合函数，在求导时要

用复合函数求导的法则) 

  12 0 (*)yy y e             (由
1 1yy xe   知，

1 1yxe y   ，把它代入) 

在(*)中令 0x  ，由 0, 1x y  ，得 0 1xy 
   

在(*)两边求导，得   2 12 0yy y y e y      . 令 0x  ，由 0, 1, 1x y y   得， 0 2xy 
   

因为 (ln sin )z f y x  ，令 ln sinu y x  ，根据复合函数的求导法则， 

dz dz u dz u dy

dx du x du y dx

 
    

 
   (**) 

在 ln sinu y x  中把 ,x y看成独立的变量，两边关于 x 求导，得 cosxu x    

在 ln sinu y x  中把 ,x y看成独立的变量，两边关于 y 求导，得
1

yu
y

   

把以上两式代入(**)中，
1

( ) ( cos ) ( )
dz

f u x f u y
dx y

         

即  (ln sin )( cos )
dz y

f y x x
dx y


     (***) 

把 0, 1, 1x y y   代入(***)，得
0

1
(ln1 sin 0)( cos0) 0

1x

dz
f

dx 

     

在(***)左右两端关于 x 求导， 

2

2
[ (ln sin )] ( cos ) (ln sin )( cos )

d z y y
f y x x f y x x

dx y y

 
          
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根据复合函数的求导法则
dz dz u dz u dy

dx du x du y dx

 
    

 
，有 

[ (ln sin )] (ln sin )( cos ) (ln sin )
y

f y x f y x x f y x
y


          (ln sin )( cos )

y
f y x x

y


    

2

2
( cos ) ( ) (cos ) sin
y y y y

x x x
y y y y

   
          

故  

2 2
2

2 2
(ln sin )( cos ) (ln sin ) sin

d z y y y
f y x x f y x x

dx y y y

   
         

 
 

把 0, 1, 1, 2x y y y     代入上式，得 

2 2
2

2 2

1 1 2
(ln1 sin 0)( cos0) (ln1 sin 0) sin 0 (0)(2 1) 1

1 1 1

d z
f f f

dx

 
             

 
 

 

(21)【详解】欲证明存在 ( , )a b  使得 ( ) ( )f g   ，可构造函数 ( ( ), ( )) 0f x g x  ，

从而使用介值定理、微分中值定理等证明之. 

令 ( ) ( ) ( )x f x g x   ，由题设 ( ), ( )f x g x 存在相等的最大值，设 1 ( , )x a b ， 2 ( , )x a b

使得 1 2
[ . ] [ . ]

( ) max ( ) ( ) max ( )
a b a b

f x f x g x g x   . 于是 1 1 1( ) ( ) ( ) 0x f x g x    ， 2 2 2( ) ( ) ( ) 0x f x g x     

若 1( ) 0x  ，则取 1 ( , )x a b   有 ( ) 0   . 

若 2( ) 0x  ，则取 2 ( , )x a b   有 ( ) 0   . 

若 1 2( ) 0, ( ) 0x x   ，则由连续函数介值定理知，存在 1 2( , )x x 使 ( ) 0   . 

不论以上哪种情况，总存在 ( , ),a b 使 ( ) 0   . 

再 ( ) ( ) ( ) 0, ( ) ( ) ( ) 0a f a g a b f b g b       ，将 ( )x 在区间[ , ],[ , ]a b  分别应

用罗尔定理，得存在 1 2( , ), ( , ),a b     使得 1 2( ) ( ) 0     ＝0, ；再由罗尔定理知，

存在 1 2( , )   ，使 ( ) 0   .即有 ( ) ( )f g   . 
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(22)【详解】记  1 ( , ) 1D x y x y   ，  2 ( , ) 1 2D x y x y    则 

1 2

( , ) ( , ) ( , )
D D D

f x y d f x y d f x y d     
1 2

2

2 2

1

D D

x d d
x y

  


   

再记  1 ( , ) 0 1, 0, 0x y x y x y       ，  2 ( , ) 1 2, 0, 0x y x y x y        

由于 1D 与 2D 都与 x 轴对称，也都与 y 轴对称，函数
2x 与

2 2

1

x y
都是 x 的偶函数，

也都是 y 的偶函数，所以由区域对称性和被积函数的奇偶性有 

1 1

1 1
2 2 2

0 0
4 4

x

D

x d x d dx x dy


 


    
1

2

0
4 (1 )x x dx 

1
2 3

0
4 ( )x x dx 

1

3
  

2 2

2 2 2 2

1 1
4 .

D

d d
x y x y

 
 

   

对第二个积分采用极坐标，令 cos , sinx r y r   , 0
2


  .则 1x y  化为 

1

cos sin
r

 



， 2x y  化为

2

cos sin
r

 



，于是， 

2

2 2

1

D

d
x y





2

2 cos sin
1

2 20
cos sin

1
4

( cos ) ( sin )
d rdr

r r



 

 


 








   

2

2 cos sin 2
1

0 0
cos sin

1
4 4

cos sin
d dr d

 

 

 

 
 





 
   2

0

1
4

2 cos( )
4

d










  

2

0
2 2 sec( )

4
d




  
2

0

2 2 ln sec( ) tan( )
4 4



 
 

 
    

 
 

2 2
2 2 ln ln 1 ln 1

2 2

 
    

 

2 2
2 2 ln

2 2





2 2 ln(3 2 2)   

所以    ( , )
D

f x y d
1 2

( , ) ( , )
D D

f x y d f x y d   
1

2 2 ln(3 2 2)
3

    

 

(23)【详解】 

方法 1：因为方程组(1)、(2)有公共解，将方程组联立得 
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1 2 3

1 2 3

2

1 2 3

1 2 3

0

2 0
(3)

4 0

2 1

x x x

x x ax

x x a x

x x x a

  


  


  
    

  

对联立方程组的增广矩阵作初等行变换 

2

1 1 1 0

1 2 0
( )

1 4 0

1 2 1

a
A b

a

a

 
 
 
 
  
 

2

1 1 1 0

0 1 1 0
1 1 2

1 4 0

1 2 1

a

a

a

 
 

   
 
 
 

行（ ） 行  

2

1 1 1 0

0 1 1 0
1 1 3

0 3 1 0

1 2 1

a

a

a

 
 

   
 
 
 

行（ ） 行
2

1 1 1 0

0 1 1 0
1 1 4

0 3 1 0

0 1 0 1

a

a

a

 
 

   
 
 

 

行（ ） 行  

2

1 1 1 0

0 0 1 1
1 2

0 3 1 0

0 1 0 1

a a

a

a

 
 

    
 
 

 

4行（ ） 行
2

1 1 1 0

0 0 1 1
3 3

0 0 1 3 3

0 1 0 1

a a

a a

a

 
 

    
  
 

 

4行（ ） 行  

2

1 1 1 0

0 1 0 1

0 0 1 1

0 0 1 3 3

a

a a

a a

 
 

 
  
 

  

换行

1 1 1 0

0 1 0 1
3 - -1 4

0 0 1 1

0 0 0 ( 1)( 2)

a
a

a a

a a

 
 

  
  
 

  

行（ ） 行  

由此知，要使此线性方程组有解，a 必须满足 ( 1)( 2) 0a a   ，即 1a  或 2a  . 

当 1a  时， ( ) 2r A  ，联立方程组 (3)的同解方程组为
1 2 3

2

0

0

x x x

x

  



，由

( ) 2r A  ，方程组有 3 2 1n r    个自由未知量. 选 1x 为自由未知量，取 1 1x  ，解

得两方程组的公共解为  1,0, 1
T

k  ，其中 k 是任意常数. 

当 2a  时, 联立方程组(3)的同解方程组为

1 2 3

2

3

0

0

1

x x x

x

x

  



  

，解得两方程的公共

解为  0,1, 1
T

 . 

方法 2：将方程组(1)的系数矩阵 A作初等行变换 
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2

1 1 1

1 2

1 4

A a

a

 
 

  
 
 

2

1 1 1

1 1 2 0 1 1

1 4

a

a

 
 

    
 
 

行（ ） 行  

2

1 1 1

1 1 3 0 1 1

0 3 1

a

a

 
 

   
 
  

行（ ） 行

1 1 1

3 3 0 1 1

0 0 ( 1)( 2)

a

a a

 
 

   
 
   

2行（ ） 行  

当 1a  时， ( ) 2r A  ，方程组(1)的同解方程组为
1 2 3

2

0

0

x x x

x

  



，由 ( ) 2r A  ，

方程组有 3 2 1n r    个自由未知量.选 1x 为自由未知量，取 1 1x  ，解得(1)的通解为

 1,0, 1
T

k  ，其中 k 是任意常数. 将通解  1,0, 1
T

k  代入方程(2)得 0 ( ) 0k k    ，对

任意的 k 成立，故当 1a  时，  1,0, 1
T

k  是(1)、(2)的公共解. 

当 2a  时， ( ) 2r A  ，方程组(1)的同解方程组为
1 2 3

2 3

0

0

x x x

x x

  


 
，由 ( ) 2r A  ，

方程组有 3 2 1n r    个自由未知量.选 2x 为自由未知量，取 2 1x  ，解得(1)的通解

为  0,1, 1
T

  ,其中  是任意常数. 将通解  0,1, 1
T

  代入方程(2)得 2 1   ，即

1  ，故当 2a  时，(1)和(2)的公共解为  0,1, 1
T

 . 

 

(24)【详解】 (I)由 1 1A  ，可得 
1 1

1 1 1 1( )k k kA A A A        ， k 是正整数,故 

            
5 3

1 1( 4 )B A A E    5 3

1 1 14A A E     1 1 1 14 2         

于是 1 是矩阵 B 的特征向量(对应的特征值为 1 2    ). 

    若 Ax x ， 则 ( ) ( ) , m mkA x k x A x x   因 此 对 任 意 多 项 式 ( )f x ，

( ) ( )f A x f x ，即 ( )f  是 ( )f A 的特征值. 

故 B 的特征值可以由 A的特征值以及 B 与 A的关系得到， A的特征值 1 1,  2 2,   

3 2,    则 B 有特征值 1 1 2 2 3 3( ) 2, ( ) 1, ( ) 1,f f f              所以 B 的全部特

征值为－2，1，1. 

    由 A是实对称矩阵及 B 与 A的关系可以知道，B 也是实对称矩阵，属于不同的特征值

的特征向量正交. 由前面证明知 1 是矩阵 B 的属于特征值 1 2    的特征向量，设 B 的属
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于 1 的特征向量为 1 2 3( , , )Tx x x ， 1 与 1 2 3( , , )Tx x x 正交，所以有方程如下： 

1 2 3 0x x x    

选 2 3,x x 为自由未知量，取 2 3 2 30, 1 1, 0x x x x   和 ，于是求得 B 的属于 1 的特征向量

为                  2 2 3( 1,0,1) , (1,1,0)T Tk     

故 B 的所有的特征向量为：对应于 1 2   的全体特征向量为 1 1k ，其中 1k 是非零任意常数，

对应于 2 3 1    的全体特征向量为 2 2 3 3k k  ，其中 2 3,k k 是不同时为零的任意常数. 

( ) 方法 1：令矩阵  1 2 3

1 1 1

, , 1 0 1

1 1 0

P   

 
 

  
 
  

，求逆矩阵
1P
. 

1 1 1 1 0 0

1 0 1 0 1 0

1 1 0 0 0 1

 
 

 
  

1 1 1 1 0 0

1 2 0 1 2 1 1 0

1 1 0 0 0 1

 
 

 
 
  

行 行  

1 1 1 1 0 0

1 3 0 1 2 1 1 0

0 2 1 1 0 1

 
 

 
 
   

行 行

1 1 1 1 0 0

3 0 1 2 1 1 0

0 0 3 1 2 1

 
 

  
 
  

行 2 行  

1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 0 0

3 3 0 1 2 1 1 0 0 1 0 1/ 3 1/ 3 2 / 3

0 0 1 1/ 3 2 / 3 1/ 3 0 0 1 1/ 3 2 / 3 1/ 3

    
   

     
   
      

行 3行 (-2)+2行  

1 1 0 2 / 3 2 / 3 1/ 3

0 1 0 1/ 3 1/ 3 2 / 3

0 0 1 1/ 3 2 / 3 1/ 3

   
 

   
 
  

3行 (-1)+1行  

1 0 0 1/ 3 1/ 3 1/ 3

0 1 0 1/ 3 1/ 3 2 / 3

0 0 1 1/ 3 2 / 3 1/ 3

 
 

   
 
  

2行 (-1)+1行  

1 0 0 1/ 3 1/ 3 1/ 3

0 1 0 1/ 3 1/ 3 2 / 3

0 0 1 1/ 3 2 / 3 1/ 3

 
 

 
 
  

2行 (-1)  

则    
1P

1/ 3 1/ 3 1/ 3 1 1 1
1

1/ 3 1/ 3 2 / 3 1 1 2
3

1/ 3 2 / 3 1/ 3 1 2 1

    
   

   
   
      
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由
1 ( 2,1,1)P BP diag   ，所以 

        
1

1 1 1 2 0 0 1 1 1
1

( 2,1,1) 1 0 1 0 1 0 1 1 2
3

1 1 0 0 0 1 1 2 1

B P diag P

       
     

      
     
          

 

1 1 1 2 2 2 0 3 3
1 1

1 0 1 1 1 2 3 0 3
3 3

1 1 0 1 2 1 3 3 0

        
     

   
     
          

0 1 1

1 0 1

1 1 0

 
 


 
  

 

方法 2：由 ( ) 知 1 与 2 3,  分别正交，但是 2 3 和 不正交，现将 2 3,  正交化： 

取    2 2 3 3 12 2

1 1 1 1
, (1,1,0) ( ,0, ) ( ,1, )

2 2 2 2
k           . 

其中， 3 2
12 2

2 2

( , ) 1 ( 1) 1 1
( 1,0,1) ( ,0, )

( , ) ( 1) ( 1) 1 1 2 2

Tk
 


 

 
      

    
 

再对 1, 2 3,  单位化： 

    31 2
1 2 3

1 2 3

1 1 2 1 1
(1, 1,1), ( 1,0,1) , ( ,1, )

2 23 2 3

 
  

  
          

其中， 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 3

1 1 3
1 ( 1) 1 3, ( 1) 1 2, ( ) 1 ( )

2 2 2
              

合并成正交矩阵， 

记            

1 1 2

3 2 2 3

1 2
0

3 3

1 1 2

3 2 2 3

Q

 
 
 
 
 
 
 
 
  

 

由
1 ( 2,1,1)Q BQ diag   ，有

1( 2,1,1)B Q diag Q    . 又由正交矩阵的性质：

1 TQ Q  ，得 
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1 1 2 1 1 1

3 2 2 3 3 3 3
2 0 0

1 2 1 1
( 2,1,1) 0 0 1 0 0

3 3 2 2
0 0 1

2 2 21 1 2

2 3 3 2 33 2 2 3

TB Q diag Q

   
   
    
     
        
        
   
    

 

1 1 2 2 2 2

3 2 2 3 3 3 3

1 2 1 1
0 0

3 3 2 2

2 2 21 1 2

2 3 3 2 33 2 2 3

    
   
   
    
   
   
   
   
    

0 1 1

1 0 1

1 1 0

 
 


 
  

. 

 




