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PROLOGO METODOS NUMERICOS Cap. N°0

PROLOGO

El cotidiano uso de las computadoras electrénicas digitales para resolver
nuestros problemas profesionales, hasta los mds elementales, como escribir una simple nota,
nos impone una modalidad de trabajo nueva y diferente; nueva, porque recién ahora
empezamos a acostumbrarnos 4 usarlas, a subordinar nuestras viejas metodologia a ellas y a
dedicar parte de nuestro tiempo a estudiar cosas relacionadas con ellas, aunque nos
dediquemos a otra espeeialidad totalmente diferente a la computacién. En una palabra, vamos
desarrollando una suerte de dependencia tan fuerte que, no solo abarca cuestiones meramente
formales, operativas, sino también, funcionales y logicas.

En este orden de cosas, los que probablemente han sufrido los mayores
cambios, son aquellos que la usan para resolver problemas con fuerte contenido matemdtico,
del tipo que fuere, dado que, en un principio la computadora fue pensada para resolver
operaciones aritméticas elementales y ejecutar instrucciones légicas. A partir de esto, puede
construirse una inmensa superestructura matematica, con solo saber de que manera podemos
descomponerlo todo, en términos de operaciones aritméticas elementales e instrucciones
I6gicas ejecutables.

En ocasiones, esta tarea no es nada sencilla; es necesario recurrir a muy

. complejos y sofisticados modelos matem4ticos que, paraddjicamente, solo estdn compuestos

de sumas, restas, multiplicaciones y divisiones. Algunas méds complejas, como p. ¢j., un seno
hiperbdlico o un arco tangente, pueden hacernos creer que las cosas no son asi, por lo
ampuloso de sus nombres, pero, en esencia, se trata de funciones preprogramadas que,
mediante el concurso de simples desarrollos en series de Taylor o funcién equivalente, estin
compuestas, en definitiva, por solamente las operaciones antes mencionadas.

Es asf que hoy, es muy dificil prescindir de los METODOS NUMERICOS,
objeto de estudio en nuestro trabajo, a Matematicos, Ingenieros, Fisicos, etc., pues, esta parte
de la matemdtica no hace mds que preocuparse de elaborar modelos apropiados, destinados al
procesamiento digital mediante computadoras electrénicas. Naturalmente, el estudio de los
METODOS NUMERICOS puede ser realizado considerando diferentes enfoques y nivéles,
como cualquier otra ciencia: nosotros hemos elegido como enfoque, el cldsico y como nivel, el
introductorio, dirigido a la aplicacién directa de los mismos; vale decir, los principales
beneficiarios del trabajo serdn los profesionales de las distintas ramas técnicas y de las ciencias
exactas que necesiten del procesamiento digital y los estudiantes, que por la especialidad de la
carrera que cursan, tingan una asignatura homoénima.
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Finalmente, pero, no por ello menos importante, ¢s mi deseo rendir un
sentido homenaje a quien escribi6, en nuestro pafs; el primer libro de la especialidad que llegé a
mis manos, me refiero al Dr. Manuel Sadosky, de cuya obra se ha preservado, en el presente
trabajo, Ia estructura del contenido tedrico y la correspondiente ejercitacion original de algunos
temas clasicos.

Esperando contribuir con la pequefia parte que me corresponde en el
desarrollo de nuestra region, agradezco a todos aquellos que han hecho posible la edicién del
presente trabajo. ‘

El Autor
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1.- INTRODUCCION

Fundamentos. La Resolucion de Problemas. Estudio y Formula-
cién del Problema. Desarrollo de un Modelo. Validacion y Optimizacién
del Modelo. Codificacién y Procesamiento. Un Ejemplo de Implementa-
cion. Procesos Algoritmicos. Clasificacién de los Algoritmos. Algoritmos
Directos. Algoritmos Indirectos. Algoritmos Infinitos. La Forma de Reso-
lucion de Problemas. Métodos Grdficos. Métodos de Enumeracion. Mé-
todos de Tanteos. Métodos de Discretizacién. Métodos de Simulacién.

| : : ’ Métodos Iterativos. Convergencia. El Problema General. Grado de Con-
! ' vergencia.

1.1.- FUNDAMENTOS

En la actualidad, las diversas ramas de la ciencia y la técnica, plantean complica-
dos problemas matematicos que, por su naturaleza compleja, no son ficiles de resolver utili-
zando los métodos tradicionales de la matemdtica pura; vale decir, la geometria, el dlgebra, el
andlisis matematico, etc., debido principalmente a alguna de las siguientes causas:

a) que la matemdtica pura no provea ningiin método analitico deductivo, ca-
paz de resolver el problema, o

b) que aiin existiendo un método analitico que resuelva el problema, sea de |
aplicacién tan compleja y/o extensa que resulte poco prdctico de ser utili- \
zado con ventajas apreciables, o bien .

} . ¢) que, por las caracteristicas propias del problema, sea absolutamente ne-

. cesario resolverlo mediante el concurso de computadoras electrénicas,

en todos los casos mencionados, es necesario valerse de métodos factibles de ser aplicados de

manera fructifera y con cierta facilidad los que, por légica consecuencia, se encuentran fuera
del campo de la matemdtica pura.
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Las circunstancias apuntadas en el pdrrafo anterior, dieron lugar a la aparicién de
una nueva rama de la matemdtica, denominada MATEMATICA APLICADA Ia que, en sus

ongenes estaba constituida exclusivamente por la materia que nos ocupa: es decir, los,

METODOS NUMERICOS. Mis recientemente se fueron incorporando otras disciplinas a la
matematica aplicada, tales como &l cdlculo de probablhdades, la estadistica, la investigacién
operativa, etc.

Cabe acotar que los resultados alcanzados en las soluciones obtenidas mediante
métodos analitico deductivos, propios de la matemdtica pura, son exactos; es decir, se pueden
formular, al menos teéricamente, con toda precisién, aunque €ésta, no pueda ser alcanzada en la
préctica. Esta precisién no es posible de obtener con los métodos numéricos, ni siquiera desde
su aspecto puramente formal; €s por esta razén que a los métodos numéricos se los designa
también, con el nombre de METODOS APROXIMADOS, para diferenciarlos de los prime-
ros; aunque en rigor de verdad, con ellos sea posible alcanzar, en la prictica, el grado de
aproximacion que se desee con tal de satisfacer ciertas condiciones que, en cada caso particu-
lar, serdn estudiadas.

No obstante que, los métodos numéricos han sido dtiles para resolver un gran
nidmero de problemas que de otra manera no hubiesen podido ser resueltos, al menos desde el
punto de vista prictico, el gran auge de esta disciplina se debe especificamente a 1o referido en
el tercer punto; vale decir, a la gran afinidad y compatibilidad que ellos tlenen de ser sometidos
al procesamiento mediante computadoras electrénicas digitales, las qué por su naturaleza solo
pueden efectuar operaciones aritméticas elementales y tomar decisiones l6gicas fundamentales,
elementos €stos, a los cuales se pueden reducir todos los métodos que durame el desarrollo del
presente curso serdn estudiados. :

1.2.- LA RESOLUCION DE PROBLEMAS

Segin se menciond en el punto anterior, esta materia estd relacionada, funda-
mentalmente, con la manera de resolver problemas mateméticos para los cuales no existen
métodos analiticos de solucién;.o bien que adn existiendo algunos de estos, el o los métodos
propuestos resulten poco précticos por su extension y/o complejidad y que, ademds, se preste
para ser procesado por medio de computadoras electronicas digitales. Aspectos todos estos,
respecto de los cuales nos dedicaremos con 1gua1 protundldad con el objeto de hacer de la
materia un todo funcional. ‘
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Para lograr este objetivo se expondrin ordenada y sistemdticamente, una serie de
métodos que serdn desarrollados a medida que avance el curso y que, ademds, sean aptos para
ser programados en vista de su posterior procesamiento mediante computadoras electrénicas
digitales.

En términos generales, es posible afirmar que la mayoria de los problemas que se
presentan en la practica, provengan del campo cientifico de donde provengan, se resuelven
recornendo correctamente cuatro etapas fundamentales, las que son enunciadas a continua-

cién:
1.- Estudio y Formulacion precisa del problema,
2.- Desarrollo de un modelo,

3.- Validacién del modelo y andlisis de Optimizacion, y
4.- Codificacion del modelo en algiin lenguaje de programacién y pro-

cesamiento del mismo.

En los préximos titulos serdn estudiados en forma muy somera, pero, tomando
cada uno de los puntos antes detallados en particular, el significado y sus contenidos b4sicos.

1.2.1.- ESTUDIO Y FORMULACION PRECISA DEL PROBLEMA

- Esta primera etapa de la resolucién de cualquier problema, tiene como objetivo
primordial lograr un conocimiento lo mds acabado posible del mismo; consiste en €l estudio del
fenémeno, las variables y pardmetros que intervienen en el mismo, las relaciones que los ligan y
las probables lineas de solucién existentes.

La etapa del Estudio y Formuldcion Precisa del Problema es una de las causas
mds comunes de dificultades en la préctica, ya sea porque no se conoce en profundidad la natu-
raleza funcional del problema; ya sea porque proviene de campos de actividad que, por lo.ge-
neral, resultan muy dificiles' de cuantificar, tales como los de la conducta humana, todas las
ramas del arte, las ciencias relacionadas con la jurisprudencia, etc. El conocimiento insuficiente
0 erréneo del fenémeno o problema en estudio, conlleva a uno de los cuatro tipos de errores
tipificados en la materia (como podrd estudiarse-en el capitulo correspondiente a las aproxi-
maciones numéricas), cual es el de ABSTRACCION, que constituye un error de tipo grosero.
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Dado que no existe una metodologfa de trabajo determinada, destinada a llevar
adelante la realizacién del estudio y formulacién de un problema, al menos dentro de los limites
establecidos para esta materia, no se dardn mayores detalles sobre este tema, en particular.

1.2.2.- DESARROLLO DE UN MODELO

El origen de todos los problemas es el mundo real; estos problemas nacen, fun-
damentalmiente, de los continuos esfuerzos que realizan los hombres por comprender, describir
y predecir los fenémenos del mundo real, ya sean estos, naturales o artificiales; vale decir, pro-
ducidos sin la intervencién de los hombres (fenémenos naturales), o con la previa planificacién
y la directa participacién de éstos (fendmenos artificiales).

Para formular analiticamente o racionalmente los problemas, la ciencia y la técni-
ca se valen de idealizaciones o abstracciones, mds o menos complejas de la realidad, a las cua-
les denomina MODELOS y que, pueden definirse m4s racionalmente de la siguiente manera:

" Se denomina mediante el vocablo MODELQ a una abstraccion
de algiin fenémeno real, que tiene la posibilidad de emplearse para satisfa-
cer objetivos de comprensién, prediccién y control de aquel, con cierto gra-
do de aproximacién previamente elegido. "

'Es posible realizar una amplia clasificacién de los modelos; sin embargo, a los
efectos de esta materia, existe un tipo particularmente importante de ellos, que incluye los de-
nominados MODELOS MATEMATICOS y que, son aquellos que expresan las relaciones
funcionales entre variables y pardmetros del problema mediante ecuaciones mateméticas y de-
cisiones légicas exclusivamente; son los clasificados de esta manera, aquellos modelos que
serdn utilizados para formalizar analiticamente la descripcidn de los fenémenos a tratar en el
presente curso. ' ‘

. Cabe acotar que un determinado problema no posee un solo y dnico modelo
matemdtico; sino que, por lo general, pueden ser muchos segtn el ndmero de pardmetros que
se hagan intervenir y el tipo de ecuaciones que se adopte para relacionarlos; todo esto, en con-
cordancia con el grado de precision que se desea alcanzar. As{ mismo se aclara, tal como se ha
dicho, que no existe un conjunto de reglas generales que permitan elaborar los modelos mate-
miticos de un problema real particular; sino que, en base a nuestros conocimientos previos y
por analogias, la experiencia indicard el camino que deberd seguirse para lograrlo.
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1.2.3.- VALIDACION Y OPTIMIZA CION DEL MODELO

Una vez que el problema ha sido formulado con toda precisién y reducido a un
conjunto de ecuaciones matemiticas cuantificables y relaciones 16gicas elementales; vale decir,
elaborado un modelo matemdtico en primera instancia y, a la luz del problema real que se trata
de resolver, debe ser analizado para comprobar si realmente aquel describe el fenémeno en
estudio, su grado de precisién, complejidad, etc.; todo lo cual, constituye la etapa de validacién
del modelo.

Esta etapa comprende también, la validacién de las Muestras Artificiales (series
de valores de las variables y parimetros del modelo, que son generadas directamente por la
computadora a medida que se van necesitando) las que serdn utilizadas en el posterior proce-
samiento del modelo; sean estas, tanto de variables discretas o continuas, como de variables
deterministas o aleatorias.

En segunda instancia, resulta conveniente someterlo a un severo examen desde
el punto de vista del procesamiento, a los fines de reducir el modelo matemdtico a una forma
més simple o breve mediante la aplicacion de reglas y procedimientos matemdticos y de pro-
gramacién que tiendan a su mejor y mds rdpido procesamiento; esta parte de la etapa es la de
optimizacién.

Dado que la manera de realizar esta etapa, tanto en lo que se refiere a la parte de
validacién como a la de optimizaci6n, no constituye un objetivo especifico de nuestra materia,
no se aportardn mayores detalles sobre el particular.

1.2.4.- CODIFICACION Y PROCESAMIENTO

Definido el problema, elaborado y optimizado un modelo matemitico, todavia se
estd lejos de la posibilidad de procesarlo mediante computadoras electrénicas digitales, con el
fin de obtener algtin resultado, pues, en general, la mayoria de los modelos matematicos no son
directamente procesables; y aunque lo fueran, se deberd completar una etapa previa que consis-
te en la programacion; es decir, en la codificacién del modelo matemdtico en algtin lenguaje de
computacién comprensible por el ordenador.

'
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1.3.- UN EJEMPLO DE IMPLEMENTA CION

Se conoce la relacién que describe la velocidad de un mévil en funcién del tiem-
po V() y se desea conocer la distancia d, en el instante #=t, . Planteado de esta manera el
problema, el modelo matemadtico teérico proporcionado por la mecdnica es:

=i,
(1.1) _ d,=d,+ [V(e)ds

=1,
donde # y dy son el tiempo inicial y la distancia en dicho instante, respectivamente.

Esta relativamente compleja operacion que pertenece al dominio del andlisis
matemdtico; mds precisamente al del cdlculo infinitesimal, no es en absoluto comprendida por
la computadora, la que solo sabe de las operaciones aritméticas elementales. No obstante el
problema tiene solucién.

Para quienes estdn familiarizados con la expresién (1.1), el segundo término del
segundo miembro representa el valor de la superficie comprendida entre la curva V=V{(#): el
eje de las abscisas y las ordenadas extremas t=ty , t=t,. Suponiendo que para €l instante =0,
es d, =0; entonces la expresion (1.1) representa la parte interior de la figura 1.1.

A

Vv

V(z)

t{) tn t

- Figura 1.1 -
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Para poder resolver el problema en las condiciones descriptas en los pdrrafos
anteriores, resulta necesario algtin tipo de aproximacién a la expresién (1.1), que pueda resul-
tar comprensible por la computadora, obtenido mediante un modelo matemdtico basado en
algiin método numérico. Tebricamente, es posible realizarlo de muchas maneras diferentes: se
verd una forma muy simple.

Se trata de realizar la aproximacién a la integral de la figura 1.1 mediante la su-
ma de las dreas de los trapecios obtenidos por medio de la subdivisién de la superficie dada y
considerando el contorno superior como una poligonal [que reemplaza a la curva V=Wt), co-
mo se muestra en la figura 1.2.

Llamando # al tiempo en el instante i; V; la velocidad en dicho instante y 4 al
ancho constante de las distintas franjas; o, lo que-es lo mismo, a la altura de los trapecios for-

mados, resulta:

h=t)-t;=tz-ty=..=fp;-1t,

V
V(o) ]
dy
V] VZ ‘/n-I ‘Vn
h h h R
to=0 l; 12 In-1 I t
- Figura 1.2 -
Dadas las condiciones estudiadas, la distancia requerida d , , puede calcularse
mediante: '
VotV ViV, Vi TV,
(1.2) d, =d, + 2 h+ 3 ht+-+ > h
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férmula con la cual, dadas sus caracteristicas matemdticas (solo intervienen operaciones arit-
méticas elementales), resulta factible de ser procesada mediante el uso de computadoras.

Respecto de la precision de la expresién (1.2) cabe sefialar que permite alcanzar
la aproximaci6n deseada, cualquiera sea ésta, con tal de tomar la altura & de los trapecios sufi-
cientemente pequefia.

Tomando en consideracién la expresi6n (1.2), anteriormente estudiada, es posi-
ble lograr su optimizacién analitica, mediante el uso del operador sumatoria, resultando:

V4V,
(13) d,=d, +2—“—12——Lh

i=1

que, si bien, esta dltima expresion se presta muy bien para ser procesada mediante computado-
ras electrénicas, no resulta comprensible por ellas dado que, estas poseen un lenguaje de co-
municacién codificado de manera especial; por lo tanto, es absclutamente necesario realizar
otro paso adicional, previo al proceso de cdlculo, el cual consiste en la codificacién de la f6r-
mula (1.3) en algtin lenguaje de programacién cuyo nicleo esencial, en lenguaje C++ es:

a(o) = 0;

v{0) = 0;

{
for (i =1 ; i <=n ; i++){
d(i) = d(i-1) + (V(i-1) - V(1)) * h / 2;
}

}

d(n) = d(n) + 4(0);

Finalmente, resta la parte correspondiente al procesamiento del programa obte-
nido, para completar esta etapa y consecuentemente lograr los objetivos propuestos en el
planteo del problema.

L2 24 66 *o ¢
Como puede apreciarse a través del ejemplo presentado, entre un planteo reali~
zado mediante un modelo matemadtico analitico puro, y el procesamiento del mismo existe un

largo trecho que habrd que recorrer necesariamente, para lograr obtener los resultados espera-
dos.
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1.4.- PROCESOS ALGORITMICOS

La palabra ALGORITMO, deriva del nombre con que se conocidé a un famoso
matemdtico 4rabe del siglo IX, lamado AL-KHUWARIZMI, el que, estando interesado en re-
solver ciertos problemas de cardcter aritmético y geométrico, y desconociéndose, por aquel
entonces, la formulacién analitica de las actuales expresiones matemdticas (notacién de varia-
bles y pardmetros, igualdades, ecuaciones, etc.), describié varios métodos para hacerlo de ma-
nera mas 0 menos sistem4tica. i

Estos métodos fueron presentados bajo la forma de listados de instrucciones
especificas (al igual que hoy conocemos las denominadas recetas). Un derivado de su nombre
es utilizado en la actualidad para referirse a la metodologia que encierran dichos listados de
cdleulo o procesamiento sistematico. Demds estd decir que, hoy los algoritmos no estdn com-
puestos de instrucciones literales, sino que, se trata de la codificacién analitica de las matem4-
ticas, que todos conocemos.

Un algoritmo es pues, en forma intuitiva, una receta, un conjunto de instruccio-
nes o de especificaciones sobre un determinado proceso para realizar algo que, generalmente,
es la manera de llegar a la solucién de algiin problema matemidtico. En este orden de cosas, la
expresion PROCESO ALGORITMICO es entonces redundante, no obstante seré utilizada
con frecuencia en virtud de lo tradicional de su uso.

Visto el tema desde el punto de vista analitico, y a la luz de los conocimientos
actuales, es posible definir el término algoritmo en forma mds racional y estricta:

Definicién: “ Para que una lista o conjunto de especificaciones o de instrucciones,
pueda ser realmente considerado como un algoritmo matemdtico, debe po-
seer ciertas propiedades absolutas, las cuales serdn expuestas a continua-
cion: ' ’

1.- estar compuesto por un conjunto de instrucciones o especificaciones
matemdticamente cuantificables o l6gicamente ejecutables,

2.- las instrucciones deben estar dadas en un cierto orden estricto, tal que
' permita resolver el problema en estudio,
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3.- las decisiones légicas y las operaciones aritméticas especificadas en
cada instruccién deben estar libres de toda ambigiiedad, y

4.- poseer un final cierto.

Veamos el significado y contenido de los puntos anteriores, para poder com-
prender su real alcance.

La primera condicién enunciada, establece que para que un cierto conjunto de
especificaciones conforme realmente un algoritmo debe resultar que, todas y cada una de las
instrucciones que intervienen en €l sean matemdticamente cuantificables o légicamente codifi-
cables; vale decir que, considerando a las primeras como operadores, deben dar como resulta-
do de su aplicacién y evaluacién, un nimero decimal, y las segundas, estar univocamente de-
terminadas para definir una alternativa, opcién o camino; lo cual es equivalente a decir que,
deben prestarse a ser procesadas por medio de una computadora electrénica digital. En su
momento se estudiard en forma detallada de cuales instrucciones se trata y la forma en que
cada una de ellas opera.

Con respecto a la segunda condicién se hace referencia simplemente al orden
16gico y estricto que deben guardar los distintos pasos o sentencias de un desarrollo matemati-
co para llegar, al fin, al resultado deseado. Cabe consignar que, eventualmente, este orden no
es tnico, dado que, algunas operaciones son permutables sin afectar en absoluto el valor ver-
dadero del resultado final.

Es necesario destacar que, muchas de las operaciones permutables de la aritmé-
tica tradicional (sumas, restas, etc.), no son tales cuando los elementos intervinientes no son
ndmeros exactos, sino aproximados (reales, con limitado ndmero de digitos significativos), si
es que se quiere obtener la madxima precision; dicho de otro modo, la causa de esto es que la
aritmética se desarrolla bajo una hipédtesis de precision infinita, cosa que en la prictica de la
matematica aplicada no ocurre, dado que, se opera con nimeros aproximados, tal como serd
estudiado con mayor profundidad en los capitulos. referentes a las APROXIMACIONES
NUMERICAS y ERRORES EN LAS OPERACIONES ARITMETICAS.

En cuanto a la tercer condicién enunciada, la misma hace referencia al hecho que
si se estd trabajando dentro de cierto contexto, cada instruccién o especificacion del algoritmo
debe poseer uno, y solamente un significado, perfectamente definido y estrictamente determi-
nado.

[
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Un ejemplo ilustrativo muy comtin consiste en el caso en el cual se debe tomar el
resultado de la extraccién de una raiz cuadrada, en el curso de cierto proceso de cdlculo, con
fines diversos, el texto de la especificacién no puede ser simplemente: tomar la raiz de Xx, sin
especificar, en cada caso, el signo que corresponda.

Otro caso tipico se presenta cuando se estd frente a la necesidad de calcular el
rea de un tridngulo conociendo dos lados y un dngulo no comprendido por ellos, llamado
justamente Caso Ambiguo.

En relacién con la cuarta condicién expuesta, se puede afirmar que ciertos al-
goritmos tienen longitud infinita o extremadamente larga, como serd estudiado en el siguiente
punto, en cuyo caso, el tiempo y la carga de procesamiento pueden llegar a ser muy grandes,
tanto de no poder procesarse. En estos casos, se deberd agregar al algoritmo la o las instruc-
ciones que permitan detenerlo, haciendo uso de algin criterio determinado, basado general-
mente, en la precisién que se espera alcanzar. Se dird. entonces, que el algoritmo finaliza su
procesamiento por causa de una PARADA PROGRAMADA.

1.5.- CLASIFICACION DE LOS ALGORITMOS
Dada la importancia que reviste el tema en la matematica aplicada en general, y
para los métodos numéricos en particular, seguidamente se hard una clasificacién de los algo-

ritmos, desde el punto de vista del procesamiento a la vez que, se introducirdn algunos concep-
tos importantes. ‘

1.5.1.- ALGORITMOS DIRECTOS

Este tipo de algoritmos son sumamente simples. Veamos la signiente:

- Definicién: " Intuitivamente, se entenderd por ALGORITMO DIRECTO, aquellos

cuyo resultado final se alcanza después de la ejecucion. de un niimero fijo y
determinado de pasos conocidos y bien definidos."

Con el objeto de fijar conceptos referidos a los algoritmos directos, se expone el
siguiente:



{
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Ejemplo N° 1.1.- Un caso simple de algoritmo directo se encuentra cuando se tiene que resol-
ver la ecuacién de primer grado:

ax+b=0

Solucién: Se sabe que en este caso la solucién se alcanza cuando se calcula la raiz (real y dni-
ca) mediante:

lo cual se consigue en dos pasos: primero, se realiza el cociente de b sobre a; segundo, se
cambia el signo del resultado obtenido en el primer paso.

Asi pues, algoritmo directo es aquel que consta de un nimero conocido de pasos
elementales. Esto implica que la definici6n de algoritmo directo depende de lo que se entienda
por paso elemental.

En este orden de ideas, se denominard PASO ELEMENTAL al constituido por
alguna de las primeras y més simples de las operaciones aritméticas, que son: adicidn, sus-
traccién, multiplicacién y division; juntamente con las de comparacién: mayor, igual y menor.

Es sabido que otras operaciones, tales como potenciacién, radicacién, etc. 0
trascendentes, como trigonométricas, logaritmicas, exponenciales, etc. pueden calcularse me-
diante pasos elementales haciendo uso de algoritmos especiales, generalmente basados en de-
sarrollos en serie de TAYLOR y que, las de comparacidn, juntamente con las anteriores perte-
necen al grupo de las FUNCIONES PREPROGRAMADAS. A los efectos del c6mputo, en
ocasiones cabe hacer otro tipo de clasificacién de los algoritmos; por todo ello, la que se estd
realizando debe tomarse como puramente enunciativa y formal.

1.5.2.- ALGORITMOS INDIRECTOS

Existe una categoria de algoritmos mds compleja que la estudiada en el punto
anterior; sea la siguiente:
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Definicién: “ Se denominan ALGORITMOS INDIRECTOS todos aquellos cuyo re-
sultado final se alcanza luego de haber procesado un niimero de pasos ele-

"

mentales, desconocido de antemano,.

La caracteristica fundamental de estos algoritmos consiste en que, varias partes
de €l pueden ser repetidas un cierto nimero desconocido de veces. Es razonable preguntarse si
estos algoritmos pueden levar a la solucién de un problema; la respuesta es afirmativa, como
se verd durante el desarrollo del curso. ’

Es obvio que, utilizando ambos tipos de algoritmos; vale decir, no limitdndose en
la cualidad de ellos, se estd en mejores condiciones para resolver problemas que, si solo se uti-
lizan los algoritmos directos. Es m4s, la experiencia demuestra que, generalmente, los algorit-
mos indirectos son mucho més eficaces y fructiferos que los directos, aunque no se sepa a
priori la cantidad de pasos que deberdn ser realizados para alcanzar el resultado.

1.5.3.- ALGORITMOS INFINITOS

Aunque el uso de los algoritmos indirectos aumenta la potencia y la eficiencia de
la capacidad para resolver problemas matemdticos, todavia existe una gran distancia real entre -
estos problemas y las soluciones numéricas primitivas que son necesarias realizar para resolver-
los. Con el objeto de superar esta distancia es conveniente idealizar el concepto de algoritmo
dejando de lado el requisito de que éste deba poseer un fin cierto; con esta premisa veamos la
siguiente: .

Definicién: ““ Reciben el nombre de ALGORITMOS INFINITOS todos aquellos cu-
yo resultado final, no es alcanzado jamds, por larga que sea la extension de
su procesamiento; vale decir que, tedricamente, resultaria necesario reali-

"

zar infinitos pasos elementales para lograr el resultado esperado.

Considerando los algoritmos infinitos, anteriormente definidos, parece razonable
pensar que se encontrardn soluciones cada vez mds precisas si se computa indefinidamente.
Este concepto implica un gran cambio, puesto que no estd limitado a considerar métodos que
poseen un final garantizado. ' ‘

Existe un problema que surge del uso de los algoritmos que no se detienen por si
mismos. Dado que no paran jam4s, tampoco llegan nunca a una respuesta de algin tipo, exacta
0 no.
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En consecuencia, para que un algoritmo infinito sea itil, debe producir ciertas
APROXIMA CIONES INTERMEDIAS de la respuesta del problema en estudio. Se espera
también, que aquellas aproximaciones intermedias sean cada vez mas precisas a medida que el
procesamiento del algoritmo avanza.

La consideracién de la infinitud en forma precisa puede resultar muy compleja,
especialmente cuando el problema consiste en precisar el significado exacto de lo que se quiere
decir con: "las estimaciones son cada vez mds aproximadas al valor verdadero de la solucidn
a medida que el procesamiento del algoritmo continiia”.

Para poder hablar de estimaciones cada vez mejores, €s necesario tener una me-
dida de la discrepancia o error de cualquier estimacion en particular; ademds, se debe tener una
idea de la velocidad con que se vuelven buenas las estimaciones. De no ser asf, no existe base
alguna para decidir si una estimaci6n, en particular, es buena o no. Intuitivamente, es posible
asegurar que, para que un algoritmo resulte dtil, deberd tener las propiedades expuestas.

Las caracteristicas mencionadas en el parrafo anterior, serdn estudiadas en gene-
ral, bajo los titulos d¢ CONVERGENCIA y GRADO DE CONVERGENCIA, respectiva-
mente, y en particular, durante la exposicién de cada uno de los métodos que se desarrollen en
el transcurso de la materia.

1.6.- LA FORMA DE RESOLUCION DE LOS PROBLEMAS

Se ha estudiado que uno de los pasos que necesariamente se debe dar para re-
solver un problema matemdtico consiste en el desarrollo de un modelo matemético. que no es
otra cosa que la idealizacién, mas o menos abstracta, de la realidad involucrada en el problema
en cuestion.

Se ha hecho mencién, ademds, que el modelo matemdatico que resuelve un pro-
blemna determinado no es @nico, sino que, cabe la posibilidad de elaborar varios modelos dife-
rentes, ya sea por simples consideraciones respecto de sus pardmetros, ya sea por la actitud
adoptada al desarrollar el mismo. Por ejemplo, las expresiones 1.1 y 1.3 son dos modelos ma-
temdticos diferentes del mismo problema de movimientos (diferente actitud adoptada en su
elaboracién), en los cuales no se ha hecho ningin tipo de consideracitn respecto del rozamien-
to (no fueron realizadas diferentes consideraciones respecto de los pardmetros que se hacen
intervenir en el modelo).
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Del ejemplo anterior, consecuentemente con lo antes estudiado, se desprende
claramente la multiplicidad de modelos matemdticos que son posibles elaborar, referidos al
mismo problema.

Analizando més profundamente la forma en que pueden ser resueltos los pro-
blemas matemdticos, surgen, ademds de los factores cualitativos y cuantitativos que brindan la
posibilidad de la elaboracién de multiples modelos para un solo problema, uno puramente for-
mal; vale decir que, en forma independiente de las consideraciones que puedan hacerse sobre
los pardmetros y de la actitud adoptada frente al problema en estudio, existe una tercera que
consiste en definir en que campo de las matemadticas se situard su expresién-formal; se concluye
entonces que, existe la posibilidad de clasificar a los modelos matemdticos de muy diferentes
maneras, segin los tipos. En el presente trabajo se realizard de la manera representada en el
cuadro de la figura 1.3.

/ Los provistos por
Exactos

i la matemética pura
Modelos Matemadticos e Nomogramas (dbacos)
/ Grificos ¢

1

. Dibujos en escala

Aproximados < ,
Y Enumeracién
| Tanteos
N Numéricos < Discretizacion
\

Simulacién
Iteracién

- Figura 1.3 -

Sobre los diferentes significados que existen entre los denominados modelos
exactos, por un lado y los llamados modelos aproximados, por el otro, ya se han dado referen-
cias més que suficientes, las que permitirdn diferenciarlos perfectamente; por lo cual, se hard
hincapié en la clasificacién de los modelos aproximados, los cuales serdn prioritariamenté utili-
zados en la formalizacidn analitica de la materia. Es necesario aclarar también que, existen
métodos que por su originalidad no son factibles de encasillar totalmente, dentro de ninguno de
los puntos de la clasificacién realizada.
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1.6.1.- METODOS GRAFICOS

Mediante esta denominacién se designaran todos aquellos métodos que, valién-
dose de dibujos realizados con precisién y en cierta escala, permiten obtener los resultados
deseados. Las aludidas escalas, pueden ser decimales, logaritmicas o mixtas segin convenga,
de acuerdo a la expresién que se desea representar; por ejemplo, la curva:

y=cx

viene representada por una recta en un gréifico logaritmico. La operacién que se ha descripto,
que permite transformar una curva en una recta mediante un oportuno cambio de escalas, reci-
be la denominacién de ANAMORFOSIS.

Los métodos grificos son muy utilizados en ingenierfa toda vez que sea necesa-
rio obtener ripidamente la solucién del problema en cuestién y no sea preciso alcanzar resulta-
dos con elevado grado de precisi6én o, cuando las condiciones de trabajo no permiten utilizar
otros métodos o equipamienio mds sofisticado; principalmente, en problemas que involucran
ecuaciones algebraicas, trascendentes, integraciones, interpolaciones, etc.

Entre los métodos graficos que se pueden encontrar, existen algunos que se limi-
tan al uso de escalas exclusivamente; éstos constituyen una parte de la matemdtica aplicada
denominada NOMOGRAFIA, y los grificos por ella elaborados reciben el nombre de
ABACOS 0o NOMOGRAMAS.

Los métodos graficos, por las caracteristicas de esta materia, no serdn objeto de
estudio en el presente curso.

1.6.2.- METODOS DE ENUMERA CION

Bajo esta denominacién se clasifican todos aquellos métodos destinados a resol-
ver problemas de tipo combinatorio con un relativamente bajo mimero de alternativas o solu-
ciones posibles, estudiando en forma sistemética y exhaustiva todas y cada una-de ellas. En
algunos métodos incluidos en esta categoria, con el fin de reducir el ndmero de soluciones po-
sibles, se estudia con elevado rendimiento, un subconjunto particularmente importante de las
mismas. El subconjunto asi obtenido recibe el nombre de CRITICO.
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Un ejemplo tipico de método clasificado como de enumeracidn, es el método de
PROGRAMACION POR CAMINO CRITICO (o0 PERT, con sus multiples variaciones),
cuya metodologia de trabajo consiste en descomponer toda la potencial complejidad de una
voluminosa operacion, en una cantidad determinada de tareas elementales o simples y con ellas
formar, articuladamente, una RED o ARBOL orientado.

De esta RED o ARBOL que, en definitiva, es analizado y estudiado en su totali-
dad, se identifica un subconjunto particularmente importante de Tareas, las cuales reciben el
nombre de CRITICAS.

\

1.6.3.- METODO DE TANTEOS -

La posibilidad cierta de contar con importantes sistemas de cémputo electrénico
digital (incluyendo las hoy potentes computadoras personales), permite realizar una gran canti-
dad de ensayos, en tiempos relativamente breves, con costos razonablemente bajos, y por ende,
encarar la solucién de problemas por medio de tanteos programados y sistemdticos que, de
otra manera demandarfan un gran esfuerzo de célculo, lo que impediria su aplicacién, sobre
todo cuando ésta se realiza manualmente. Esta manera de resolver problemas, que hoy consti-
tuye toda una metodologia, es conocida desde la antigiiedad sin haber alcanzado gran acepta-
cién hasta el advenimiento de las computadoras.

Los métodos de tanteos se prestan particularmente para resolver
algunos tipos de ecuaciones algebraicas, trascendentes y diferenciales, tanto ordinarias como
en derivadas parciales; barrido de superficies de resultados, en simulacién, etc.

Durante el desarrollo de la materia se estudiardn algunos métodos de resolucién
basados en este tipo de modelos.

1.6.4.- METODOS DE DISCRETIZACION

Estos métodos consisten, bdsicamente, en el reemplazo de los valores de las va-
riables continuas de distintas expresiones del dlgebra y del andlisis matemdtico por valores dis-
cretos; o bien, la sustitucidén de funciones, representadas por curvas, mediante poligonales
compuestas de un niimero finito de segmentos, mayor o menor, segin la precisién que se desea
alcanzar en el procesamiento, para la obtenci6n de la solucién.
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En términos generales, es posible afirmar que, cuanto m4s cerca se encuentran,
uno del otro los valores discretos que se toman de la variable, mayor serd la precisién alcanza-
da en el resultado final; dicho de otro modo, cuantos mis lados posea la poligonal que sustitu-
ye ala funcién continua, mds precisa serd la solucién aproximada obtenida.

Un ejemplo tipico de modelo clasificado como de Discretizacion es el de calcu-
lar integrales mediante trapecios inscriptos, tal como se ha expuesto en el ejemplo del punto
1.3, correspondiente al estudio de problemas de velocidad, presentado al principio de este

mismo capitulo.

También pertenecen a esta categoria, todos los métodos que utilizan diferencias

finitas, elementos finitos, etc.

Los procedimientos de Discretizacién, estdn destinados a resolver problemas
combinatorios con infinitas soluciones posibles. o un gran nimero de ellas, u otros reducibles a
estos. ’ '

1.6.5.- METODOS DE SIMULACION

Se denomina de esta manera, todo procedimiento artificial y abstracto que hace
aparecer como real aquello que no lo es, no limitdndose a producir vagas analogfas tedricas de
algtn fenémeno real, sino, por el contrario, a reproducir un conjunto de caracteristicas precisas
que son propias del estado real, con el objeto de imitar dicho estado en todos, o casi todos sus
aSpectos.

Debido a que, invariablemente, estos sistemas utilizan ntimeros generados alea-
toriamente, con el objeto de obtener valores con qué simular las variables del modelo, también
se designa la simulacién con el nombre de METODOS DE MONTECARLO, haciendo una
clara referencia al casino de aquella ciudad europea, que alberga decenas de mesas destinadas
al juego de la ruleta las que, originalmente, eran destinadas a producir los nimeros aleatorios,
citados al principio de este parrafo, para ejecutar la simulacién.

En la actualidad se han desarrollado métodos simples y sistemdticos para produ-
cir los nidmeros aleatorios mediante computadoras electrénicas digitales, los cuales, en rigor de
verdad no son estrictamente aleatorios; por lo cual, toda serie de nimeros generados de esta
manera es clasificada como de SEUDOALEATORIA.

Guido J. PACE Cap. N° 1
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El método de simulacién para la resolucién de problemas, juntamente con el de
enumeracin cobran especial importancia en un importante campo de la matemdtica aplicadzi,
denominado INVESTIGACION OPERATIVA: no serdn, por lo tanto, objeto de estudio en
el presente curso. ’

1.6.6.- METODOS ITERATIVOS

Se denomina PROCESO ITERAII\VO a todo método mediante el cual, a par-
tir de un valor inicial arbitrario y un proceso uniforme determinado, se obtiene una sucesién
infinita de aproximaciones que tienden, al menos tedricamente, al valor de la solucién deseada.
Es vdlido, pues, para este tipo de modelos, todo lo dicho para algoritmos infinitos en lo que se
refiere a la convergencia y su velocidad.

Los procesos iterativos requieren para su implementacién realizar las etapas des-
criptas a continuacién:

1.- Definir la solucion mediante una funcion dada por un algoritmo apli-
cable a una solucion aproximada,

2.- Aplicar el algoritmo a una solucion inicial razonablemente aproximada,
o arbitraria,

3.- Utilizar el resultado obtenido luego de la aplicacion de lo establecido en
el paso anterior, para aplicar nuevamente el algoritmo en forma siste-
mdtica, y

4.- Dar por finalizado el procedimiento cuando, de la diferencia de los re-
sultados obtenidos para la solucién, en dos pasos sucesivos, no se obtie-
ne una cifra superior en valor absoluto. a una magnitud positiva, pre-
viamente elegida.

La primera etapa consiste en la elaboracién de un algoritmo due, en términos
generales, siendo x la variable del problema, puede ser expresado mediante una ecuacién del

tipo:

(14 ' x = fix)
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En la segunda etapa, se adopta una solucién inicial x=x,, que pudo haber sido
elegida de manera completamente arbitraria o bien, proveniente de alguna consideracién o es-
timaci6n relacionada con el fenémeno o variable en cuestién (fisica, econdmica, geométrica,
etc.), segtn el problema en estudio. En este ltimo caso, es posible mejorar el algoritmo y
acortar los tiempos de procesamiento.

Para ejecutar la tercera etapa se aplica la ecuacién (1.4) haciendo x=xo, con lo
cual se obtiene un nuevo valor mejorado de la solucién, que serd designado con x;. Iterando el
procedimiento indicado se obtiene una sucesién de aproximaciones:

(1.5) X =% = fxp) > xz =flr) = oo = Xawr = fl)

donde cada iteracién del procesamiento del modelo se denomina PASO y el resultado obtenido
en cada paso APROXIMACION. Si se tratara del k-ésimo paso de la iteracién serd la
APROXIMACION DE ORDEN K.

La cuarta etapa estd constituida por una parada artificial o programada que, te6-
ricamente, se puede realizar luego de llegar a una aproximacion tan cercana de la solucién ver-
dadera como se desee. Este punto serd tratado con mayor profundidad y detalle en el tema
correspondiente a las APROXIMACIONES NUMERICAS vy, como no es posible predecir
de antemano o, a priori la cantidad de pasos o aproximaciones que serdn necesarias realizar,
aplicando sisteméticamente la formulacién dada por la expresién (1.5) para llegar a la solucién
deseada, se volverd a hacer referencia al mismo, en cada método estudiado, si resultase opor-

tuno.

Los procedimientos asi descriptos son particularmente importantes por cuanto
un gran nidmero de los métodos numéricos estudiados a lo largo del curso son procesos iterati-
vOs.

Dada la gran importancia que reviste el tema y, para comprender mejor la natura-
leza de los procesos iterativos se expone el siguiente: '

Ejemplo 1.2.- Sea el problema que consiste en tener que calcular la raiz cuadrada de un nime-
ro racional N.

Solucién: Para resolver el presente problema, podria ser utilizada la muy conocida férmula de
iteracion:
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1 N

(1.6) X1 —_-_(X" +_~)
2 X,

en la cual, para N=2, y dando inicio al procesamiento utilizando como valor de la solucién
inicial x, =1, se obtiene la sucesidn:

1 2
X, =5(1+—)=l,5

1
L L5 2 =1,41666,
Xy = 2 h + 15 =1,
L 1,41666 +—2 141421
X, == =1
2 1,41666... 5686

y asf sucesivamente.

En su momento se verd que la expresién (1.6) se obtiene mediante la aplicacién
de un método iterativo especifico de resolucién numérica de ecuaciones, denominado método
de NEWTON-RAPHSON.

A ©0® voe

Llegado a este punto, cabe hacer una aclaracién fundamental, desde el punto de
vista de la codificacién o programacién de un algoritmo iterativo en algin lenguaje de progra-
macién. En relacién con ello, se ha clasificado a los algoritmos iterativos en un solo grupo;
vale decir, sin realizar ningin tipo de distinciones, siendo que, en la realidad existen diferencias

- que las justifican.

En este orden de cosas, es necesario diferenciar los Procedimientos Iterativos
Estrictos, de aquellos denominados PROCEDIMIENTOS RECURSIVOS.

En matemdtica se da el nombre de Recursion a la técnica de definir una funcién
en términos de si misma. El ejemplo mds comiin y a la vez mds sencillo que se conoce de una
funcién definida en forma recursiva es el Factorial de un ndmero, el cual para argumentos en-
teros positivos resulta: '

nl=n@m-1! ; n>0




INTRODUCCION - Guido J. PACE Cap. N°1

siendo 0! = 1. Asi, el factorial de #n es definido en términos de (n-1)!, el cual, a su vez, es
definido en términos de (n-2)!, ... hasta llegar a factorial de 0, que se define explicitamente con
el valor uno.

Como puede apreciarse, desde el punto de vista de los modelos matemdticos, no
existen diferencias fundamentales entre los algoritmos estrictamente iterativos y los recursivos,
pero, el problema se presenta en el momento de la codificacién en algiin lenguaje de progra-
macién, dado que, existen lenguajes que permiten la programacién de estos algoritmos recursi-
vos MEDIANTE EL USO ANIDADO DE FUNCIONES DEFINIDAS POR EL USUARIO,
mientras que, otros lenguajes no la permiten. ‘

1.7.- CONVERGENCIA

Se ha estudiado que, tanto en los procesos algoritmicos, en general, como en los
especificamente iterativos, para que resulten dtiles, deben brindar, en cada paso, aproximacio-
nes cada vez mejores; en cuyo caso, si los sucesivos pasos producen aproximaciones que se
acercan cada vez m4s a la solucién verdadera, se dice que el proceso algoritmico o iterativo es
CONVERGENTE; en caso contrario, se denomina DIVERGENTE. Esta definicién basica-
mente intuitiva que se ha dado, puede ser formalizada m4s racionalmente, tal como se verd.

1.7.1.- EL PROBLEMA GENERAL .

Para poder hablar de estimaciones cada vez mejores, es necesario disponer de
algiin pardmetro, como un evaluador de la medida de la discrepancia o error de cualquier
aproximacién en particular. Suponiendo que la respuesta correcta de un determinado problema

es v, y que, X;; Xz ...; X son las aproximaciones sucesivas obtenidas, respectivamente, en el

primero, segundo, ... k-ésimo pasos.

Es posible entonces, considerar las diferencias sucesivas entre el valor verdadero
de la solucién y las distintas aproximaciones obtenidas, dadas por la expresion:

|xk—vl

como una medida de cudn cerca se encuentra x; de v.
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Es natural, segin lo estudiado, que un proceso algoritmico o iterativo llegue a
una primera aproximacion, y luego a otra, y asi sucesivamente. De esta manera, resulta 16gico
considerar que estos procesos generan una serie de estimaciones mds y mds precisas a medida
que avanzan; pero, se pretende atin mas que lo descripto, de ellos; se pretende que las aproxi-
maciones lleguen tan cerca de la verdadera soluci6n, como se quiera.

Recordando la definicién de limite esmdiada\en el Andlisis Matemadtico y consi-
derando que E representa la aproximacion que se desea alcanzar, entonces:

Definicién: " Si dado un niimero E positivo y arbitrario, por pequefio que sea, es
posible encontrar un niimero 8=8(E) tal que, para todo k>8, resulta que:

|x, -v|<E

entonces se dice que la sucesion x;; x3;...; X, tiende al limite v cuando el
valor de k —» o

Tomando como base la definicién dada de limite de una sucesién, se estd ahora
en condiciones de dar la correspondiente, més racional y estricta, del tema en estudio, y es la
siguiente:

Definicion: " Los procesos algoritmicos o iterativos que generan sucesiones de nii-
meros, como resultado de aproximaciones sucesivas que cumplen con la
definicion de limite dada, se denominan CONVERGENTES. "

Para cada uno de los métodos numéricos que se expongan, en particular, durante
el desarrollo de la materia, serd necesario estudiar y demostrar su cenvergencia si ésta no se
encuentra, de algin modo, asegurada.

1.7.2.- GRADO DE CONYERGENCIA -

En el punto anterior se ha tratado el tema de la convergencia, en el cual se preci-
sO que para que un proceso algoritmico o iterativo pudiera ser apto para resolver un problema
determinado deberfa ser convergente; es decir, los valores obtenidos como soluciones inter-
medias, tiendan al valor real; en caso contrario, se puede asegurar que no resolveria el proble-
ma en cuestion. '

(9%
w
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Sin embargo, se espera més adn que la condicién expresada en el punto anterior,
la que deberia considerarse solo como una Condicién Necesaria; vale decir, para que un pro-
ceso algoritmico o iterativo sea verdaderamente 1til, es menester que se acerque al verdadero
valor de la solucién mediante las aproximaciones sucesivas, pero, ademds, que lo haga con
cierto grado de rapidez. '

Segtin lo dicho, es necesario saber algo mds sobre la convergencia, y es la rapi-
dez o velocidad con que el algoritmo o proceso iterativo converge a la solucién. En cada caso
particular es posible medir la rapidez con que un proceso converge; esta rapidez o velocidad
recibe el nombre de GRADO DE CONVERGENCIA.

Con el fin de ilustrar sobre los efectos del grado de convergencia de un algorit-
mo, veamos el siguiente:

Ejemplo 1.3.- Sea tener que calcular el valor de la constante absoluta PI con n cifras decima-
les exactas. ‘ :

Solucion: Para ello, es posible utilizar la expresién de PI dada por la serie:

(17 | —4(1 LSE N )
' RT3 T

deducida a partir de un desarrollo en serie de TAYLOR, la que puede expresarse en forma de
sumatoria: :

e
(1.8) ‘ 1\:—4§2k+1

Sin embargo, para obtener seis digitos correctos de PI, es necesario iterar al rededor de 40.000
términos de la serie. Esto, obviamente, resulta poco prictico y diffcil, incluso con computado-

ras electrénicas. Si fueran necesarios, por caso, 12 digitos correctos, se requerirfan unos

15.000.000 de términos de la serie. '

A A4 06 ¢4

Como puede apreciarse, este algoritmo, si bien es convergente, resulta inttil a
todas luces para obtener el valor de PI, debiéndose elaborar otros métodos al efecto. Cabe
mencionar que existe un sinndmero de métodos destinados a calcular el valor de PI.
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Para cada uno de los métodos numéricos que se estudien, atn cuando su con-
vergencia se halle asegurada, serd necesario precisar sus condiciones respecto al grado o velo-
cidad de convergencia, con el fin de estimar su posible utilidad y practicidad, o no, frente a
cada problegma en particular. .

Es imposible desde todo punto de vista dar reglas generales solffc el nimero de
términos que se deben tomar o de las iteraciones que deberdn realizarse durante el procesa-
miento, segdn se trate de un'algoritmo o de un proceso iterativo, respectivamente, para que

pueda ser considerado como itil y prictico. Serd necesario estudiar cada caso en particular.

soe @0e o090
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2 .- APROXIMACIONES NUMERICAS

Introduccién. Niimeros Exactos y Aproximados. Clasificacién de
los Errores. Errores por ABSTRACCION. Errores por INHERENCIA.
Errores por TRUNCAMIENTO. Errores por REDONDEQO. Tipos de Re-
dondeo. Redondeo Inferior, Simétrico y Aleatorio. El EPSILON de la
computadora. Error Total y Propagacién de los Errores.

2.1.- INTRODUCCION

Pricticamente, todos los ndmeros utilizados en los distintos algoritmos que
serdn desarrollados durante el presente curso son niimeros reales o complejos, desde un punto
de vista matemético estricto; vale decir, son concebidos como fracciones decimales infinitas o
mediante cortaduras de Dedekind. Para los fines computacionales tales ndmeros no son direc-
tamente utilizables, en razén de la infinita cantidad de digitos decimales que poseen, debiéndo-
se por tanto, aproximarse mediante otra forma de ndmeros de un tipo muy particular, conoci-
dos como FRACCIONES TERMINALES FINITAS, los que tienen un ndmero finito de
cifras decimales.

El proceso de reemplazar un ndmero real por un nimero racional; m4s preci-
samente por una fraccién terminal finita, m4s las otras causas estudiadas en el capitulo anterior
(diferencia entre el sistema real y su modelo matemdtico; imposibilidad de procesamiento infini-
to, etc.), produce ciertas diferencias computacionales entre los resultados verdaderos, obteni-
dos del sistema estudiado y aquellos derivados del cdlculo, mediante la aph(,aclon de algiin
método numérico sobre un modelo matem4tico determinado.

Estas diferencias, inevitables desde todo punto de vista en toda aplicacién
numeérica y que, reciben el nombre genérico de ERRORES, una vez producidas, se propagan a
todo lo largo de la parte restante del cdlculo, durante cuyo proceso su influencia sobre el error
es generalmente amplificada; aunque, bajo ciertas condiciones o por el cambio del modelo o
algoritmo, f)uede ser atenuada e, incluso disminuida. El estudio de todo lo referente a este te-
ma serd realizado en el presente capitulo.
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2.2.- NUMEROS EXACTOS Y APROXIMADOS

, La clasificacién que serd realizada en el presente capitulo, y al solo efecto del
célculo numérico o aproximado, es propia de la materia y difiere de la que se acostumbra ha-
cer, tanto en la Matemdtica con fines generales, como en la Fisica, para describir los que se
producen en las mediciones.

Para establecer cierto paralelo, es necesario recordar la manera en que se
clasifican los ntmeros en las ciencias citadas. La primer gran divisién es la que se realiza en
CONSTANTES y VARIABLES; recibiendo el nombre de constantes, todos aquellos néme-
ros que no modifican su valor a través del desarrollo de algin célculo o procesamiento; mien-
tras que, por el contrario, se llaman variables todos aquellos nimeros que no cumplen con la

condici6én expresada. . \
UTAS

Las constantes, a su vez, son clasificadas en CONSTANTES ABSOL

y RELATIVAS. Siendo las absolutas, aquellas que poseen un valor determinado e invariable,
sean cuales fueran las condiciones del problema en cuestion; tales como los ntimeros PI; 20
la constante e. Las constantes relativas, por el contrario, son aquellas que tienen la posibilidad
de cambiar de valor en diferentes problemas o aplicaciones; dependiendo esto, de sus condi-
ciones particulares. Son ejemplos de constantes relativas, la aceleracién de la gravedad g, la
presi6n atmosférica (que dependen de la altitud y de ciertas condiciones de la atmdsfera donde
se desarrolla la accién del problema), etc.

Respecto de la clasificacion de las variables, no se aportardn mayores detalles
dado la gran amplitud y variedad con se que realiza su subdivisi6n, tanto en la Matemética
como en la Fisica, las cuales no representan antecedentes importantes, a los efectos de los
Métodos Numéricos.

Desde el punto de vista de los Métodos Numéricos, se mantendrd la subdivi-
sion en constantes o variables, segiin el caso, de la misma manera y con el mismo criterio ex-
presado en los pdrrafos anteriores, pero, haciendo la aclaracién que esta clasificacién no es

fundamental, pues, todos los valores tratados son NUMEROS (expresados en forma numérica

o literal), los que deben ser considerados y tratados por igual, con una clasificacién muy espe-
cial, la cual serd expuesta a continuacion.

2.2.1.- NUMEROS EXACTOS
Todos aquellos ndmeros que, al ser utilizados como parimetros o variables

de algin modelo matemdtico, no sufrep ninguna modiﬁcagi()n por causas OPERATIVAS a tra-
vés del procesamiento del mismo, reciben el nombre de NUMEROS EXACTOS.
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Caen dentro de esta categoria, los enteros o decimales que pueden ser expre-
sados con un méximo de 2 bytes o 16 bits (enteros cortos), 4 bytes o 32 bits (enteros largos y
reales de simple precisién); o bien, los que pueden ser expresados con un maximo de 8 bytes o
64 bits (reales de doble precision). .

- Dado que un entero-es un ndmero que no posee parte decimal, el rango de
variacién de los enteros cortos estd. comprendido en el intervalo (- 32.768 < x < 32.767), debi-
do a que se almacenan como niimeros de 16 bits (-2'; 2" - 1).

De la misma manera, se puede concluir que los enteros largos, debido a que
se almacenan como nimeros de 32 bits o 4 bytes, estdn comprendidos en el intervalo dado por
(- 2.147.483.648 < x < 2.147.483.647); vale decir, comprendidos en (-2*' ; 2** -1). Son ejem-
plos de ndmeros exactos:3; 27.846.763; 1/,:324.675.825 E - 8: 0,47587321: etc. }

2.2.2.- NUMEROS APROXIMADOS

La manera de manejar los ndmeros, tanto enteros como reales, 1o mismo en
simple como en doble precisién cuando se encuentran fuera de los intervalos definidos en los
pérrafos anteriores, no resulta tan simple y deberemos remitirnos al manejo particular que, so-
bre este tema realiza cada compilador o lenguaje de programacién en combinacién con el mi-
croprocesador (CPU) utilizado. De todos modos, el avance de la tecnologia y la velocidad de
los cambios que se registran en la ciencia informética, puede descalificar todo lo dicho aquf en
unos pocos afios; no obstante, existen invariantes los que serdn estudiados a continuacién. Ver
el EPSILON DE LA COMPUTADORA, mis adelante, en este mismo capitulo.

o Es necesario hacer notar que, entre las causas operativas mencionadas al
principio, no se encuentran, precisamente, las variaciones propias que podrian sufrir los ndme-
ros a causa de su funcionalidad (variables), sino las que inevitablemente produce el hardware
en aquellos casos en que le resulta imposible soportar al nimero en su totalidad. P. ej. cuando
el resultado de una operacidn arroja un ndmero que necesita mas de 64 bits para ser almacena-
do, tales como /5 157% . 1.453!; etc.; o bien, cuando deben ser almacenados nimeros tales
como T, e, y otros similares. En ambos casos se trata de nimeros que poseen infinitas cifras
decimales, 0 al menos, son muy grandes.

En los casos mencionados en el parrafo anterior , es la mdquina quien, intrin-
secamente, comete el Error. Se estudiard a continuacién en qué consiste, cémo se genera y la
manera de minimizarlo. - ’ e

/

La causa fundamental de errores en una computadora es atribuible a la dife-
rencia que inevitablemente existe entre un ndmero a representar y su real representacién en la
computadora, si aquel tuviera infinitos digitos o cifras decimales, o al menos una cantidad muy
grande, dado que, las posibilidades de soporte que brinda el hardware son siempre limitadas.
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Es necesario comprender que la mayor parte de los nimeros que se utilizan
en una computadora no son exactos, y que, ademds, la representacion que puede hacerse de
ellos no es continua. P. &j., en la PC IBM original (CPU Intel 8088), el niimero positivo mds
pequefio que podia ser representado es 2,9...E-39 (2,9... . 10 "). Hoy en una i486 DX II es
1,08...E-324; donde los puntos suspensivos indican entre 8 y 19 digitos, segtn el compilador y
la precisién (simple o doble) utilizada. Por lo tanto, es absolutamente imposible representar
ndameros entre 0 (cero) y 2,9...E-39, en la PC original o, 1,08...E-324, en 1a 1486 DX II.

Para lograr un mayor entendimiento y fijar mejor los conceptos vertidos,
veamos el siguiente:

Ejemplo: 2.1.- Considerar la expresién general que permite determinar la longitud / de una
circunferencia, en funcién del radio R de la misma:

2.1) I=27nR

Solucién: En este ejemplo es posible observar que, el segundo miembro estd formado por el
producto de tres nimeros cuyas caracteristicas, a los efectos de las aproximaciones
numéricas, son diferentes.

Por una parte, se encuentra el 2 que, al ser utilizado en el producto no sufre
ningidn tipo de modificacién por causas operativas; esta clase de nimeros reciben el nombre de
NUMEROS EXACTOS, como se ha dicho. Por otra parte, estd el ndmero PI que, si bien es
cierto se trata de una constante absoluta, para la matemdtica pura, desde el punto de vista es-
trictamente computacional, no opera como un nimero exacto, dado que contiene infinitas ci-
fras decimales, pudiendo en la préctica hacerse uso, tan solo de una cantidad muy limitada de
ellas.

Finalmente, se encuentra R que, por provenir del resultado de una medicién
no puede ser exacta, sino que, solo se puede expresar con una cierta aproximacién que depen-
de del grado de precisién del instrumento de medicién utilizado en su estimacién y de la habili-
dad del operador, entre otros factores; estos tipos de nimeros, al igual que PI, se denominan
NUMEROS APROXIMADOS.

see L 2 1) voe

Se debe notar que, a la luz de las aproximaciones numéricas, la clasificacién
de nimeros realizada en los parrafos anteriores, en exactos y aproximados, se solapa o super-
pone completamente con la clasificacién ortodoxa realizada por la matemética pura, en cons-
tantes y variables, dado que, y a titulo de simple ejemplo, deberdn ser distinguidos los ndmeros
1/4=0.25 de '/5=0,333..., donde, el primero es un nimero exacto; mientras que, el segundo
es un nimero aproximado. Ambos nimeros, para la matemdtica pura, son clasificados como
constantes absolutas.
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Es el momento de realizar una observacién de suma importancia. Si fuera
necesario aplicar la expresién (2.1) y habiendo realizado la medicién del radio con un instru-
mento que permite apreciar solo hasta el orden de los centimetros, el que, por caso, resulté ser
R =3.27 m. Aplicando la expresién (2.1) y tomando el valor de PI con distintas cantidades de
cifras decimales, se obtiene, de esta manera, el valor de la longitud de la circunferencia en dis-
tintas magnitudes, tal como sigue:

1=2x327x3 - =19,62
1=2%x3,27x3,1 =20,274
[=2x327x%3.14 =20.5356 = 20.54
1=2x327x3,142 =120,548 68
1=2x%3,27x3,1416 =20,546 064

1=2x327x3,14159  =20,545998 6.

Se puede apreciar que la aplicacién de la férmula permite obtener como me-
dida de la longitud de la circunferencia un ndmero decimal con tantas cifras como se deseen,
con tal de tomar el valor de PI con la cantidad de cifras decimales suficientes. Es posible
comprobar, sin embargo, la imposibilidad de obtener la longitud buscada con mayor aproxi-
macién que el centimetro, pues, como serd estudiado més adelante, todas las cifras posteriores
a la segunda, no revisten ninguna exactitud.

Otro tanto ocurre cuando se toma el valor de P/ con menor precisién que la
de R, a partir del cual se obtienen resultados con menor aproximacién que el centimetro. Se
llega a la conclusién, entonces, que el mejor resultado es el obtenido cuando las aproximacio-
nes de los elementos que intervienen en una expresién son homogéneas; vale decir, son las
mismas (renglén subrayado del ejemplo), cosa que en la practica, por lo general, no sucede con
frecuencia.

_ Esto, que se acaba de presentar en forma totalmente intuitiva, serd formali-
zado analiticamente a lo largo del presente capitulo.

2.3.- CLASIFICACION DE LOS ERRORES ‘

Previamente de la clasificacion prometida se intentar4 una definicién intuitiva
del vocablo ERROR, la que serd ampliada y profundizada m4s adelante. En este orden de co-
sas veamos la siguiente definicién:

Definicién: “ Se denomina con el término genérico de ERROR, a la diferencia que

existe entre el valor verdadero de una magnitud determinada y otro valor
aproximado de ella.
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Vale decir, en el caso de tener que cuantificar una magnitud cualquiera X,y
llamando X, al verdadero valor de la magnitud en cuestién, y.X, a su correspondiente valor
aproximado, resulta la expresion analitica de la estimacién del error E, segin la definicién
dada:

(2.2) E=X-X

El origen de la diferencia dada por la expresién (2.2) puede ser debida a dis-
tintas razones, las que serdn estudiadas a continuacidn.

En el capitulo anterior se ha dicho que los métodos tratados en el presente
curso eran aproximados y que muy raramente los resultados obtenidos a partir de un método
numérico coinciden con los valores exactos. Esta diferencia, denominada error, es una combi-
nacién de muchas causas, como se expone en el cuadro 2.1, tratando de dejar en claro también,
sus efectos a medida que se progresa en el desarrollo de un algoritmo o proceso iterativo.

Los errores considerados en este capitulo no deben ser confundidos con los
denominados ERRORES GROSEROS en las mediciones fisicas, los cuales representan una
equivocacion en el algoritmo, modelo o diagrama de flujo que es utilizado para obtener la so-
luci6n del problema y que, pueden ser superados solamente medlante la correccidn debida, de
aquellos.

Usualmente y en condiciones normales, los errores son una consecuencia del
método empleado y del equipamiento utilizado para resolver cierto problema y son, general-

mente, inevitables desde todo punto de vista, pero, observando ciertas reglas precisas pueden

ser minimizados. ;

' Diferencia entre el fenémeno real y el
| modelo matemdtico (ABSTRACCION)
Aproximacion Matemdtica
forzada a la realidad fisica. |
| Inexactitud proveniente de la apreciacion
\de los pardmetros (INHERENCIA)

Causas
de Error
(M Modificacion de la solucién respecto de su
| formulacién (TRUNCAMIENTO)
Imposibilidad de realizar el ) '
cdlculo en forma exacta. §
Falta de exactitud en las operaciones
\aritméticas elementales (REDONDEO)
- Cuadro 2.1 -
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Se ha estudiado en el capitulo anterior que la resolucién de un problema pa-
sa, inevitablemente, por una serie de etapas, tales como modelizacidn, optimizacién, procesa-
miento, etc. Todas ellas colaboran, en mayor o menor medida, para que la solucién calculada o
aproximada se aleje de la real; este inevitable acontecimiento serd estudiado a continuacién.

2.3.1.- ERRORES POR ABSTRACCION

El primer paso que deberd darse para resolver un problema, luego del estudio
y formulaci6n precisa del mismo, es la etapa de desarrollo de un modelo matemdtico. Esta eta-
pa consiste en describir las condiciones del problema en estudio, mediante una simplificacién o
abstraccién de la realidad que hace posible, en términos. materiales, su posterior tratamiento.

La diferencia entre el fenémeno real o verdadero (sistema), y su descripcién
analitica simplificada (modelo) es la primera y principal causa de error. A estos errores se los
designa como ERRORES POR ABSTRACCION y son, salvo en casos muy simples o trivia-
les, en los cuales se trabaja directamente con el sistema o fendmeno real, inevitables desde todo
punto de vista. '

Es importante notar que, los errores por abstraccién son introducidos por
una sola y dnica vez, al principio del procesamiento.

2.3.2.- ERRORES POR INHERENCIA

Se ha hecho, en puntos anteriores, una diferenciacién de los factores que
intervienen en la expresién (2.1), viendo que ciertas constantes tales como PI que, si bien se
trataba de constantes absolutas no podian ser utilizadas como tales, debido a que solo es posi-
ble hacer uso de una cantidad limitada de cifras decimales. Por otra parte, se ha visto también,
la imposibilidad de determinar la longitad del radio R con toda exactitud, debido a las impre-
cisiones de los aparatos utilizados en las mediciones y al grado de pericia de quien realiza la
medicién. Las causas apuntadas obligan a operar siempre con niimeros aproximados; es decir,
obligan a operar con cierto error, que existe y es inevitable, por pequefio que este sea.

Si los valores que componen la expresion (2.1) fueran datos de entrada en el
procesamiento de algin modelo, desde el comienzo es mtroduudo un error insalvable en el
algoritmo que resuelve el problema en cuestién.

Asi, las diferencias existentes entre los datos de entrada o pardmetros del
algoritmo respecto de sus verdaderos valores, reciben el nombre de ERRORES
INHERENTES. Generalmente son valores desconocidos, pero, siempre puede determinarse
un valor méximo estimativo de estos errores, denominado COTA DE ERROR y que serd
utilizado para obtener una cuantificacién médxima del error total que puede afectar al resultado.

47



APROXIMACIONES NUMERICAS Guido J. PACE Cap. N°2

Llegado a este punto, es oportuno hacer notar que los errores de las medi-
ciones, coménmente clasificados como sisteméticos y aleatorios, para la disciplina de los méto-
dos numéricos son errores inherentes; vale decir, estdn englobados en el error que se comete al
apreciar los valores de las variables o pardmetros que dardn inicio a un determinado proceso,
provengan de donde provengan.

En definitiva, como es ficil deducir, salvo en aquellos casos de problemas
muy simples y que no requieran de valores complejos los errores inherentes son inevitables
desde todo punto de vista y se introducen por tnica vez al principio del procesamiento del mo-
delo matematico.

2.3.3.- ERRORES POR TRUNCAMIENTO

Segunidamente serd estudiada una tercer fuente de errores que, al contrario de
las ya detalladas, no se introduce al iniciar el procesamiento, sino que, se produce a lo largo del
mismo. Para aclarar conceptos veamos el siguiente:

Ejemplo 2.2.- Sea el problema de tener que calcular el valor del nimero ¢, mediante su co-
" rrespondiente desarrollo en serie de TAYLOR.

Solucién: Se sabe que, mediante la férmula de TAYLOR es posible desarrollar en serie el nd-
mero ¢, siendo:

k-1

_1)1

2

N -
2.3) —1+x+7+ 2

Dado que, a los fines computacionales, resulta completamente imposible
utilizar los infinitos términos que incluye de la expresi6n (2.3), al realizar el cdlculo mediante
los n primeros términos del desarrollo dado, en realidad el valor que se calcula es una cierta
y(x), donde:

2 3. xn—l

(2.4) y(x)=1+x+x—+f—+ o=
«2 3 (n=1)!

Como puede apreciarse, aunque desde el punto de vista estrictamente teSrico
es posible calcular ¢* en forma exacta, la realidad impone otros términos completamente dife-
rentes.

o [ X 1] 090

48

s

METODOS NUMERICOS Guido J. PACE Cap. N°2

La diferencia obtenida ¢* - y(x) causada por despreciar en el desarrollo en
serie de TAYLOR con infinitos términos, que expresa exactamente el valor de &”, todos aque-
Hos términos desde el orden n+1 en adelante, recibe el nombre de ERROR POR
TRUNCAMIENTO.

Dado que, el uso de todos los términos contenidos en un algoritmo infinito
presupone el requerimiento de una cantidad infinita de tiempo de procesamiento es, desde todo
punto de vista, imposible de llevarse a cabo, siendo por tanto, el error por truncamiento tam-
bién inevitable.

El ejemplo que acaba de darse, referido a la determinacion del valor de e
mediante el desarrollo en serie de TAYLOR, es un caso tipico de algoritmo infinito en el cual la
variable es el orden del término que est4 calculando.

Cabe destacar que los procesos iterativos, estudiados en el capitulo anterior,
también dan origen a errores por truncamiento debido a la inevitable necesidad de detener el
proceso en algin momento, despreciando de esta manera, un nimero muy grande, sino infinito,
de iteraciones que darian lugar, al menos tedricamente, a un resultado exacto.

A pesar de lo inevitable de su aparicion, cabe la posibilidad de que el error
por truncamiento sea reducido cuanto se quiera, con solo hacer intervenir mds términos del
algoritmo infinito o, lo que es lo mismo, iterar un mayor ndmero de veces, si se trata de un
proceso iterativo, para obtener el valor del resultado con mayor precision.

Frecuentemente, la magnitud del error por truncamiento depende del tamafio
que se establezca para el incremento, el que serd denotado indistintamente por h & Ax, los
cuales son utilizados en muchos algoritmos infinitos y procesos iterativos. En estos casos, este
hecho induce, naturalmente, a expresar los errores por truncamiento en funcién de los incre-
mentos descriptos. M4s precisamente, para funciones de una sola variable independiente, es
usual escribir:

(2.5) Ez(h") o E=0(h")

para expresar una cota del error (maximo error) cometido al estimar un 0 resultado particular.
Las expresiones (2.5), que se leen: el error mdximo cometido (o cota del
error) es del orden de N,y significa que el valor de E nunca serd mayor que el valor absolu-

to de A"

Si, por ejernblo, el error por truncamiento en un proceso determinado es del
orden de #’, y si el calculo es realizado dos veces, la primera con h=k, y la segunda con h=k/2,

el error por truncamiento de la primera corrida resulta: E < ¥’; mientras que, en la segunda
corrida serd: E < k%/8. Sintetizando, el error por truncamiento de la segunda corrida sers, en .

general, menor que una octava parte del error cometido en la primera corrida.
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Se utilizard también, la notacién o(h" ), que admite como lectura: de orden
superior a #’, tal como se hace con los infinitésimos en el andlisis matemadtico, para designar
cotas de errores, 51empre que resulte apropiado. g

2.3.4.- ERRORES POR REDONDEO

Una cuarta fuente de error proviene del modo en que los niimeros son trata-
dos, tanto durante el cdlculo manual como internamente por la computadora, segin sea apli-
cable. En el primer caso, los cédlculos se realizan con niimeros racionales, expresados en nota-
cién decimal; en el segundo, las computadoras generalmente se valen de la forma de notacién
cientifica.

En ambos casos, son soportados un nimero determinado de cifras significa-
tivas que depende exclusivamente de la decisién del calculista, o bien, de las posibilidades de
soporte de los circuitos de la miquina empleada, respectivamente.

El error producido por la limitacién de los niimeros a una cierta cantidad de
digitos significativos recibe el nombre d¢ ERROR POR REDONDEO. Es obvio que la
magnitud del error por redondeo depende particularmente de la decisién del calculista o de la
computadora utilizada, segiin el caso, y solo puede ser minimizado mediante el uso de una ma-
yor cantidad de digitos decimales en los cdlculos. Con el objeto de aclarar ideas, veamos el
siguiente: ‘

Ejemplo 2.3.- Supéngase tener que utilizar una computadora cuyo soporte admite un maximo
de cuatro digitos, con el cual se desea realizar el producto de los ndmeros 7,379 por
9,138 ; los que se suponen exactos; vale decir, libres de errores inherentes. Determinar
el error por redondeo.

Solucién: 'El producto de los nimeros dados es de 67,4293302 el que tiene nueve digiios
significativos y por lo tanto no pueden ser almacenados por la computadora en cues-
tién. En este caso, la mdquina deberd redondear el resultado tomando los primeros
cuatro digitos: 67,42; o, en el mejor de los casos, en la forma tradicional de redondeo:
67,43 ; segin lo permita su propio sistema operativo.

voe [ Y X} s
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2.3.5.- TIPOS DE REDONDEO

En el ejemplo presentado en el punto anterior, se ha hecho mencién a dos
formas diferentes de redondeo, la primera, donde se tomaban‘las cuatro primeras cifras direc-
ramente, y la segunda, en la cual se operaba sobre el cuarto digito. En rigor de verdad, existen
varias maneras de realizar el redondeo. Seguidamente se expondran las principales y se calcula-
rdn cotas de error para ellas.

2.3.5.1.- Redondeo Inferior

0/ La manera més simple de realizar el redondeo, en el caso de que los digitos
tenidos en cierto ndmero superen la capacidad de almacenamiento de la computadora, es

/icgnorarlos totalmente. Este tipo de redondeo donde “se deja caer las cifras” recibe el nombre

de REDONDEO INFERIOR vy es cada vez mds utilizado debido a la automaticidad de su
realizacién. No requiere ningiin tipo de programacion en el sistema operativo, no utilizando, en
consecuencia, tiempo alguno de procesamiento; se puede decir, que es de aplicacién automati-
ca.

Otra raz6n que inclina a los disefiadores de sistemas operativos a decidir su
utilizacién, es el constante y sistemdtico abaratamiento del costo de los elementos que consti-
tuyen, tanto la memoria de masa como los cache de las unidades centrales de proceso, lo que
hace mds productivo y rendidor eludir los incrementos de tiempo, debido al exceso de proce-
samiento que deberfa realizarse después de cada operacién para realizar el redondeo, a costa
de un relativamente pequefio incremento del precio de la unidad, por el aumento de la capaci-
dad de soporte de la computadora.

En este caso, es posible considerar como cota del error por redondeo infe-
rior, para un sistema operativo que soporta ¢ cifras decimales:

(2.6) E<10"’

como es obvio.

2.3.5.2.- Redondeo Simétrico

En el otro caso de redondeo, utilizado en el ejemplo 2.3, se realiza la opera-
¢i6n incrementando en una unidad la cifra de la extrema derecha, tltima a retenerse, si la que le
sigue (primera de la izquierda, a despreciarse) es igual o mayor que cinco; en caso contrario, se
ignoran directamente, los digitos que le siguen al dltimo de la extrema derecha, a retenerse, al
igual que en el caso del redondeo inferior.
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El tipo de redondeo descripto en el pdrrafo anterior recibe el nombre de
REDONDEQ SIMETRICO y es el mds comtnmente utilizado en el cdlculo manual por resul-
tar mds preciso que el redondeo inferior.

Una cota de error por redondeo simétrico, para computadoras que soportan
t digitos significativos es:

2.7 E<05.10"

como podria esperarse.

2.3.5.3.- Redondeo Aleatorio

Un tercer tipo de redondeo es aquel que se realiza sumando una unidad a la
cifra de la extrema derecha, que no es despreciada, si la que le sigue o, ella misma, es par; en
caso contrario, se ignoran los siguientes digitos. Esta forma de realizar el redondeo es denomi-
nada REDONDEO ALEATORIO y es utilizado por algunas computadoras, que lo incluyen
en su sistema operativo. Resulta mds prictico y ficil de programar que el redondeo simétrico,
en raz6n de que no es necesario sostener, ni adn temporariamente, la cifra decimal siguiente a
la dltima que es soportada. ’

Resulta obvio que, segin la teorfa de las probabilidades, en la mitad de los
casos sumar4 una unidad a la dltima cifra y en la otra mitad, despreciara directamente, com-
pensindose las diferencias obtenidas.

Puede demostrarse que, la cota del error para el redondeo aleatorio, en
computadoras que soportan un total de £ digitos significativos es:

(2.8) E<0,5.10"'

como era de esperarse. Se debe hacer notar que en el caso del redondeo aleatorio, el error que
se comete en su aplicacidn, resulta el mismo que en el del redondeo simétrico.

2.3.6.- EL EPSILON DE LA COMPUTADORA

En este orden de cosas, un concepto de fundamental importancia en el estu-
dio del soporte de los nimeros es el dado en la siguiente:

Definicion: “ Recibe el nombre de EPSILON DE LA COMPUTADORA. y se lo

designa con € , a la magnitud del intervalo que media entre el 1 (uno) y el
menor niimero mayor que 1 (uno), distinguible de 1 (uno), que puede repre-
sentarse en la memoria de la computadora. *
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De la misma manera, es posible calcular el intervalo mencionado en la defi-
nicién anterior, la que arrojard diferentes valores segtin el compilador utilizado y el micropro-
cesador de la computadora empleada en su determinacién. Un programa en lenguaje C++,
capaz de calcular el Epsilon de la computadora, en su parte esencial, es:

{
E=1;
ciclo:
if (E+1) > 1 {
then printf(E);
else goto fin;
end if;

}

"E=E/2 .: goto ciclo;

fin:

}

El dltimo ndmero impreso por este sencillo programa, es el € de la compu-
tadora. El intervalo entre cualquier ndmero real R y el siguiente, distinguible de él, puede re-
presentarse por:

€.R

Como puede apreciarse, la brecha entre un niimero real R y el siguiente, re-
presentable, valensanchdndose continuamente en proporcionalidad directa con el ndmero invo-
lucrado y el Epsilon. Cuando resulte oportuno se suministrardn detalles sobre la manera en
cémo influye esto en la precisién de los distintos métodos estudiados.

Siendo que el Epsilon de la computadora es la amplitud del intervalo que
media entre el uno y el siguiente mimero representable y distinguible de él, esto significa que

ningin ndmero entre 1 y 14+€ puede ser representado en la computadora. en el caso de cual-
quier nimero 1+o, donde 0 < @ <€/, se redondea a uno; en el caso conirario; vale decir,
si 1>a=¢e/, seredondeaa 1+€.

De este modo, se puede considerar que. €/, es el miximo error posible de
redondeo para 1; o sea que, cuando se tiene 1.0 en la memoria-de la computadora, el valor
original verdadero se encuentraen el intervalo 1-£/, <x<1+¢€/,.

En consecuencia, el error por redondeo implicado en el almacenamiento de
cualquier nimero real R en memoria, es aproximadamente igual a € R/, , si el niimero se

redondea por exceso (simétrico o eventualmente, aleatorio) y € R si se redondea por defecto
(inferior o eventualmente, simétrico)
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Para poder apreciar desde un punto de vista mds prictico todo lo estudiado,
veamos el siguiente:

Ejemplo 2.4.- Supéngase tener que calcular con tres digitos decimales exactos, la suma dada
por la sucesién de términos:

1 1
2.9 S=1—Z+§-!'—‘4-—' . (-—)

Solucién: En este caso, el error por truncamiento que se comete al detener el procesamiento
en el n-ésimo término es:

< 1
(n+1)!

Para que no influya el error por truncamiento, debe tomarse menor que:
5.107*
esto se consigue haciendo n=6, pues, 7!=5040, y:

~1—E?..10'4
A

Se debe calcular, entonces, la expresién (2.9) hasta el sexto término:

S=1~l+—1———1—+ ! 1
2 6 24

120 720
tomando cuatro cifras decimales en cada sumando, para que resulte:
E<5.10"

a los efectos que se mantenga dentro del error permitido; con lo cual, resulta: §=0,6319, don-
de se ha cometido un:

- error por truncamiento <2.10° 4
- error por redondeo <4.5.10°°

donde el error por redondeo se encuentra multiplicado solo por cuatro dado que, esa es la

cantidad de términos aproximados (los dos primeros son exactos). El error total estd dado por
la suma de los errores estudiados, y resulta:
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E<4.10"*

Considerando, entonces $=0,632 el error serd 5. 10°*

menor que el mé-
ximo admisible: , y el resultado tiene todas sus cifras exactas. :

o [ 1.1 ] v

Para finalizar, es n%, en caso de tratarse de una férmula
aproximada donde intervienen, a su vez, n os aproximados, habrd que considerar todas las
fuentes de error estudiadas, por separado, tal como se ha hecho en los ejemplos vistos y adi-
cionarlos para obtener el error total. M4s adelante se estudiard un método sistemdtico para

determinar una cota superior del error total cometido al tener que procesar un algoritmo de-
terminado. v

2.4.- ERROR TOTAL Y PROPAGACION DE LOS ERRORES

Segiin se estudid, en general es posible establecer que los errores por abs-
tracci6n e inherentes se introducen de una sola y tnica vez durante el procesamiénto de un
modelo matemitico, coincidiendo con su principio o inicio; es decir, con la entrada de los da-
tos y la adopci6n de los valores de ciertos pardmetros que, por lo general, no constituyen ni-
meros exactos, sino aproximados, los que, se encuentran afectados de cierto error inherente.
dentro del contexto de un modelo que a su vez, no es un fiel reflejo de la problema-

Los errores por redondeo, en cambio, se producen pricticamente en cada
operacién aritmética elemental que realiza la computadora. Finalmente, los errores por trun-
camiento son producidos cada vez que en el procesamiento del modelo aparecen procesos ite-
rativos o algoritmos infinitos; o bien, aunque no infinitos, lo suficientemente extensos que re-
sulten imposibles o poco conveniente procesarlos en su totalidad.

Las cuatro fuentes de error estudiadas se adicionan; o sea que, superponen
sus efectos individuales para formar el ERROR TOTAL que, en procesos o modelos que se
aproximan por pasos o iteraciones sucesivas, predisponen al sistema para que en cada una de
ellas, el error aumente de magnitud si no se toman una serie de precauciones que Juntamente
con cada método serdn estudiadas.

Esta particularidad del efecto conjunto de las cuatro fuentes de error o error
total, que consiste en variar (generalmente, incrementdndose) a medida que se avanza en el
desarrollo del procesamiento de un modelo matemitico, se denomina PROPAGACION DE
LOS ERRORES.
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Ejemplo 2.5.- Estudiar la magnitud de un error que se propaga multiplicindose en una centé-
sima parte de la unidad con que se estd trabajando, en cada paso del procesamiento
realizado.

Solucién: Si la magnitud de un error se propaga multiplicindose en una centésima parte de la
unidad con que se estd trabajando, en cada paso, entonces, después de 100 iteraciones
la magnitud acumulada del error es ’

100

(Lo)™ =2,7

veces mayor que la original. Si bien puede considerarse aceptable, es dable pensar que cien
iteraciones es un niimero pequefio si se tiene en cuenta la naturaleza de las computadoras elec-
trénicas digitales y las caracteristicas de los modelos matematicos, hoy en uso normal.

En este orden de ideas, la magnitud del error que se estaba considerando,
luego de 1000 pasos es de:

)1000

(1,01 =21000

veces mayor que el error original; y luego de 2000 pasos es de:

2000

(1,01)™ = 400.000.000

veces mayor.

Es fdcil advertir que el efecto mostrado, probablemente, invalide todo resul-
tado después de este ndmero de iteraciones. ’

eo0 Y X} s

Debido a lo explicado; es decir, a la propagacién de los errores, no es vélido
suponer que el efecto de pequefios errores introducidos al principio o, con anterioridad en el
célculo, mas el efecto de los errores producidos durante el cdlculo, se mantendrin pequefios a
través de €l, aunque, en ocasiones pueda lograrse este objetivo. Esto lleva a la siguiente defi-
nicion intuitiva:

Definicion: " Todo método numérico, aplicado a un modelo matemdtico determina-
do y procesado dentro de cierto intervalo especifico, recibe el nombre de
ESTABLE si, a pesar del efecto de la propagacion de los errores, éstos se
mantienen acotados dentro de ciertos limites previamente fijados, hasta el
momento de completar el procesamiento del modelo y obtener el valor de la
solucion buscada.
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El problema de la estabilidad en los métodos aproximados es verdaderamente
complejo, pues, no solo depende del modelo que es procesado, sino también del método nu-
mérico empleado para resolverlo, como asf también, del intervalo en el cual se est4 trabajando;
lo que, en definitiva, hace que el método utilizado, si bien estable dentro de ciertos intervalos
de célculo, puede no serlo en otros.

- Independientemeénte de ladificultad de su estudio, por no ser objeto de inte-
rés especifico en la materia, cuando resulte opor ; ardn consideraciones relativas a este
tema, para cada método en particular,

voe L 1 1} *ee
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3.- ERRORES EN LAS OP CIONES

Introduccién. Error Absoluto y Error Relativo. Error en los Algorit-
mos Infinitos. Cdlculo de Errores mediante Férmulas Diferenciales. Error
en las Operaciones Elementales. Grdficos de Procesos. Metodologia. Apli-
caciones. Conclusiones. Problema Inverso del Célculo de Errores.

3.1.- INTRODUCCION

En el capitulo anterior se ha estudiado que, todos los nimeros utilizados en los
distintos algoritmos que son desarrollados durante el presente curso constituyen nimeros rea-
les o complejos, desde un punto de vista matemdtico estricto; vale decir que/ son concebidos
como fracciones decimales infinitas 0 mediante cortaduras de Dedekind. Para los fines de su
utilizacién en computadoras electrénicas digitales, tales nimeros no son dir¢ctamente utiliza-
bles, en razén de la infinita cantidad de digitos decimales que poseen, debi
aproximarse mediante otra forma de ndmeros de un tipo muy particular,
FRACCIONES TERMINALES FINITAS, las cuales tienen un ndmero finito de cifras de-
cimales.

Se ha estudiado también que, en el proceso de reemplazar un nimero real por
un nimero racional; més precisamente por una fraccién terminal finita, mds las otras causas
estudiadas en el capitulo anterior (diferencia entre el sistema real y su modelo matemético;
imposibilidad de procesamiento infinito, imposibilidad de soporte infinito, etc.), se producen
ciertas diferencias entre los resultados verdaderos, obtenidos del sistema real, y aquellos deri-
vados del cdlculo, mediante la aplicacién de algin método numérico sobre un modelo matemd-
tico determinado.

Estas diferencias, inevitables en toda aplicacién numérica y que, reciben el
nombre genérico de ERRORES, una vez producidas, se propagan a todo lo largo de la parte
restante del cédlculo, durante cuyo proceso su influencia sobre el error es generalmente amplifi-
cada; aunque, bajo ciertas condiciones o por el cambio del modelo o algoritmo, puede ser
controlada e, incluso disminuida. '
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En el presente capitulo serdn estudiados los errores que se producen por las
causas mencionadas en segundo término; vale decir, los que s¢ cometen en las operaciones
aritméticas y, consecuentemente, en sucesiones mds o menos largas de ellas, denominadas AL-
GORITMOS.

3.2.- ERROR ABSOLUTO Y ERROR RELATIVO

Hasta ahora se ha estudiado el error considerando que es la diferencia entre el
valor verdadero X, de una magnitud determinada, pero desconocida, y un valor aproximado
de ella, que se denotard con X., conocido; y que, naturalmente, difiere en magnitud, del ante-
rior. En rigor de verdad, este tipo de error recibe el nombre de ERROR ABSOLUTO y se
representa por:
(3.01) E.=X,-X;

Como se ha mencionado, por lo general, no es conocido el valor verdadero X,
de una magnitud cualquiera a estimarse, por lo que, consecuentemente, no es posible conocer
el valor verdadero del error absoluto, expresado por (3.01), que existe siempre cuando se quie-
re estimar una magnitud mediante un nimero aproximado. Por ello, y dado que, lo tnico que
se puede estimar es un limite mdximo del error que es posible cometer en dicha estimacién. A

este se lo utiliza como una aproximacién del error absoluto y recibe el nombre de COTA DEL .

ERROR ABSOLUTO. Dicho en otras palabras, se adoptan las peores condiciones posibles
para estimar el error absoluto.

Dada la imposibilidad de confusién entre los términos definidos; vale decir, en
virtud de la no ambigiiedad entre Error Absoluto y Cota del Error Absoluto, se utilizard, in-
distintamente, el término error absoluto para denominarlos y la notacién E,, para denotar am-
bos errores.

Generalmente, el asi definido error absoluto E,, no contiene toda la informa-
ci6n suficiente para calificar o ponderar la precisién de los cdlculos o mediciones por no poseer
en si mismo el marco de referencia adecuado para este propdsito; en otras palabras, dos erro-
res absolutos de igual magnitud, cometidos en la ponderacién de dos valores de muy diferentes
ordenes de magnitud, habla a las claras de dos mediciones muy distintas en cuanto a su calidad
o grado de precision.

En virtud de lo dicho en el pérrafo anterior, se vuelve necesario desarrollar un
método que permita evaluar la calidad o precisién de los cdlculos o mediciones. Es muy razo-
nable, entonces, ponderar la calidad del error por simple cociente entre el error absoluto co-
metido al estimar una ponderacién, ya sea por cdlculo o medicion, respecto del valor verdadero
de la magnitud que se trata de representar.
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“ . . El error asf definido, recibe el nombre de ERROR RELATI-
VO. Utlizando idéntica notacién para los valores intervinientes, el error relativo viene dado
por la expresién:

(3.02) g =X =X
T Xy¥—

Dado que, tanto el verdadero valor de una magnitud, como el del error absoluto
que se comete al tratar de apreciarla (el que figura en el numerador), son generalmente canti-

dades imposibles de conocer, se tomard como una aproximacién del error relativo, al valor
dado por la expresi6n:

(3.03)

donde E. representa una cota del error absoluto que, de tener pequefias variaciones respecto
del error absoluto, al igual que X, respecto de X,, la diferencia entre las expresiones (3.02) y
(3.03) no tiene mayor influencia en la estimacién del error relativo.

Es importante hacer notar, la necesidad que en la prictica tiene indicar si un
error es absoluto o relativo, a menos que el significado esté claramente determinado con la
notacién o la expresién-de la oracién, a los efectos de evitar posibles ambigiiedades o confu-
siones que, inevitablemente desembocarfan en resultados seguramente invalidos, desde todo
punto de vista.

3.3.- ERROR EN LOS ALGORITMOS INFINITOS

Antes de proseguir con el estudio de la metodologia de la determinacién de los
distintos tipos de errores, es oportuno recordar que al exponer, tanto el concepto general de
?rocesos Iterativos como de Algoritmos Infinitos, se ha mencionado la ineludible necesidad de
incluir en aquellos algoritmos, una manera de detener el procesamiento, en forma artificial,
cuando para dos pasos consecutivos, en relacién con la precisién con que se estd trabajando,
no se detecta un cambio singularmente sustancial en sus respectivas aproximaciones.

Designando mediante X;; ; X; a las aproximaciones obtenidas en los pasos (i-

1)-ésimo e i-ésimo, respectivamente, se hard detener el procesamiento por DIFERENCIA
ABSOLUTA, si: : '

(3.04) X, - X, |<e
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donde & es una constante positiva y arbitraria, lamada TOLERANCIA DEL ERROR v,
puede ser considerada como el maximo error admisible en la 5o ucién deseada.

La tdnica condicién que se debe imponer al valor del pardmetro € es que debe
ser siempre mayor que el error total que puede cometerse al calcular el valor de la magnitud
estimada; de otra manera, el proceso no resultard convergente. En el caso del cdlculo realizado
mediante computadoras, el & establecido, debe ser mayor que el producto de X; por el Epsi-
lon de la computadora utilizada.

La expresién (3. 04) es utilizada, generalmente, cuando se conoce de antemano
el orden de magnitud de la variable X; vale decir, no existe peligro alguno de cometer grandes
errores de apreciacién en la estimacién del valor de X.

En el caso contrario al explicado en el pdrrafo anterior; vale decir, cuando el
orden de magnitud del valor de X es desconocido, se debe hacer uso de expresiones en térmi-
nos relativos, para lo cual, serd necesario detener el procesamiento por DIFERENCIA RE-
LATIVA,; es decir, cuando:

<e

(3.05) li‘{___X_“L

i

En esta dltima expresi6n, son vilidas todas las acotaciones y aclaraciones que
han sido realizadas previamente, al definir la detenci6n del proceso para el caso de la diferencia
absoluta.

Si el problema en cuestién, en vez de involucrar un solo y dnico resultado X,
consiste en el cdlculo de los n elementos de un vector X(j), en el cual es, naturalmente,
j=1;2;..;n es posible hacer uso de los criterios ya estudiados, generalizando de la siguiente
manera:

a) En caso que todas las componentes X(j) del vector sean de distinto orden de magni-
tud, pero, conocidos, es conveniente detener el proceso por DIFERENCIA ABSOLUTA
INDIVIDUAL tal como se propone en la expresion siguiente:

(3.06) [X(7), - X0 |2 () 5 =12m

vale decir que, el procesamiento se detiene cuando las - n expresiones involucradas en la ex-
presién (3.06) son simultdneamente satisfechas.

b) Cuando se estd en presencia del caso en el cual todas las componentes X(j) del
vector son del mismo orden de magnitud, también conocido, es preferible detener el proceso
mediante la aplicacién de la expresién por DIFERENCIA ABSOLUTA GLOBAL, como

sigue:

Guido J. PACE . Cap. N° 3
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(3.07) ;_21|X( 7). = X(),,|<e
=

férmula que permite reducir mucho la extensién del cdlculo aritmético, y por ende, los'tiempos
de procesamiento.

¢) En caso que las variables involucradas sean de distinto orden de magnitud, pero,

desconocidos, es muy conveniente detener el proceso por DIFERENCIA RELATIVA IN-
DIVIDUAL, como se muestra:

I X(), - Xy

(3.08) <e(j) 5 j=12..;
I

con la que es posible controlar cada componente X(j) del vector X, individualmente.

d) Por ultimo, si se estuviera en presencia del caso en que todos los componentes X(j)
del vector fueran del mismo orden de magnitud, y ademds, este orden de magnitud fuera des-
conocido, es oportuno utilizar para detener el procesamiento, la expresién denominada DIFE-
RENCIA RELATIVA GLOBAL; la que viene dada por:

(3.09 % 2 X(j);(—(-j?(j)i-l <

equiv-alente a la expresién (3.07), valida para algoritmos donde todos los componentes tienen
un mismo orden de magnitud.

o Es necesario recordar que las férmulas estudiadas son vélidas para procesos
iterativos o algoritmos infinitos convergentes; pero que, si el grado de convergencia del mismo
es muy lento puede darse la condicién de parada o detencion encontrdndose el valor o valores
aproximados de las variables muy lejos de los valores verdaderos de la solucién del problema.
Si este fuera el caso, las expresiones estudiadas operarfan como condiciones necesarias, pero
no suficientes, debiéndose realizar otro tipo de controles cuando se duda sobre las bondade;
del algoritmo utilizado, principalmente, en lo que respecta a la velocidad de convergencia.
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3.4.- CALCULO DE ERRORES MEDIANTE FORMULAS
DIFERENCIALES ‘

Considérese un algoritmo en el cual interviene una sola variable independiente,
dada por la expresion: :

(3.1 y =fx)

para la cual, considerando una variacién h de la variable independiente, se experimenta una
variacién k en el valor de la funcidn. Si esta es diferenciable, su incremento k se podrd ex-
presar mediante:

(3.1D k=f (x)h+eh

donde, es posible considerar que:

: es la verdadera magnitud del valor de entrada,
: es el error inherente de la variable x,

- es la consecuencia en el resultado, del error 4 y finalmente
e e tie s . . (2
: es un infinitésimo que tiende a cero cuando A tiende a cero. @

m & X

Planteando asf las cosas y teniendo en cuenta que € £ es un infinit€simo de
orden superior, tanto a k como a k, por lo que resulta despreciable. Como consecuencia, el
error cometido en el procesamiento de un algoritmo, debido al error inherente de la variable.
puede expresarse por:

(3.12) - k=f'(x)h
como se estudia en el anzilisis matematico.

El valor de A no incluye el error por redondeo que ocasiona el procesamiento
del algoritmo. Es importante notar que, tanto s como k, son errores absolutos. Asi mismo,
notar que, el simbolo de aproximacién es debido a que el valor de & no coincide exactamente
conelde dy (diferencial de y), que es el realmente representado en la expresion (3. 11). Por
otra parte, tampoco el valor de x que se tome serd el verdadero, pues, se lo desconoce, sabién-
dose solamente que estd afectado del error 4.

) B¢ necesario notar que, el valor de 2 no incluye el valor por redondeo sjue ocasiona el procesamien-

to del algoritmo.
@ También es importante considerar que, tanto # como k, representan errores absolutos.
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La utilizacién de la expresion (3.12) se mostrard mediante el siguiente:

Ejemplo 3.1.- Si es necesario determinar el error cometido en el cdlculo del volumen de un
cubo, cuyo lado mide | = 7,3 cm., medido con un error menor de medio milfmetro,
siendo el volumen V =1".

Solucién: Serd entonces:

k=31"h=3.73%.0,05=8cm’
por consiguiente, el volumen sera:
V=73%+8=389,017 +8cm®

en la cual se obtuvieron, al elevar 7.3 al cubo, tres cifras decimales, ninguna de las cuales se

puede retener en el resultado, pues, en el mismo, solo son exactas las cifras de las decenas en

adelante; vale decir, lo correcto es escribir:
V=38 +8cm’
como podia haberse esperado.

A [ 2 1 ] e

‘ Es posible extender los conceptos estudiados y sus correspondientes resultados
mediante la generalizacién directa de estos conceptos.

Sea una funcién y, derivable y con derivada continua; vale decir, diferenciable,

lz} cual depende de diversas variables: x; ; x3; ... ; X,, cada una de las cuales estd afectada por
cierto error absoluto k;; ha; ...; h,, entonces se puede escribir: '

X 14
(3.13) k=Y foloxs.5x,)h

=1

Dado que resulta imposible poder determinar el signo de cada uno de los térmi-
nos del segundo miembro, se debe aplicar la desigualdad triangular a la expresién (3.13); resul-
ta entonces, la denominada FORMULA FUNDAMENTAL DEL CALCULO DE ERRO-
RES: ' ‘

(3.14) Jk| < 2 xy55x, ) [h| |
) ‘ i=1
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Mis adelante se estudiard en forma exhaustiva la manera de aplicar la fgrmula
fundamental del cdlculo de errores, especialmente en lo que concierne a las operacxo es arit-
méticas, las que, generalmente, conponen los algoritmos.

3.5.- ERROR EN LAS OPERACIONES ELEMENTALES

Por constituir los métodos numéricos algoritmos algcbr:"u'cos 0 procesos iterati-
vos que, generalmente, solo mvolucran operaciones aritméticas elementales, no es dificil intuir
la importancia fundamental que revisten para este curso los errores que. se cometen al realizar
estas operaciones elementales con niimeros aproximados y, de la misma manera, como se pro-
pagan a través de secuencias de ellas. ’

En lo sucesivo serdn consideradas x ; y ; z ;... como cantidades aproximadas y
by, hy; he; ... los valores que toman los errores absolutos, los que deberdn adicionarse a los
anteriores para obtener los verdaderos valores de las magnitudes en cuestion, respectivamente.

Considerando la expresién general (3.13), serd:

a) Adicién. Sea z=x+y con derivadas z;= zy =1; de lo que resulta entonces la signien-
te expresién del ERROR ABSOLUTO PARA LA ADICION:

(3.15) E” =h, +h,
y aplicando la desigualdad triangular a esta tltima, resulta:

Ex|<|h|+|h,|

(3.16)
En este caso especifico, el ERROR RELATIVO cometido puede calcularse

mediante el artificio de multiplicar y dividir por x e y, respectivamente, el primero y segundo
términos del segundo miembro, de la siguiente manera:

) ) X+y . h
(3.17) ; E™ = B~ __* (f’x_)+ Y (_y) :
x+y x+y\x x+yly

donde las cantidades encerradas entre paréntesis son los errores relativos que se cometen en las
ponderaciones de las magnitudes x e y , respectivamente. '

La cota de error absoluto dada por la expresién (3.16), aplicando directamente
la férmula (3.14), podrd ser obtenida para todos los casos que serdn estudiados a continuacién.
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b) Sustraccién. Sea z = x - y , entonces, como las derivadas son iguales al caso ante-
rior, salvo en el signo, operando de la misma manera que la utilizada para la adicién, resulta el
siguiente valor del error:

(3.18) E77 =h —h,

y, andlogamente:

(3.19) g Bl x (ﬁx_ o
_ x-y x—-y\x) x-yly

- Valen en el presente caso, las mismas observaciones realizadas anteriormente
para la adicién.

¢) Multiplicacién. En este caso se considera z = x . y , entonces, Z=y;z=x,de
donde es posible deducir:

(3.20) E?=y-h +xh,

considerando el resultado de esta expresidn, el error relativo cometido en la multiplicacién,
serd entonces:

(3.21) gt
Xy

con las mismas consideraciones anteriores.

d) pivisic’m. Se tomard, en el caso de la division z = x/y , de donde pueden deducirse
ambas derivadas parciales: z,=1/y; z,=-x/y", luego, el error absoluto de la operacién
estard dado por:

(3.22) gl F ’:y
y

en la cual, tomando denominador comin y? resulta:

y-h, —x.h,

2

y

(323) E =

la que, dividiendo porx/y, expresa el valor del error relativo que se comete al realizar un
cociente:
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(3.24) ) , Ef/’ EM____}'L_EV. ’
’ ‘ x.y x oy

Operando de la misma manera; vale decir, determinando en primer lugar el error
absoluto mediante la expresién (3.14) y luego realizando el cociente de ésta sobre el valor
aproximado de la expresion que se desea ponderar, es posible deducir cotas de error relativo
para otras operaciones.

Es importante comprender claramente el significado de estas férmulas de error,
dada la enorme incidencia que tienen estas expresiones sobre los resultados obtenidos en cual-
quier procesamiento, méxime, cuando estos involucran una cantidad relativamente grande de
operaciones aritméticas elementales, tal como sucede en los algoritmos infinitos y los procesos
iterativos.

En principio se parte de valores aproximados x ; y .de las variables, los que
contienen los errores inherentes k, h, , respectivamente. Los errores pueden ser de cualquier
tipo. Los valores x; y pueden provenir de resultados experimentales o de mediciones aproxi-
madas, pueden ser, a su vez, los resultados de cdlculos previos. efectnados mediante un proce-
so infinito y por lo tanto, pueden contener errores por truncamiento; también, pueden ser el
resultado de operaciones aritméticas previamente realizadas y, por lo tanto, contener errores
por redondeo. '

De la misma manera, pueden ser el producido de la aplicacién de un modelo
aproximado; o, en fin, pueden ser los resultados de alguna combinacién de alguno de aquellos
errores mencionados o de todos a la vez; es decir, contener los cuatro tipos de errores estudia-
dos.

No obstante, sea cual fuere el origen de los errores de las cantidades x ; vy, a
los efectos de su posterior tratamiento, serdn considerados como errores inherentes en el paso
0 proceso siguiente.

Si bien las magnitudes x ; y pueden contener intrinsecamente todos los tipos
de errores, las expresiones (3.15) hasta (3.24), dan el error en el resultado de cada una de las
operaciones indicadas suponiendo que no existe error por redondeo en ellas; vale decir, son
considerados nimeros exactos. a todos los efectos posteriores del cdlculo de los errores. Es
16gico entonces, que si se desea conocer el error total: 0, en otras palabras, como se propaga el
error en algtn resultado, a otras operaciones aritméticas, se deberd agregar explicitamente el
error por redondeo que, como se ha estudiado, puede ser de tres tipos diferentes, dados por las
expresiones (2.6) y (2.7), segtn los casos.
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3.6.- GRAFICOS DE PROCESOS

En puntos anteriores se han estudiado distintas expresiones, las que permiten
determinar el error relativo que se comete al efectuar cada una de las operaciones aritméticas
elementales como consecuencia de los errores inherentes de los operandos.

Se han estudiado también, maneras de determinar cotas de errores cometidos en
diferentes tipos de redondeo que deben ser efectuados, inexorablemente, por la computadora
para poder almacenar los resultados de aquellas operaciones. Se estudié, ademds, que tanto el
error por redondeo como el error por truncamiento, se producen atin en el caso supuesto de
que no hubiera errores inherentes en los operandos.

Todas las circunstancias apuntadas, hacen que si se aplican estas simples leyes a
expresiones més complejas que las hasta ahora estudiadas, se estaria, seguramente, frente a
insalvables dificultades en el manejo de los elementos que intervienen en el cdlculo de la pro-
pagacion de los errores cometidos paso a paso, en la determinacién del error total.

Un método sistemético, que permite determinar la propagacion de los errores
relativos en los datos y de los errores relativos debidos al redondeo, a lo largo de una secuen-
cia determinada de operaciones aritméticas elementales, se encuentra en el denominado ME-
TODO DE LOS GRAFICOS DE PROCESO. Esta metodologia ha sido.sugerida por el Dr.
Kenneth King, Profesor de la Universidad de Columbia, el que se describe a continuacién.

3.6.1.- METODOLOGIA

A continuacién se expondr4 la técnica que permite aplicar la metodologfa basa-
da en los GRAFICOS DE PROCESO. Veamos la siguiente representacion:

—

~
RETE

- Figura 3.1 -
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El procedimiento mencionado en el punto anterior, se basa en las férmulas es-
tudiadas y se vale para ello, de una representacién esquemidtica de las diferentes operaciones
que constituyen la secuencia, para poder asi, lograr determinar los limites superiores parciales
de los errores relativos propagados, después de cada una de las operaciones que se realizan
durante el procesamiento.

e

[1x

- Figura 3.2 -

El grifico de proceso consiste, esencialmente, en encerrar dentro de pequefios
circulos los valores de los operandos que intervienen en la operacién (ver figura 3.1), desde los
cuales parten sendas flechas etiquetadas con el factor por el que se habrd de multiplicar al error
relativo del operando respectivo (indicado dentro de los pentdgonos superiores), para obtener
el error relativo de la operacién encerrada dentro del circulo al cual conducen las flechas del
gréfico. El caso que se halla representado en la figura 3.1 es, obviamente, el de la suma o adi-
cion.

- Figura 3.3 -

De la misma manera pueden lograrse los grificos de proceso de otras operacio-
nes, tal como se muestra en las figuras 3.2 ; 3.3 y 3.4 ; para la sustraccién, multiplicacién y
divisién, respectivamente.
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- Figura 3.4 -

Para mejor entender, veamos el siguiente:

Ejemplo 3.2.- Sea el problema de tener la necesidad de conocer el error relativo de una suma
x+y, considerando que estos valores estdn afectados de sendos errores inherentes abso-
lutos k., h,.

Solucién: La regla se aplica de la siguiente manera; llamando:

hx . h}'
= ly =T
X y

a los errores relativos inherentes de las cantidades x ; y , res'pectivamente‘

El error i. aparece en el resultado de la operacién multiplicado por el término
que identifica la flecha que une x con +, es decir:

e .
l
x+y ”

de la misma manera, el error inherente i, de la variable y, aparece en el resultado de la ope-
racién multiplicado por el término que identifica la flecha que une y con "+"; o sea:

Finalmente, se deben sumar ambos términos y adicionar el error por redondeo S
que se comete al almacenar el resultado. El error relativo total serd entonces:

i+
x+y x+y

(3.25) E™ =

r

ly+S
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Una operatoria andloga puede emplearse para determinar el error relativo total,
que se comete en otras operaciones elementales, sin olvidar de adicionar siempre el error por
redondeo que siempre estd presente al almacenar algiin resultado en la computadora, sea este
parcial, o total. El error calculado de esta manera, puede considerarse como un error inherente
a los efectos de utilizar los resultados obtenidos en otras operaciones que deban ser realizadas
a posteriori.

3.6.2.- APLICACIONES

Debido a lo fundamental de la importancia que reviste el presente tema, para
una miés acertada eleccién y una mejor y mds correcta aplicacién de los métodos numéricos
que serdn estudiados a lo largo del curso, se verdn algunas aplicaciones mediante un cierto
némero de ejemplos, elegidos ex-profeso, para cubrir las distintas alternativas que, en general,
se pueden presentar al operar con algoritmos de modelos matematicos que incluyan ndmeros
aproximados.

Ejemplo 3.3.- Determinar el error relativo que se comete al ponderar la cantidad dada por la
expresion:
(3.26) U= (x+y)z

en la que los ndmeros x; y ; z son cantidades apfoximadas que contienen los errores

relativos inherentes iy i, ; i, , respectivamente, y que, se supondrén, menores de 0,5 .
107°,

Solucién: En la figura 3.5 es posible apreciar el grdfico de proceso de la expresién dada por
(3.26). Se ha estudiado de qué manera se opera en la primera parte del diagrama; vale
decir, la que corresponde a la adicién, cuyo resultado estd expresado en la férmula
nimero (2.31).

Operando con el mismo criterio para el producto que le sigue, y que constituye
la segunda parte del grifico de proceso, se concluye que:

N

i, +5, ).l+i,.1+S2

J

(3.27) E/ =(—x—ix + 2
x+y x+y

en 1a cual se han denominado S ; ; S . a los valores de los errores relativos por redondeo de Ia
adicién y la multiplicacién, respectivamente, que si se considera que son el resultado de un

redondeo simétrico, serdn iguales o menores que 0,5 . 1077, si es que se supone que la compu-
tadora utilizado soporta solamente ¢ digitos decimales.

74

METODOS NUMERICOS Guido J. PACE Cap. N”3

- Figura 3.5 -

En este caso seré:

Z X v
EI=( +—=

, ><3)><O,5><10”‘
X+y x+y

de donde, por ser la suma de los dos primeros términos encerrados dentro del paréntesis, me-
nor o igual que uno, sera:

E! <2x107
voe Y X} PYYs

Otro ejemplo, muy representativo de los cuidados que deben ser tenidos en
cuenta, estd dado en el siguiente:

Ejemplo 3.4.- Determinar el error total que se comete al ponderar el resultado obtenido pof la
suma:
(3.28)

Y=X;+ X2+ X3+ X4

de términos decimales exactos.
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Solucién: Con el objeto de realizar ciertas consideraciones posteriores se supondrd que los
valores de los x; estdn libres de errores inherentes y, ademds que:

X <X2<Xx3<X4

También se supondrd que, la adicién se realiza en el orden establecido; por lo
tanto, el grafico de proceso correspondiente a la expresion (3.28), es el de la figura 3.6.

ot
)=

Xi+x2+Xx;3 Xi+X2+X3

Xi+x+x3
Xy+X+X3+Xy

- Figura 3.6 -

Bajo estas condiciones, la expresién que da el error de la primera adicién es:

X 0+ X,

X, +x, x, +x,

nte
E&™ =

048, =S5,
dado que, el valor de los errores inherentes de los sumandos es nulo; y por lo tanto, desde un
punto de vista estrictamente te6rico, la expresion anterior vale: :

XXy
Er _Sl

76

METODOS NUMERICOS Guido J. PACE Cap. N°3

Este tltimo valor opera como error inherente en el paso siguiente, cuyo error
relativo es:

X, + X, X3

S, 4—2 048, =
X, +x, + X,

Eatats — Xt X,
r

S, +S,

X, + X, + X, X, +x, +x,

el que a su vez debe ser utilizado como error relativo en la formulacién analitica del préximo
paso.

Por dltimo, aplicando una mec4nica similar, y teniendo en cuenta las considera-
ciones realizadas, resulta la expresién del error relativo:

Ex, +xp+x3+x, — X4
r

X +x,+x x +Xx
1 2 3 ( 1 2 ,0+S3=

X X+ +x,

S, +S2)+

X+ X, + X, X +x,+x;+x,

X, +x, X, +X, + X5

S

S, +S5, =

- 1
X, +x,+x,+x,  x +x,+x;+x,

Pero esta dltima expresién, como se sabe, da el valor del ERROR RELATIVO
cometido al ponderar el resultado del valor de y por medio de la férmula dada por la expre-
si6n (3.28); vale decir, multiplicando esta tdltima por x; + x + x3 + x4 es posible obtener el

ERROR ABSOLUTO cometido en esta suma. Utilizando el simbolo sumatoria para representar
la suma, vale:

EZ =(x,+x,)S, +(x, +x, +x;)S, + (x, + x, +x; +x,)S,

Suponiendo del mismo orden de m’agnitﬁd alos valores de S;; Sy, S3, los

que serdn designados con el nombre genérico de S, resulta:

(3.29) El =(3x,+3x, +2x,+x,)S

Puede demostrarse, por medio de‘la induccién matemitica, que si se trata de n
sumandos, exentos de errores inherentes, la expresién (3.29) se transforma en:

(3.30) E} =[(n—1p, +(n— lsz +(n-2x, +..4+2x,, +x, ]S

Mediante consideraciones absolutamente andlogas, si se realiza la adicién de
estos mismos elementos, ordenados en forma inversa; vale decir, de mayor a menor, resulta:

(331 EZ =(3x,+3x,+2x,+x)S

£

71




ERRORES EN LAS OPERACIONES Guido J. PACE Cap. N3

y, en términos generales:

(3.32) El = [(n— U, +(n~1x, +(n=2)x,, +...+2x, +x,]8

[

Comparando las expresiones (3.30) y (3.32), se observa que el error serd menor
en la primera que en la segunda, por intervenir en aquella los sumandos de mayor magnitud
con menor peso, 1o que indica la gran importancia que adquiere el ordenamiento de los suman-
dos cuando se debe realizar la adicién de n ndmeros aproximados, de distinto orden de
magnitud, pudiéndose establecer la siguiente:

Regla: Al sumar varios niimeros de distinto orden de magnitud, es posible minimizar
el error total del resultado, ordendndolos en forma creciente; vale decir. de
MEnor a mayor.

Este sorprendente resultado, por causa de la formacidn recibida, tanto en la
escuela primaria como en la secundaria, se debe al simple hecho que los Métodos Numéricos
no operan bajo la HIPOTESIS DE PRECISION INFINITA. hipétesis ésta, implicitamente
aceptada en todos los razonamientos y conclusiones de la aritmética y dlgebra elementales.

Ejemplo 3.5.- Determinar el error total que se comete al ponderar la suma del ejercicio ante-
rior (expresién 3.28) pero. realizando las operaciones asociando de a dos sumandos y
considerando a éstos de igual orden de magnitud.

Solucién: Para simplificar la parte resolutiva del ejercicio, se supondra que los sumandos estin
libres de errores inherentes tal como se hizo en el ejercicio anterior. Se trata, pues, de
realizar:

(3.33) y=(x7 +x2) + (x3 +xg)

cuyo grifico de proceso, es el que se encuentra representado grificamente en el diagrama de la
figura 3.7.

Luego de realizar el primer paso de ambas ramas, resultan los errores relativos:

X

Ei =L 0+—2—0+5, =,
x, +x, X +x,
y, por la otra rama:
X X
E:3+24 3 .O+ 4 O+S2 _57
X, +X Xy Xy -
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como muestra el siguiente diagrama:

e —
H X+ X2 X2+ Xy

X+ X2+ X3+ Xy

P X+ X+ X3+ Xa

s

- Figura 3.7 -

Realizando el siguiente paso, considerando los resultados anteriores como erro-
res inherentes para éste, se obtiene:

Ef._ x1+x2

4

L X, +X
Si‘i' ' 3 4
)C1+.X2 +)C3 +X4 x!-!-xz +X3+X4

S, +5;

de donde, considerando los errores por redondeo del mismo orden de magnitud y multiplican-
do el segundo miembro por la suma de las cantidades en cuestién, resulta el error absoluto:

(3.34) EF =(2x,+2x, +2x,+2x,)8 =2(x +x, +x,+x,)S

de la que es posible sacar algunas importantes conclusiones, como se estudiard en los siguien-
tes puntos.

se00 Y1) see

Comparando esta Glima expresién con (3.29) y (3.31) se concluye gue, cuando
se trata de sumar varias cantidades de igual orden de magnitud es conveniente agruparlas en
sumas parciales de, aproximadamente, igual nimero de sumandos, a los efectos de realizar el
primer paso y luego, efectuar la suma de todos los resultados parciales. '
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Fundamentando en lo observado a lo largo del presente capitulo, es posible
establecer la siguiente:

Regla: Al sumar una cantidad aproximada de n* sumandos, de igual orden de

magnitud, es conveniente agruparlos, primeramente, en n sumas de n su-
mandos cada una, aproximadamente, y luego, sumar los n resultados par-
ciales obtenidos anteriormente.

Se puede apreciar a través de este ejemplo que, tampoco se cumple la propie-

dad asociativa de la suma cuando se opera con niimeros aproximados; vale decir, fuera de las
condiciones establecidas por la hipétesis de precisién infinita.

3.6.3.- CONCLUSIONES

Los pocos casos expuestos en los ejemplos estudiados, en los cuales se han
obtenido resultados realmente inesperados, en la prictica se cuentan por docenas; por ejemplo:

no es lo mismo que
X+x+x 3x
x] (xp-x3) XjXxp-X] X2
X, — X, S
X3 X3 X3

etc., como puede ficilmente demostrarse (quedando como ejercicio para el lector), dando lu-
gar a pequefias diferencias en los resultados de las operaciones las que, pueden acentuarse se-
gtn la diferencia de magnitud entre los valores en cuestién y la complejidad de las expresiones
aritméticas intervinientes.

Las poco significativas variaciones que ocasionan las expresiones estudiadas,
por contener unas pocas operaciones, pueden convertirse en grandes errores cuando el proce-
samiento requiere cientos de miles, y a veces millones, de operaciones aritméticas, cuales son
los algoritmos infinitos y los procesos iterativos.

- En estas situaciones, mds cercanas a la realidad, un error pequefio al principio,
puede multiplicarse considerablemente a causa de las leyes de propagacién estudiadas, dando
como resultado cantidades completamente diferentes de las magnitudes reales.

En el capitulo primero se ha estudiado que para resolver un problema con éxito,
deben agotarse de manera correcta ciertas etapas. Una de ellas es el andlisis de la optimizacién
del modelo matemdtico ya definido y formalizado analiticamente, el que, desde el punto de
vista de las aproximaciones numéricas debe tender, en lo posible, a disminuir los efectos de la
propagacién de los errores, teniendo como premisas fundamentales, las siguientes:
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1.- Volver a escribir las ecuaciones del modelo matemdtico de manera tal de
minimizar el niimero de operaciones aritméticas que serd necesario reali-
zar por paso, para reducir al minimo los nocivos efectos de los errores por
redondeo,

-2.- Redistribuir, en lo que se refiere al orden y a la forma, las distintas ope-
raciones incluidas en cada expresion matemdtica del modelo con el objeto
de minimizar el sistemdtico efecto de los errores en las operaciones arit-
méticas, y

3.- Cuando las expresiones matemdticas del modelo incluyan sumas y restas
" de varias cantidades, desarrollarlas de manera tal, que permitan trabajar
primero con los niimeros mds pequerios.

Teniendo especial cuidado de observar estas simples, pero pricticas reglas de
procedimiento, se obtendridn excelentes resultados, adn haciendo uso de métodos de célculo
elementales o poco perfeccionados, desde el punto de vista de la estabilidad de los métodos
numéricos. o

3.7.- PROBLEMA INVERSO DEL CALCULO DE ERRORES

Mirando el problema del célculo de errores, cabe hacerse la siguiente pregunta:
(con qué aproximacién deberdn tomarse los valores de las variables que intervienen como da-
tos en una determinada funcién:

Y=Fxx;;x)
para que sea calculada con un error menor o igual aun E arbitrario, previamente fijado ?

Como puede apreciarse, se trata de resolver el problema inverso al estudiado en
el punto correspondiente a los errores inherentes. Este es un problema que se resuelve median-
te la aplicacién de la formula fundamental del cdlculo de errores como puede apreciarse en el
siguiente:

Ejemplo 3.6.- Se trata de determinar el volumen de un paralelepipedo reciangular cuyas aris-
tas miden, aproximadamente, x=35 cm.; y=40 c¢m.; z=45 c¢m., con un error menor que
50ecm.

Solucién: El problema, bdsicamente, consiste en determinar con qué precisién se deberdn me-
dir las aristas del paralelepipedo para mantenerse dentro de las condiciones fijadas por
el problema. Siendo:
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entounces:

|+ 1400]n, |

hl

= 1800, |+ 1575

4

k] = ly.z].‘hJ+|x.z|.'\hy|+|x.yl.

y admitiendo que los errores de x; y; z son del mismo orden y debiendo ser Ikl <50cm’, re-
sulra:

o n
zihy|=]hzg<~&n—,50,01(:m

hx
4775cm’

es decir que, solo pudiendo medir los lados del paralelepipedo con una aproximaci6n de al re-
dedor de la centésima de centimetro, es posible lograr el volumen con la aproximacion desea-
da.

e e 29¢ see
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4.- RAICES DE ECUACIONES

Introduccién. Comportamiento de las ecuaciones. Métodos genera-
les de resolucion. Método de TANTEOS. Error en el método de TANTEOS.
Método del INTERVALO MEDIO. Error en el método del INTERVALO
MEDIO. Método de INTERPOLACION LINEAL, Convergencia del método
de INTERPOLACION LINEAL. Método de NEWT ON-RAPHSON. Conver-
gencia del método de NEWTON-RAPHSON. Error en el método de NEW-
TON-RAPHSON. Método MIXTO. :

4.1.- INTRODUCCION

Uno de los problemas que con mayor frecuencia se presenta en cualquier rama
de la técnica o de la ciencia consiste en tener la necesidad de determinar las raices de una
ecuaci6n de Ia forma:

4.1) fix)=0

donde f{x) es una funcién de la variable real x con coeﬁcientes reales. El proceso de resolver
la ecuacién (4.1) consiste en hallar aquellos valores numéricos de la variable independiente x,
denominados RAICES de la ecuacién, tal que reemplazados en el primer miembro la anulan.

Se sabe que el 4lgebra provee férmulas de resolucién para ecuaciones cuyos
primeros miembros son polinomios, hasta el cuarto grado inclusive. Para ecuaciones de grado
mayor no existen métodos exactos que las resuelvan *. Otro tanto ocurre con las ecuaciones
denominadas trascendentes. En este capitulo serdn estudiados varios procedimientos que
permiten calcular valores APROXIMADOS de las rafces.

Se comenzaré por definir algunos términos y estudiar el comportamiento gene-
ral de las ecuaciones, desde el punto de vista de la matemética pura.

! Teorema de RUFFINI - ABEL.
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Primeramente es necesario mencionar que no existe sobre este tema una PA-

NACEA UNIVERSAL: es decir, un método que aplicado sistemdticamente, sin ningiin conoci-
miento previo de la ecuacién a resolver, y sobre todo de sus raices, resuelva todo tipo de pro-
blemas. Este conocimiento previo al que se ha hecho referencia obliga a tratar de agotar ciertas
etapas intermedias para lograr los resultados deseados.

Las distintas etapas que, inevitablemente, deben seguirse para resolver una
ecuacion, a las cuales se ha hecho mencién en el punto anterior son:

a) ACOTACION de las raices,
b) SEPARACION de las raices, y
¢) APROXIMACION de las rafes.

El proceso de ACOTAR LAS RAICES de una ecuacion consiste en determi-
nar un intervalo abierto, denominado INTERVALO DE ACOTACION, que contenga a to-
das las raices que pudieran interesar. Existen maneras precisas de operar cuando las ecuaciones
son algebraicas, para acotar raices, las que serdn estudiadas en el siguiente punto. Cuando se
trata de ecuaciones trascendentes no existen métodos generales, el estudio debe realizarse para
cada caso en particular.

.La prictica de SEPARAR LAS RAICES equivale a realizar una particién del
intervalo de acotacién, tal que, en cada subintervalo cerrado se encuentre una y solamente una
rafz. Para separar raices de ecuaciones algebraicas se estudiardn algunos métodos particulares,
en los puntos correspondientes. Cuando se trata de ecuaciones trascendentes el estudio debe
realizarse especialmente para cada caso, en particular. Este paso es de fundamental importan-
cia, tanto en el caso de ecuaciones algebraicas como trascendentes, para evitar pasar por alto
algunas raices o no identificar raices mdltiples, principalmente.

El paso de APROXIMAR LAS RAICES es el procedimiento que consiste en
calcular el valor numérico de ellas con tanta precisién como se desee. Para poder lograrlo se
estudiardn varios métodos de aplicacién general; vale decir, ttiles tanto para el caso de ecua-
ciones algebraicas como para las trascendentes. Seguidamente a los nombrados métodos gene-
rales, se estudiardn métodos especiales dedicados a ecuaciones algebraicas, los que resultan en
un mayor rendimiento, velocidad y sencillez de la operatoria.

4.2.- COMPORTAMIENTO DE LAS ECUACIONES

En el punto anterior se ha mencionado la conveniencia de tener cierto conoci-
miento previo de las ecuaciones que se desean resolver y ademds, que el mismo se obtiene
mediante la acotacién y separacioén previas, de las raices. Se ha visto también, que tratdndose
de ecuaciones trascendentes debe ser estudiado cada caso en particular.
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. Este estudio se realiza teniendo presente una serie de resultados del anlisis
matemitico que facilitan el conocimiento de la ubicacidn de las raices. Considérese un intervalo
(a;b) en el cual una funcién f(x) es continua, y sea AB el arco que la representa en coorde-
nadas cartesianas, entonces es posible afirmar que:

L- Si fix) tiene distintos signos en dos puntos de abscisas a y b, se anula
por lo menos una vez en (a;b), y en general, un niimero impar de veces.
Consultar la figura 4.1.

I1.- Si fix) tiene igual signo en dos puntos de abscisas a y b, o bien se
anula un niimero par de veces en el intervalo (a;b). o bien no tiene ninguna
raiz en el mismo.

Puede apreciarse en la figura 4.2, que entre los puntos x=c y x=d, la funcién
no se anula, mientras que, en el intervalo (a;b) se anula cuatro veces.

A 4

- Figura 4.1 -

I1.- Si f(x) es mondtona creciente (o mondtona decreciente) en el intervalo
(a;b); vale decir que, si f'(x) tiene un signo determinado (mds o menos) en
todo punto del intervalo, y es sg fla) distinto de sg fib), hay una sola raiz r
de f(x)=0, mientras que, si los signos de fla) y f(b) son iguales, con segu-
ridad no hay ninguna raiz.

En la figura 4.3, se han representado los distintos casos que da lugar el teotema
anterior, los que permiten efectuar la separacién de laraiz r del intervalo (a;b); es decir, ase-
gurar cuando en dicho intervalo hay una sola raiz o, no hay ninguna raiz.

* Teorema de BOLZANO
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v

- Figura 4.2 -

IV.- Entre cada par de raices consecutivas de f'(x) la funcion flx) es cre-
ciente o decreciente; vale decir, mondtona y de acuerdo a III, tiene una sola
raiz o ninguna.

- Figura 4.3 -

En la figura 4.4, es posible apreciar grificamente distintas opciones de estos
Gltimos teoremas. Nétese que en as , es fla ) = f(a) = 0, siendo pues, una raiz de tipo es-
pecial denominada RAIZ MULTIPLE, (en este caso doble) las que se estudiarin mds adelante.
En el punto ag ,-se presenta otra particularidad; en este caso se trata de un PUNTO DE EN-
SILLADURA.

Con el objeto de profundizar en la prictica del comportamiento de las funcio-
nes, se presentan los siguientes:
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- Figura 4.4 -

Ejemplo 4.1.- Sea tener que acotar y separar todas las posibles raices de la ecuacién dada por
la funcién:

fix)=x-cosx=0.
Selucién: En este caso, como el valor de x estd comprendido en el intervalo (- o : oo); mien-
tras que, cos x, en (-1 ; 1), se deduce que para x <-"/,, f{x) es siempre negativa y
que, para x 27, f(x) es siempre positiva. Se concluye que:

Intervalo de Acotacion = (- ™,; )

Para poder separar las raices es necesario estudiar el comportamiento de la
ecuacién en distintos puntos del intervalo de acotacién; para lo cual se consiruye la siguiente
tabla:

x |[-3i0ifi m
P51 n2
- Tabla N° 4.1 -

Con respecto a los signos, puede apreciarse en la tabla N° 4.1 que:

58 f(-"12) =58 £ (0)

entonces, por lo expresado en los puntos II y I71, se sabe que no existe ninguna rafz en el inter-
valo (- "/ ; 0). En el siguiente subintervalo, .

sg f () =sg f(72)
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donde, por las mismas razones dadas para el subintervalo anterior, existe una dnica rafz. Me-
diante andlogas consideraciones es posible asegurar que en ("1 5 ; ™), la ecuaci6én no tiene nin-
guna raiz. Se debe notar que resulta indispensable considerar si f(x) = I-sen x es mondtona o
no, en cada subintervalo.

En el presente ejercicio, la Gnica raiz que existe, tiene un valor numérico igual a
r = 0.73908502.

s [ 1 1] *re

Ejemplo 4.2.- Sea el problema de acotar y separar todas las posibles raices de la ecuacién da-
da por la funcion: '

ﬂx):x';—.?x-I:()l

Solucién: Para separar las raices de la ecuacién x’ - 3x - 1 = 0, primero, se debe calcular el-

valor de f(x) = 3( x* - 1); expresién que se anula en los puntos x = 1 yx = - 1. Por
ser f{1)=-3y f{-1)= 1, hay una sola rafz en el intervalo (-1 : 1‘). como puede apre-
ciarse en la figura 4.5.

y
r; ) Iy |
: -1 0 1 2 X
- Figura 4.5 -
Ademds, como f{0) = - 1, esa raiz se encuentra en el intervalo (-1 ; 0). Calcu-

lando f{-2) y f(2), se aprecia que las tres raices se estdn-en los intervalos (-2;-1),(-1;0)y
(1;2), y sus respectivos valores son:
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r; = -1,532088886 ; rp = - 0,347296355 y r3 = 1,879385242

o e 208 o

4.3.- METODOS DE RESOLUCION DE ECUACIONES

En los puntos que siguen se estudiardn varios métedos de resolucién de ecua-
ciones. los que podrdn ser aplicados tanto a la resolucién de ecuaciones algebraicas como tras-
cendentes. Mds adelante se estudiardn métodos especializados en la resolucion de ecuaciones:
algebraicas exclusivamente. La tnica razén de incluir mds de un método es el hecho compro-
bado, mencionado en la introduccidn, de que no existe en este campo una PANACEA UNI-
VERSAL; vale decir, el método que resuelva todos los problemas que se puedan presentar en
la prictica.

En los puntos que siguen se considera que se posee cierto conocimiento ele-
mental previo de la ecuacién, como ser el intervalo de acotacién de las raices o, mejor atin,
subintervalos de separacién de las mismas. ‘ '

4.3.1.- METODO DE TANTEOS

En el METODO DE TANTEOS se determinan valores de f{x) correspon-
dientes a valores sucesivos de x hasta que se presente un cambio de signo en la evaluacién de
fix). El cambio de signo indica que se ha pasado por una rafz. Entonces se puede obtener una
aproximacion mejorada del valor de 1a rafz volviendo al dltimo valor de x que precede al
cambio de signo, y a partir de este valor de x, determinar nuevamente los valores de f{x) co-
rrespondientes a valores sucesivos de x, reiterando el procedimiento, pero, utilizando a partir
de ahora, un incremento menor al que se utiliz$ inicialmente, hasta que cambie nuevamente el
signo de f{x). k

El procedimiento descrito en el parrafo anterior se reitera con incrementos de x
cada vez mds pequefios hasta lograr un valor suficientemente preciso de la rafz. Si se aplicara
nuevamente este procedimiento para otros subintervalos de separacion, se localizardn y apro-
ximardn las sucesivas raices de f{x), en cada cambio de signo de esta.

Es importante acotar y separar las raices antes de aplicar este método con el fin
de no pasar por alto alguna de ellas. Es necesario tener la precaucion de elegir cuidadosamente
el valor inicial del incremento, dado que, es posible que no se identifique una de dos raices muy
préximas. Generalmente esto no sucede si se utilizan valores del incremento suficientemente
pequeiios en la sucesion inicial.
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Otro problema que puede acarrear la falta de conocimiento previo de la funcién
es el sobreflujo que seguramente se produce en la computadora a causa de valores muy gran-
des o préximos a infinito de la funcién para ciertos valores de x. Es necesario evitar estos in-
tervalos, tratdndolos-de un modo diferente.

Este método, por demds elemental, pero muy laborioso de ser aplicado ma-
nualmente, es hoy de uso corriente debido a la gran capacidad de procesamiento de las compu-
tadoras electrénicas digitales, ademds de la rapidez con que lo hacen.

4.3.1.1.- Error en el Método de TANTEQOS

Tal como se ha descripto en el punto anterior, el método de tanteos constituye
un algoritmo infinito que deberd ser detenido indefectiblemente mediante algtin procedimiento
artificial.

Este procedimiento artificial puede ser utilizado para lograr la precisién deseada
en cuanto al grado de aproximacién requerido, si se detiene el procesamiento cuando la dife-
rencia, en valor absoluto, entre dos valores consecutivos de la variable es menor o ignal que
una cierta constante E positiva y arbitraria, previamente establecida; es decir, cuando la DI-
FERENCIA ABSOLUTA resulta: '

(42) ., —x|<E

Una alternativa mis eficaz y por tanto muy utilizada, dado que no demanda

procesamiento adicional, consiste en operar sobre el valor de la funcién que, en este caso es
calculada en todos los pasos para estudiar la evoluci6n del cambio de signo de la funcién, de la
misma manera en que se lo ha hecho con la variable; en otras palabras, puede detenerse el pro-
cesamiento y adoptar el valor de x; para el cual resulta:

4.3) |f (x| <E

Donde E seri el error maximo admisible en el procesamiento, haciendo uso de
esta alternativa.

see YY) eee

4.3.2.- METODO DEL INTERVALO MEDIO

Supéngase que mediante algin método se ha separado una de las raices de una
ecuacién dada por: :
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4.1) fix)=0

Por el teorema de Bolzano, se sabe que si f{x) es continua en el intervalo (a;b)
y en los extremos toma valores f{a) y f(b), respectivamente, con signos opuestos, entonces,
la funcién f{x) = 0 se.anula por lo menos una vez, o un nimero par de veces, en un punio
interior de (a;b).

Una interpretacion geométrica del teorema de Bolzano conduce naturalmente a
dividir el intervalo dado en dos partes iguales; si no se anula en el punto de divisién, se tomar4
aquel subintervalo (a; ;b;) en cuyos extremos la funcién tiene signos diferentes (consultar la
figura 4.6); es decir, si se cumple la condicién:

flar) . flb1) < 0
Dividiendo nuevamente el subintervalo obtenido en el paso anterior en dos

partes iguales y, si no se anula la funcién en el nuevo punto de subdivisién, se tomar4 aquel
nuevo (a; ;b,) donde:

flaz) . fib) < 0

v

a=a; a;

- Figura 4.6 -

Reiterando el procedimiento, se llegard a un punto de subdivisién en el que, al
menos tedricamente, se anula f{x). En general, se obtendrd un par de sucesiones indefinidas
mondtonas que tienden a un ndmero u, tal que: '

as<qf..f2a, ... fu<...<b,L...<5;<b

. Considerando el procedimiento utilizado en la construccién de los subinterva-
los, es posible escribir:
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b—-a
b,—a, = -
) 2
b1 —ai b—a
bt ="
b,—a, b-
b, —a, 2 7% _ 3“
2 2
y, en general:
b—a
(4.4 b —a =
4.4) Y

en la que n representa la cantidad de subdivisiones realizadas en el intervalo (a,;b). Tomando
limites para n — o, resulta:

A
, . b-a
(4.5) lim(b, —a, )= lim Uq "

de donde es posible concluir que, en el punto x = u, es flu) = 0, por estar u incluido en el
entorno dado por b - a. que. por pequefio que sea, la funcién toma en sus extremos valores de
$ignos opuestos.

4.3.2.1.- Error en el Método del INTERVALO MEDIO

Se ha visto ¢c6mo, mediante subdivisiones sucesivas por partes iguales, de un
intervalo que contiene la raiz a determinar (intervalo de separacién), se puede construir un
algoritmo que permita obtener dicha raiz, con la aproximacién que se desee, siempre que se
verifique que:

(4.6) b, - a, S E

Puede interesar conocer cuantas iteraciones son necesarias realizar para que el
error con que se calcula el valor de la rafz no supere un cierto valor arbitrario E > 0; en cuyo
caso, por (4.4) y (4.6), es: :

b-a

bu —-a,= <E
2’!

de donde, es posible despejar el nimero de iteraciones que son necesarias realizar para que el
error sea menor o iguala E:

94

METODOS NUMERICOS Guido J. PACE Cap. N°4

, log(b—a)-logE
o fog2

Para finalizar, es necesario alertar sobre la posibilidad de pasar por alto raices,
si solo se cuenta con un intervalo inicial de ACOTACION: o bien, cuando algunas raices son de
multiplicidad superior a uno. Todos estos inconvenienies se evitan si se aplica el método sobre
intervalos de SEPARACION exclusivamente, y ademds, se estudia la multiplicidad de la o las
raices obtenidas.

Con el objeto de aportar mayores preuslones sobre el método del Intervalo
Medio, veamos el siguiente:

Ejemplo 4.3.- Determinar el valor de la rafz de la funcién fix) = e - x - 3, que se halla com-
prendida en el intervalo (-1; 2), con una aproximacién menor o igual que 0,0001; vale
decir, E < 1074

Solucién: La cantidad de veces que serd necesario iterar el algoritmo para obtener la precisitn
deseada es:

og(2+1)—logl0™ 0477+4
n> = =14 87
log2 0,301

Esto indica que 15 iteraciones son suticientes para obtener la aproximacion de-
seada. El proceso de cdiculo arroja los siguientes valores:

Valor de la Funcién Intervalo resultante

f-1) =-363212 (-1:2)
f2) = 0,38906 (0.5:2)
f0.5) =- 160128 (1.25:2)
11.25) =- 107216 (1,625:2)
A1,625) =-0,56221 (1,8125;2)
f1.8125)  =-0.15941

donde, puede apreciarse que el valor de la funcién tiende con relativa rapidez a cero y que, los
sucesivos intervalos cumplen la propiedad f{a;) . fibi) < 0. Reiterando el procedimiento mos-
trado hasta completar los quince pasos, se habrd obtenido el valor de la raiz con la preusmn
deseada, que es: x = 1,8731 con todas sus cifras decimales exactas.

9o L 2.1 ] b
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4.3.3.- METODO DE INTERPOLACION LINEAL

Supéngase tener separadas las raices de una ecuacién f{x) = 0, donde, uno de
los subintervalos de separacién viene dado por (x, ; x, ), en el cual se cumple también la con-

dicién: f{x, ). fix,) < 0, tal como se ilustra en la figura 4.7, para y = f(x).

Po(xs;y7)

y=fix)

Ps(x3; ya)a ;

v

X2 X

Py(x;; y1)

- Figura 4.7 -

Como fix,) y fix,) tenen signos diferentes, se sabe que, de ser monétona en
el intervalo dado (x, ; x, ), entonces f{x) tendrd unaraiz entre x, y x, . La ecuacién de la

recta que pasa por los puntos P, ; P, ,es:

Y27y
y=» 2;2_:7j(x_x1)

en la que, para hallar la interseccién con el eje de las abscisas se hace y=0, tomando x el va-

lor x,,enlacual x; esuna mejor aproximacion del verdadero valor de la raiz, como puede

3 2
observarse en la figura 4.7; resulta entonces:

—y= u(x3 -x)
—x

y, despejando de esta Gltima:

_X YT XN

47 x
( ) . } Y= N
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El valor determinado de esta manera, se sustituye en la funcién para calcular el
correspondiente valor de ;- A esto sigue una comparacién entre los signos de fix; } con los

de fix,) y fix, ), desechando el punto para el cual la funcién tiene igual signo que fix; ). Se-

guidamente con idéntico procedimiento al ya expuesto, se reitera el primer paso entre los
puntos del subintervalo asf obtenido con el objeto de determinar el valor de xy, que es atin una
mejor aproximacién de la raiz buscada.

Es necesario repetir el procedimiento descripto con nuevos pares de puntos que
definan los correspondientes subintervalos, cada vez mds pequefios, hasta que se logra una
aproximacion que tenga la precisién previamente fijada, lo que ocurre cuando dos -valores con-
secutivos de x difieren en una cantidad menor que un cierto valor E positivo y arbitrario de

prueba, y mejor atin, con la verificacién de que el valor de la funcién se encuentra muy préxi-
mo a Cero.

Este método, llamado por algunos autores METODO DE LA REGULA
FALSI, o también METODO DE LAS PARTES PROPORCIONALES, puede ser utiliza-
do en la computadora para determinar las raices de una ecuacién, con un grado especificado de
precision y con un nimero menor de iteraciones que las que se utilizan en el método de tan-
teos; o sea, es un algoritmo que converge més ripidamente a la solucién que aquel dado en el
método de tanteos. » : '

Atin queda por estudiar su aptitud respecto de la convergencia, cosa que se
realizard a continuacién.
4.3.3.1.- Convergencia del método de INTERPOLACION LINEAL

Para tener la plena seguridad que el Método de Interpolacion Lineal converge,
es necesario que satisfaga, en los puntos x, ; x, (extremos del subintervalo de separacién de

las raices, tomado inicialmente) algunas condiciones especificas; estas son:
) fix)fix,)<0
2) fx)#0 para todo

x€ (x;;x;)

3 J(x) debe ser monétona-para todo punto del intervalo (x;; x;)

e [ 7 ¥} LA A4
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4.34.- NIETODO‘DE NEWTON-RAPHSON

Este método, muy itil en el caso de tener que mejorar una primera aproxima-
cién a una rafz r de una ecuacién de la forma dada por la expresién (4.1), la que pudo haber
sido separada por simples tanteos, mediante algiin recurso gréfico, o de cualquier otra manera
posible. .

- Figura 4.8 -

. Supéngase que x es una primera ‘apr'oximacién al valor de .'lir")a raiz, la que
puede ser directarmente uno de los extremos del intervalo cerrado def’ﬁ?"‘f@‘?}én [a: b]'. Si se
dibuja una recta tangente a la curva en el punto x = Xy, . interceptard al eje'dev‘las absc;sgs en
un valor dado por x = x_,, , que constituye una aproximacién mejorada de la raiz r. Consultar

en la figura 4.8.

Se puede observar que la pendiente de la recta tangente a la curva y = flx) es:

g0 =£(x,)= 'xf'“fx;)

n n+l
de donde:

£ (%)
(%)

(4'8) Kpay = Xy~

agQ
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El valor de la funcién. como asf también el de su derivada, son conocidas para
el valor x = x, , y la nueva aproximacién de la raiz x,.; . se obtiene utilizando la ecuacién
(4.8). Se repite el procedimiento descripto, partiendo de esta nueva aproximacién, para obte-
ner una mejor. Continuando de esta manera hasta que dos valores consecutivos de la rafz
aproximada difieran en una cantidad igual o menor que un cierto E positivo y arbitrario, pre-
viamente prescrito.

4.3.4.1.- Convergencia del Método de NEWTON-RAPHSON

Tal como se puede apreciar en la figura 4.9, si se aplica el procedimiento en el
punto x, = b, en lugar de lograr una mejor aproximacion a la rafz, el procedimiento se hubiera
alejado de ella. Lo mismo sucede si el procedimiento se aplica en el punto x, = a. Este proble-
ma, que fue estudiado por Fourier, quien establecié ciertas condiciones sobre el punto en el
cual debe ser aplicado el procedimiento de Newton-Raphson, en funcién de los signos que to-
man f{x) y f'(x), pues, de lo contrario, la aplicacién del método podrfa resultar divergente;
vale decir, ampliar el intervalo en vez de estrecharlo, finalizande en un sobreflujo de la compu-
tadora.

- Figura 4.9 -

Se supondri, entonces, que en el punto X, , tanto la funcién, como sus deriva-
das de primero y segundo orden tienen un signo determinado, distinto de cero. Fourier esta-
blecid que el procedimiento de Newton-Raphson debe aplicarse en caso de que fix, ) v f'(x. )
tengan igual signo; de no ser asi, en general, el procedimiento es divergente.

En la figura 4.10 se hallan representados graficamente los cuatro diferentes ca-
s0s que, en la prictica se pueden presentar, donde el métode de Newton-Raphson es. con se-

- guridad, aplicable. ,

. A continuaci6n se tratard de demostrar analfticamente lo que, intuitivamente, se
ha expuesto. Tomando los tres primeros términos del desarrollo en serie de Taylor, aplicado
en un entorno del punto x = a, resulta:

fa "
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a<€<x

@9 =@ @5 a) 7 E)

donde, para el valor de la variable igual al de larafz 7, se verifica qué fir)=0.

- Figura 4.10 -

Suponiendo ahora que,ﬂ f(a)#0, en el punto x = r, se tiene:

a<&<r-

1 ” .
0= f(a)+(r—a)f’(a)+5(r—a)zf €) E
y despejando de esta dltima, el valor de r correspondiente al segundo término, se obtiene:

(a) W frE)
(@) 2( VT @)

Los dos primeros términos determinan, como ya se estudid, el valor aproxima-
do de la raiz que, si se lo-designa con a', resulta:

r=a- ; a<g<r

4.10) a'=g--

que, como puede comprobarse es equivalente a (4.8). Se demostrard que a’ estd mds proxi-

mo a r que el valor de a, suponiendo que la funcién f{x) yla derivada segunda f’(x) tienen .

igual signo en un entorno del punto x = a. En efecto:

411 ra -__( _ )2 J;”%z))
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de donde:
4.12) r—a’ 1 (r a) f”(&)

a-a 2 fa)

: - Esta igualdad afirma que, si la funcién f”(€). tiene igual signo que ‘fa), el nu-
merador y el denominador del primer miembro tienen que tener, necesariamente, el mismo sig-
no; 0 sea, que a’ estd situado entre los valores de a y r; vale decir que, a’ mejora la apro-
ximacién dada por a.

La condicién estudiada reéibe el nombre de OBSERVACI()N DE FOURIER

y da origen a un Teorema que se expondra a contmuamén Luego de todo 10 dlcho es p031b1e
afirmar que: SR : ‘

Teorema: Una funcién f(x) = 0, definida, mondtona, dos veces derivable y con de-

rivadas continuas; vale decir: (fe C) en el mtervaio ( a ; b), que satisface
las siguientes cona’zcwnes

I f( a). fl b)<0
I f(x) dzstmta de 0 para todo ' x comprendzda en (a; b)
mr flxg).f (xo) > 0 con x comprendida en (a;b)
entonces, dadas estas condiciones y tomando xo como primera aproxima-
cion de la raiz r; el metodo de NEWTON-RAPHSON converge a la inica
solucién r de flx) =
Es necesario hacer notar que la tercer condicidn puede ser satisfecha en los dos
extremos del intervalo de separacién; en uno solo de ellos o0, eventualmente, en ninguno. Enla
figura 4.9 se muestra el caso en que mnguno de los dos extremos del 1nterva]o de separacién
perrmte la aphcauon del metodo : -
4.3.4.2.- Error en el Método de NEWTON-RAPHSON
- Puede apreciarse que,. mediante la .aplicacién de la férmula del Método de
NEWTON-RAPHSON, dada por-la expresién 4.8, se puede cometer un error absoluto expre-
sado por:
" - . Ex<lr-al

que segdn la expresi6n 4.11, en algin momento del cdlculo, resulta:
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(4.13)

po|r=a)F7E >l

2f (a

Si bien no es posible conocer todos los valores de las expresiones incluidas en el
segundo miembro, pueden tomarse cotas superiores de las expresiones desconocidas que in-
tervienen en ella. Llamando % a la longitud del intervalo. (b - a) y, K a una cota superior del
valor de f”(x), resulta entonces: . .

<l_h:1<_l -
2 f(a))|

la que se constituye en la expresién de una cota superior del error cometido en la apliczicién del
metodo de NEWTON-RAPHSON.

La aplicacién del rnetodo de NEWTON- RAPHSON se estudlaré a través del
siguiente:
Ejemplo 4.4.- Se trata de resolver mediante la aplicacién ‘estudiada del método de NEWTON-
RAPHSON, la ecuacién:
fix)=x"-10Inx-3
Solucién: Utilizando cualquier procedimiento para realizar labsepamci()n previa de las raices,

se encuentra que una de ellas estd comprendida en el intervalo (4: 5) Se sabe tam-
bién que:

f’(x)=2x—-l—0 ; f”(x)=2+l.(§)- :
. x x° .

Conociendo todos los elementos que intervienen en el problema, entonces de-
ben ser verificados sus valores, a la Iuz de las tres condiciones previamente expuestas:

I fi4).f(5) =-0.863.5906 <0

| f(x)# 0 ; paratoda x que pertenece al intervalo (4 5), por
.ser monétona : '

I Cuando x) =4 = f{4). f(4)=- 0,863 . 2,625 < 0 entonces
se desecha por no cumplir la tercera condicién establecida por
el método. Cuando xp =5 ; f(5). f'(5) =5,906 . 2,4 >0 en-
tonces es posible aplicarlo. : i
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Haciendo uso de la expresién (4.10) en el punto extremo x = 5, resulta:

FG) s FO) g 5906,

X, =x,— =
)~ f6) 8
Proceso que es posible iterar hasta que, entre dos valores consecutivos de las
aproximaciones de la raiz, no se observa una sensible mejorfa, segiin criterio previamente es-
tablecido. A continuacién se verd como puede calcularse una cota superior del error para el
valor asf obtenido. Supéngase detener el procedimiento en el primer paso; en el cual se sabe
que:

E<‘ h

25" (x)

donde.h=b-a=5-4=1;y
K = mdx [f'(4) : fu(j)] = mdx [2,625 ; 2,4] = 2,625
entonces:

1x2,625
<___.——
2x8

=0.164

valor que representa una cota superior del error de la aproximacién obtenida luego de realizar

el primer paso.
> e e e oo

Las funciones y operaciones preprogramadas, son aquellas-que mediante una
sola instruccién de codificacién del programa, son ejecutadas por la computadora, resolviendo
una gran cantidad de pasos elementales que, de otra manera demandarian una extensa y com-
plicada codificacién. Tratdndose de funciones trascendentes, generalmente, se utilizan desarro-
llos en serie para calcular su respectivo valor; mientras gue, en el caso de algunas operaciones
elementales, los desarrollos en serie se sustituyen con ventaja por férmulas iterativas deducidas
a partir del método de NEWTON-RAPHSON, como se podr4 apreciar en el siguiente:

Ejemplo 4. 5 Supdngase tener que construir un algoritmo para calcular el inverso de un'nd-
mero que serd denominado, en general N.

Solucién: Dadas las condiciones del problema, resulta:

1 i
=L f)=2-N=0
x=y= )=
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mediante la cual, luego de aplicar los principios del método de NEWTON-RAPHSON, se ob-
tiene la siguiente férmula iterativa:

Xnpy = X (2\_ an)

~ Se debe iniciar el procedimiento con un xp tal que, N xy < 2, en caso contrario
el proceso serd divergente. Para N=3 y x,=0,5, se genera la siguiente serie de valores:

Xo= 0,5

x;=0,25
x,=0,3125
x3=10,33203125
x+=0,3333282471
x5=10,3333333333

como era de esperarse.

. Con el objeto de fijar los conceptos y aportar mayores detalles del procedimien-
to estudiado, veamos el siguiente:

Ejemplo 4.6.- Supédngase ahora, tener que construir un algoritmo para calcular la raiz cuadra-
da de un ndmero denominado, en general, N.
Solucién: Dadas las condiciones particulares de este problema, resulta:
x=n= f(x)=x*-N

de donde:

expresién facilmente aplicable. En este caso no se encuentran bien determinadas las restriccio-
nes sobre el valor inicial a ser utilizado en el procedimiento. Para calcular la raiz de 2 y toman-
do xo=2, resulta. :

X9p= 2

X 1= 1,5
x2=1,416666667
x3=1,414215686
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x4=1,414213562
xs=1,414213562

so0 [ X T ] eoe

4.3.5.- METODO MIXTO

En este caso no se trata de un método con procedimientos originales; si no, mas
bien, de la aplicaci6n sistemiética de otros dos métodos conocidos y ya estudiados con anterio-
ridad. En este orden de cosas, diremos que el denominado METODO MIXTO consiste en la
aplicacién simultinea de los métodos de las PARTES PROPORCIONALES y del de NEW-
TON-RAPHSON, ya estudiados en el presente capitulo.

Este método, fue sugerido en su momento por el matemdtico Dandelin, resul-
tando sumamente practico por la facilidad de aplicacién, programacién y su aceptable veloci-
dad de convergencia; lo que se traduce en una gran agilidad en el momento del procesamiento
del mismo.

El método mixto consiste, como ya se dijo, en la aplicacién sucesiva de los
métodos de las PARTES PROPORCIONALES y de NEWTON-RAPHSON, ya estudiados, de
manera alternativa, para obtener un verdadero encaje de intervalos que contenga al valor de la
raiz; vale decir, subintervalos que encierran el valor de r buscado, tal como se muestra en la
figura 4.12.

- Figura4.12 -
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Para la aplicacién de los distintos métodos es necesario tener en cuenta, en cada
caso, las restricciones propias de cada uno de los métodos intervinientes: como asf también, las
condiciones de convergencia de los mismos, ya estudiadas oportunamente; del resto, todo re-
sulta exactamente igual.

L2 24 [ X X ] o0
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5.- TEORIA GENERAL DE LA

ITERACION

Introduccion. Método de Iteracién. Convergencia del Método de
Iteracion. Utilidad del Método de Iteracion. Teoria General de la Iteracion.
Iteracion de Primer Orden de Convergencia. Iteracion de Segundo Orden
de Convergencia. Iteraciones de Ordenes Superiores de Convergencia. Pro-
ceso Delta-Cuadrado de Aitken. Método de Segundo Orden de Newton. Re-
solucién de Ecuaciones Algebraicas. Acotacién y Separacién de las Raices
Reales. Teorema de STURM.

5.1.- INTRODUCCION

En el presente capitulo, continuacién natural de lo estudiado en el anterior,
se proseguird con el tratamiento de la resolucién numérica de ecuaciones mediante la aplica-
cién de métodos iterativos comunes, pero, ademss, haciendo uso sistemético de los resultados
a los cuales se ha llegado mediante el estudio de la TEORIA GENERAL DE LA ITERA-
CION.

Los resultados aludidos en el pirrafo anterior, no son mas que las grandes
generahzacmnes a las cuales pudo llegar el estudio profundo y sistemdtico de las caracteristicas
generales, con algunas de sus particularidades, que tienen en comdn todos los métodos recur-
sivos o iterativos de cualquier especie; muchos de los cuales han sido tratados en el capltulo
anterior; otros, serdn estudiados en el presente..
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En este orden de cosas, mediante la denominada TEORIA GENERAL DE
LA ITERACION, es posible categorizar los métodos recursivos o iterativos. algunos de los
cuales ya han sido estudiados en el capitulo precedente, otros serdn estudiados mas adelante,
juntamente con la teorfa mencionada. ’

El elevado poder de sintesis logrado mediante los resultados obtenidos con el
estudio de la TEORTA GENERAL DE LA ITERACION, permite elaborar métodos que
pueden clasificarse como muy rdpidamente convergentes, logrando de esta manera, valores
altamente precisos luego de ejecutar un niimero relativamente bajo de pasos en el procesamien-
to.

Seguidamente, se estudiard el método de iteracién por excelencia el cual, por
tal motivo, lleva justamente el nombre de Método de Iteracion.

5.2.- METODO DE ITERACION

Para poder calcular una raiz r de la ecuacién
fix)=0

por el METODO DE ITERACION, es necesario que exista la posibilidad de escribir la ex-
presion analitica de la ecuacién dada, en la forma:

(5.1) ' g @=hx

lo cual, salvo muy raras excepciones, resulta posible y, generalmente, con un sencillo trata-
miento algebraico de la ecuacitn dada.

_ Admitiendo de antemano que, en un entorno del punto comtn o de intersec-
ci6n de ambas curvas, las que han sido representadas por y =f7 (x} e ¥y = f2 (x)enla figura

5.13,se cumpla que:

(5.2) ' 1A @) < 6
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vale decir que, en un entorno del punto x = r. la pendiente de la curva fj(x) sea, en valor ab-
soluto, estrictamente menor que la pendiente de la curva f> (x), como puede apreciarse en las

figuras 5.1 y 5.2.

y=fx

Bl fitw)

0 roox X X; X X

- Figura 5.1 -

Si se parte de un valor x, y se procede sistemdticamente como indican las
figuras 5.1 y 5.2, se obtendrdan nuevos valores x; ; x, ; x3 ;... de la variable, que convergen
hacia la raiz r buscada. )

y 1t \y = falx)
A\

Y = fulxi

0l xx X X2 %o . x

- Figura 5.2 -
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Como puede apreciarse, el proceso que es necesario realizar se sintetiza me-
diante el siguiente cuadro:

X, = filx)=f,(x) = x
x = fGE)=f05)=x
X, = fi(x)=F,0x)= x4

X, = F06)=F, () = Xy

lo cual permite obtener, si el proceso resultase convergente, €l valor aproximado r, de la raiz
buscada. '

Si las derivadas’ f;’(x) y f>'(x), en un entorno del punto x = r, tienen igual
signo, como se indica en la figura 5.1, la aproximacién se realiza de la manera indicada, y reci-
be el nombre de ESCALERA. Si, en cambio, los signos de las pendientes de las curvas involu-
cradas son diferentes, la aproximacién se llama en ESPIRAL, como se muestra en la figura 5.2.

Ejemplo 5.1.- En este caso, se trata de calcular la rafz r de la ecuacién dada por la siguiente
expresion:

fix)=e*+2nx+x-3=0

Solucion: Para iniciar el procedimiento de iteracién se puede subdividir la ecuacién dada, ha-

ciendo:
fl(x)%ex—i-x ; fi(x)=3-2Inx

y luego aplicar a estas tltimas expresiones las verificaciones y-la secuencia estudiada en los
pérrafos anteriores. ‘

*oe ® 06 *e 0
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5.2.1.- CONVERGENCIA DEL METODO DE ITERACION

Es posible estudiar la condicién de convergencia del método de ITERA-
CION, con solo demostrar que x4 7 €5 una mejor aproximacién a la rafz r que x;, . Para ello,
por serfl\(r) = f> (r), entonces:

f, (r) i) =1, (r) 'f2 (n+1)

Aplicando el teorema del valor medio a ambos miembros de la expresién
anterior y tomando mdédulos, resulta:

f1|(&v1]=lr_xn+l|‘|f2 l(&zj

Ir——x,,

donde, r<&,<x, ;r<&,<x,, ,ycomo x,=x,, entonces &, =&, cuando el proceso se
encuentra en estado relativamente avanzado; vale decir, cuando el valor de x;, se acerca al de

laraiz r.
Dado que, en todo punto de un entorno de x = r, por hipétesis se cumple:
IO NG

debe ser:

|r—x,.|<|r—x,

es decir que, la aproximacién de orden n+1 de la raiz r es mejor que la aproximacién anterior,
de orden n.

5.2.2.- UTILIDAD DEL METODO DE ITERACION
El uso mds frecuente del método de iteracién se realiza cuando la expresién
f(x) original se puede escribir en la forma x = g(x), con lo cual, una de las dérivadas es constan-

temente igual a uno. Suponiendo que X, sea una aproximacion al valor de r; entonces, si es:
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(5.3 lgtx)i<1i
resulta la siguiente sucesion de iteraciones:

X = é,’(xu );
xz = glxr)
*p = 8% )
X+, = 8% )

N T y=x y=g(x)

0 :x() it, x:Z 7 . X
- Figura 5.3 -
_ Como puede apreciarse, bajo estas condiciones el algoritmo se facilita gran-
demente. Ver figura 5.3.
Es importante que la condicién de convergencia previamente establecidét:
| g ’(x)i <1
sea satisfecha, pues, en caso contrario, el proceso resultarfa divergente, o bien, podria reducir-

se al caso general estudiado, ya que, deberia ser interceptada primero la curva y = x; con lo
cual se pierde la posibilidad de lograr el objetivo deseado. Observar en detalle la figura 5.3.
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Ejemplo 5.2.- Utilizando el método de ITERACION determinar la rafz comprendida en el in-
tervalo (0, 1), de la ecuacion dada por: '

N\ senx=5x-2=0
con cuatro digitos decimales exactos.
Solucién: Primeramente es necesario volver a escribir 1a ecuacién en la forma:
x = g(x)=sen”’ (5x -2)
de donde:

. 5
§ )= Tm———
J=25x* +20x-3
en consecuencia, se da inicio al procedimiento calculando, para x, = 0.3 elvalor:
£'(0.3)=6.66
dado que, para valores menores de 0,3 la cantidad subradical resulta negativa. No obstante, se
comprueba que la cantidad resultante es mucho mayor que la unidad; por 1o tanto, el proceso

no convergira.

Se probardn las hip6tesis correspondientes, volviendo a escribir la ecuacién en la for-
ma siguiente: v ' ’ '

x=g(x)= %(2-&- senx)

- de donde:

|
g’(x)==cosx
5
y, finalmente, para x = 0, resulta:
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g'x)=02

valor que resulta aceptable a la luz de la convergencia. Se utilizar4, entonces, la relacion re-
cursiva: V C ’

X, = %(2 +senx).

que, con x, = 0, produce:

x, =04 ; x, = 040139 ; x, = 040140 ; x, = 0,40140 ;

o090 eeo *ee

5.3.- TEORIA GENERAL DE LA ITERACION

En puntos expuestos en el presente capitulo se ha estudiado que, de manera
general, una ecuacién del tipo f{x)=0, puede ser resuelta haciendo uso de la expresi6én recursi-
va representada por: ‘

5.4) x,=0(x,)

Los nombrados métodos entran dentro de la categorla de los clasificados
como METODOS ITERATIVOS y se resuelven tomando x, COMO una primera aproxi-
macién de laraiz real 7, la cual se est4 tratando de calcular. ‘

Mediante Ia relacién iterativa (5.4) es posible generar una sucesién de valo-
1es X, X, X,; ... ; Xp que aproxima el valor de la rafz. Llamando Ej a la diferencia entre la

aproximacién xi de orden k y el valor exacto r e laraiz, resulta:

(5.5) Xo=r+E ;x,=r+E

3 L xp=r+Ey

Considerando las condiciones expuestas, la sucesion x,; x, ; ... ; X, tenderd

al valor r si, para algin k en adelante, resulta:
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(5.6) E,|> |Epui| > |Epia] > > |E,| 50

Ahora bien, reemplazando los valores de x4, y x5 de la expresion (5.4),

por los correspondientes dados en la (5.5), se obtiene:
.7 r+E,, =0(r+E,)

y, aplicando el teorema de TAYLOR al segundo miembro de (5.7), resulta:
FHE =0()E, 0 ()5 B O7()
pero, considerando que r = q)(r), dado que r es una raiz de la ecuacién dada, finalmente es:
’ 1 v 2 4.7 1 3 //r‘
(5.8) E.=E0¢ (r)+-2—7E,, 0 (r)+§—'E,, ] (r)-l—

Considerando en detalle las consecuencias de este resultado tan importante,
es posible distinguir las siguientes contingencias:

Caso 1.- ¢'(r)#0.

En este caso, despreciando desde el término de segundo orden en adelante;
vale decir, considerando solamente el primer término del segundo miembro, resulta:

59 E,.=E, ¢'(r)

De esta ecuacién es posible deducir inmediatamente que si
tonces, cada término de (5.6) serd menor que el anterior, de tal modo que Ja sucesion x, ; x,

X, ;s Xp tenderd al valor de r, raiz de la ecuacién.

‘En este caso se dice que se trata de una ITERACI()N DE 'PR]]VIER OR-

DEN o bien que, este caso es de PRIMER ORDEN DE CONVERGENCIA y puede ser
descripto ¢ cOmo un proceso lineal de” Ej,. En otros termmos ‘dado que no se conoce el valor de

r, en la expresién (5.9), se puede reemplazar su valor por el-de %y, .
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De aquf que. al iniciar el proceso, el criterio prctico para saber si el método

o’(x, ){ < 1; y que, el ndmero de pasos extras necesarios para

aumentar la aproximacién un nimero dado de cifras decimales es independiente del lugar en
que se encuentran; vale decir que, por ejemplo, si se emplean cinco iteraciones para ir de cua-
tro a seis decimales exactos, también requerird de cinco iteraciones para ir de diez'a doce de-
cimales exactos.

Ejemplo 5.3.- Sea’el problema de tener que determinar el valor de las raices positivas de la
ecuacion:

(5.10) Inx =1+

Solucién: El primer problema que se presenta consiste en escribir la ecuacién (5.10), en la
forma recursiva (5.4), lo que se logra ficilmente haciendo:

(5.11) x=¢(x)=.exp(1+1J
X

A continuacién es necesario formular alguna hipdtesis razonable sobre el
valor de r. por burda que fuera, la que permitiria iniciar el proceso iterativo; a ésta la llamare-

mos .
[

Para poder satisfacer la condicién !d)’(x,,)i < 1: es necesario antes, determi-

nar la derivada de la expresién (5.11), la que resulta:
o I
(5.12) ¢'(x)=——2exp(1+.—\
x x)

de donde:
$’()=-7,389056 ; ¢’(2)=-1120422 ; ¢'(3)=-0421519

Donde es posible apreciar que este dltimo valor, no asf los anteriores, cumple
con la condicién de convergencia establecida.
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Aplicando la féormula de recurrencia previamente establecida, dada por la
expresion (5.4), tomando x, =3, se obtiene:

x, = exp(l-!— ; J 3,700000
1

, .
x, = exp(l+ J 3,560000

x; = expﬁl+ 35 } 3,600000
1)

1+—) =3,589500
3,6

! }z 3,591600

X = exp (1-4— 355895 )

1+ ! J=3,59()900

l N
1+ J 3.591300

etc.; dado que, las aproximaciones se encuentran, alternativamente, por encima y por debajo
del valor de la raiz, ésta debe encontrarse necesariamente entre 3,5909 y 3,5913; cosa que se
puede determinar siguiendo el procedimiento indicado. ' '

El ejemplo anterior debe resultar dtil para comprobar todo lo dicho en el
tltimo parrafo, anterior al mismo.

oee X 1] +o0

Caso2.- ¢'(r)=0 ; ¢"(r)=0.

En este segundo caso, si se despreciara el término de tercer orden y poten-
cias superiores de Ej, , se obtiene una expresion de la forma:

n+)

(6.13) . E s%q)”(r)Ef
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Considerando la expresién anterior es posible comprobar que, para que la
sucesion xo ; X; ; X2 ;... converja a la rafz r, solo es necesario que ¢”(r) sea finitay E, sea
relativamente pequefio. En estas condiciones se puede deducir a partir de (5.13) que cada error
es proporcional al cuadrado del anterior, en consecuencia, la velocidad de la convergencia re-
sulta bastante rdpida.

Dadas las condiciones descriptas en este segundo caso, puede decirse que se
trata de una ITERACION DE SEGUNDO ORDEN o bien que, es un caso de iteracién de
SEGUNDO ORDEN DE CONVERGENCIA.

El comportamiento de los métodos encasillados en este caso llevan a duplicar
el nimero de digitos exactos en cada iteracién o paso; en otras palabras, si en un determinado
paso mejora la aproximacién de cuatro a ocho decimales exactos, en el paso siguiente se mejo-
rard aquella, obteniendo de ocho a dieciséis decimales exactos. .

7/

Ejemplo 5.4.- Un acontecimiento muy importante, que es necesario destacar, es que €l método
de NEWTON-RAPHSON es un proceso iterativo de segundo orden de convergencia,
como se tratard de demostrar.

Solucién: La férmula de recurrencia del método de NEWTON-RAPHSON, es;v

_ fx)
(5.14) Xy =X, ()
vale deci; que, en este caso es:
_ )
=506
de donde:
0’ (x)= 1—'1+————f(x)f” (x)

[ @I

y, en definitiva:
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ON0)

(5.15) 0 (x .
¥ [ ()]

dado que, f{r) = 0, por ser r una raiz de la funcién f, entonces reemplazando en (5.15), re-
sulta:

_f0O0_,

(5.16) “(r >
¢’ (r) 0

‘ Por otra parte, de la expresi6n (5.15), es posible deducir la expresién de la
segunda derivada, que vale:

P Ll A {0 (O IS (O T T O T
@I
[£@f 7@+ @ @] 77 @-2, @ @@ _
2 [ @I
[ @ 7@+ £ £ @) @)-27 @)l @

[F @f

reemplazando en esta tltima expresion el valor de x porelde r, y considerando que f{(r) = 0,
resulta:

()
F(r)

(5.17) 0" (r)=

gue, por lo general, es no nula, como se queria dem_ostrar. En consecuencia, reemplazandd
(5.17) en la (5.13), la expresién dada por:

(5.18) E

expresa la relacién existente entre los errores de dos iteraciones o pasos consecutivos, cometi-
dos en un proceso iterativo de NEWTON-RAPHSON, en las proximidades de la raiz.
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Como ejemplos, resulta suficiente remitirse a aquellos expuestos en el punto
correspond1ente al método de NEWTON-RAPHSON, haciendo notar que las condiciones des-
criptas no se cumplen st f {x) = 0; en cuyo caso, x = r serd una raiz mdltiple. La convergen-
cia serd entonces, de primer orden. ‘

e o0® v

Caso3.- ¢'(r)=0:0"{r)=0;0"(r)=0.

Adoptando un criterio andlogo a los anteriores y realizando toda la operato-
ria que involucra el desarrollo del tema, resulta la siguiente relacion de errores:

(5.19) - E, = ~¢”'( )E,

Este caso, el cual se presenta rara vez en la prictica, estd caracterizado por
obtenerse una convergencia muy rdpida; no obstante, esta aparente ventaja se contrarresta por
el hecho de tener, tanto la funcién como sus sucesivas derivadas, expresiones mucho mds
complejas que en los casos de convergencia de menor orden; de manera tal, que el tiempo ga-
nado debido a la rapidez de convergencia, es perdido por la dificultad que entrafia la evalua-
cién de la funci6n y sus derivadas.

. Dadas las circunstancias apuntadas, se dice que se trata de una ITERA-
CION DE TERCER ORDEN o bien que, este caso es de. TERCER ORDEN DE CON-
VERGENCIA, del mismo modo en que fueron denominados los casos anteriores.

Siguiendo una metodologfa similar, pueden ser definidos érdenes de iteracién
o convergencia mds altos, aunque rara vez se presentan en la prictica; no obstante, la ventaja
que brinda el aumento en la velocidad de convergencia de los mayores érdenes, se ve totalmen-

te neutralizada por la engorrosa evaluacién de la funcién y sus sucesivas derivadas.

122

'METODOS NUMERICOS Guido J. PACE Cap. N°5

5.4.- PROCESO DELTA - CUADRADO DE AITKEN

Un método idéneo para acelerar la convergencia de cualquier férmula recur-
siva 0 proceso iterativo de primer orden, es el denominado DELTA - CUADRADO de Al-
TKEN ( ) que se detalla segnidamente.

Sean xj,_ 15 Xn C Xpy, s aproxxmacmncs sucesivas y c,onsecunvas de la

raiz r de la ecuacién f{x)=0 obtenidas mediante cualquier método iterativo de PRIMER
ORDEN DE CONVERGENCIA: en cuyo caso se sabe que los errores Ej_, ; By ; Epy,

correspondientes, estin dispuestos aproximadamente, segin una progresién geométrica; en
otras paldbras, es posible escribir que:

E n+l o E i
E, E_
0, lo que resulta equivalente:
x.u+l -r = x:l —-r
X, —F X, —F

la que, resuelta en términos de la variable r, resulta: -

xn—i ’)CrH-l B 'xh

er-i - 2xn + xn~‘

‘
n

Sumando y restando al segundo miembro de esta dltima expresién, el térmi-
10 X, , se obtiene:

2 2
n+l X” _ - xrﬂ-l

X +1 —zxu +xn—-l

. X, | X
ntl

-2 e
L'xrﬁ-i x!i +xri

-2x,+x

rl-h n—1

y, en definitiva:
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2
X, =X
(5.20) =x,,, __(__"i_;).__
xn+l - 2xn +xn—i
La metodologfa de cdlculo a emplear, haciendo uso de 1a expresién dada pér
(5.20), puede resumirse en los siguientes puntos: |

1.- Mediante la iniciacion del procedimiento con x=x,, de cualquier al-
goritmo iterativo de primer orden, se calculan dos aproximaciones suce-
sivas x, ; x, de laraiz r que, juntamente con la primera aproximacion
x, constituyen la terna de base del método de AITKEN,

2.- Haciendo uso de la expresién (5.20) se calcula una cuarta dproximacién
“a la raiz v que, si satisface las condiciones de precision previamente:
establecidas para el cdlculo, se toma como tal,

3.- De no resultar satisfactoria la aproximacion obtenida en el paso ante-
rior, es utilizada como primera aproximacién para hallar otros dos valo-
res sucesivos de la raiz, mediante el método iterativo original,

4.- Se reiteran los puntos 2 y 3 hasta satisfacer las condiciones de precision
previamente establecidas para la rafz.

Con el objeto de aportar mayores detalles en cuanto a la aplicacién préctica

del método DELTA - CUADRADO de AITKEN, se expone el siguiente:

Ejemplo 5.5.- Utilizando el método de iteracién, conjuntémente con la aceleracién de la con-
vergencia de AITKEN, determinar la rafz comprendida en el intervalo (1;2) de la

ecuacion:
X-x-3=0
con una aproximacién de cuatro cifras decimales exactas.

Solucién: Primeramente, y segiin las condiciones establecidas, es necesario volver a escribir la
ecuacién dada bajo la forma:
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x=¢(x)=y/e -3
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de donde, puede deducirse que:

¢/(x)'=2__\/:—’——_§

En consecuencia, comenzando el procedimiento con x, = I, es negativa la
cantidad subradical del denominador, per lo tanto resulta conveniente hacer x, = 1,1. Con

ello: -
¢’ (x)=2327

cantidad que, en valor absoluto, resulta mucho mds grande que la unidad; por lo tanto, no se
gencraré un proceso convergente. Dada esta circunstancia, resulta imprescindible escribir la
ecuacion en forma diferente. Sea:

x=0(x)= }n(x2 +3)

de donde:
, 2x
xX}=
¢ ( ) x*+3
y finalmente, tomando x, = I, resulta:
o’ (1)=05

0" (r)| < 1. Por lo tanto, la relacién recursiva:

valor aceptable, pues, s6lo se requiere que
Xy, =hl(x’ +3)
con x, = I, es idénea para iniciar el procedimiento descripto, resultando:

x, =1 ; x, =138629 ; x,=159367
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Utilizando los valores hallados con el objeto de la aplicacién de la expresxon
(5.20), se obtiene:

x, = 1,83405

Dada la dispersion de valores obtenidos se impone la prosecucién de la me-
todologfa descripta. Aplicando nuevamente el método de iteracién original, da como resultado:

x, = 1,85062 ; x, =186016

valores que, juntamente con el de x, 'y la reiteracidn de la aplicacion de la expresion (5.20),

arroja:
xs =1,87311

Operando de la misma manera; vale decir, tomando este tltimo valor como

primera aproximacién del método de iteracion, resultan:

x7 = 187311 ; x, = 187311
N
Como puede apreciarse, en los tres dltimos resultados no se ha obtenido
mejoria alguna, pudiéndose aceptar r=1.87311 como valor de la raiz con todas sus cifras de-

cimales exactas.

et oee e

Si se consulta la solucién de este mismo ejemplo, dado en el punto corres-
pondiente al método del INTERVALO MEDIO se ve que, en aquel caso fueron necesarios doce
pasos para lograr la precisién deseada; mientras que, haciendo uso de la férmula de acel;:racifSn
de AITKEN, solo se necesitaron seis. Si se prueba la solucién, con el método de ITERACION
se verd que serdn necesarias mds de veinte iteraciones para obtener las cinco cifras decimales

exactas.

Esta situacion se hace cada vez mas notoria a medida que las condiciones del
problemas son mds extremas; en otras palabras, cuando por la forma de la ecuacién en el inter-
valo de célculo utilizado, la velocidad de convergencia es un factor critico.

176

METODOS NUMERICOS Guido J. PACE ' i Cap N°5

5.5.- METODO DE SEGUNDO ORDEN DE NEWTON

El método descripto en el punto anterior, solo es vilido si se estd en presen-
cia de una expresién recursiva de primer orden. En ocasiones resulta necesario acelerar Ia con-
vergencia en procesos iterativos de segundo orden, principalmente el de NEWTON-
RAPHSON, dado que es el método normalmente utilizado en las funciones preprogramadas de
todos los lenguajes de computacion, en la actualidad.

En estas circunstancias, resuita itil el METODO DE SEGUNDO ORDEN
DE NEWTON, que tiene la ventaja de una muy rdpida convergencia a la solucién deseada, Io
que permite obtener una aproximacion extremadamente cercana al valor de la raiz con un bajo
ndmero de pasos y un minimo de cdleulo. Sin embargo, como se ha estudiado. desde un punto
de vista prictico, este método estd limitado a su utilizacién en ecuaciones que tienen derivadas
de mayor orden (por lo menos de ségundo), relativamente ficiles de programar y calcular, ya
que el tiempo que debe ser empleado en esto, puede sobrepasar de manera exagerada la venta-
Jja que representa la rdpida convergencia.

Para introducirnos en el estudio del método que nos ocupa, considérese una
ecuacién de la forma:

fx)=0

y supongase que se ha determinado por cualquiera de los métodos estudiados, un valor apro-

ximado de la rafz, el que puede ser uno de los extremos de algn intervalo de separacién y lla-
mando x = x; aeste punto. ’ v

Desarrollando la funcién f{x) en serie de TAYLOR con Iespecto a x = Xy

en el punto x,4; = x, + A, se obtiene:

(5.21) F(xn)=Fle)+f (xu)h+f ( ”) v,

Si h fuera el incremento particular de x para el cual la serie dada por (5.21)

_ seredujera a cero, la cantidad x;, + A serfa la rafz exacta, como se muestra en la figura 5.4.
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y=fx}

v

0' Xan : Xpe1 =T X

- Figura 5.4 -

Vale decir, haciendo uso de solamente los tres pnmeros términos de la serie
dada por (5.21), resulta: :

(522) f(x)+h{f()+f"(f)}o - N

Un valor aproximado de h, determinado a partir de la expresién (5.22) y
sumado a x;, no proporcionars el valor exacto de la rafz, ya que fueron utilizados para su cdl-

culo, Gnicamente los tres primeros términos de la serie infinita (5.21); sin embargo, se obtendrd
un valor muy préximo; es decir, una aproximacién mucho mejor de la rafz.

Sustituyendo el valor de # encerrado dentro del corchete por la expresion

dada por NEWTON-RAPHSON, que es:

_ fx)
h=x,,, —x ——fl(xrl)
se obtiene:
o FTE) ) ’
f(x")+h[f (x,)—= 7)) =0
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y despejando el valor de A, resulta:
h =xn+l _'xn == f(f )
F)-L () F ()

2" (x,)
finalmente, despejando X, , se obtiene:
(5:23) O x=x, - f(f")

oy frlx) £(x,)
Frle)-—=
(x.)

Mediante la aplicacién sucesiva de la expresion dada por (5.23), es posible
calcular en cada paso, aprommacmnes cada vez mds cercanas a la rafz, con una muy elevada
velocidad de convergencia.

- Es ficil observar que el método de SEGUNDO ORDEN DE NEWTON para
funciones cofnprendidas en el segundvordcn de convgrgen'cia, es el equivalente del método
DELTA - CUADRADO de AITKEN, aplicadb a ecuaciones comprendidas dentro del primer
orden de convergencia, para acelerar la misma.

5.6.- RESOLUCI()N DE ECUACIONES ALGEBRAICAS

Hasta el presente punto se ha estudiado una abundante variedad de métodos
aproximados de resolucién numérica de ecuaciones, sin especificar ningdn tipo de condiciones
formales sobre las mismas; vale decir, podria tratarse de ecuaciones trascendentes; vale decir,
que incluyan funciones logarftmicas, trigonoymétricas, etc. Cuando se trata de ecuaciones alge-
braicas polinomiales de la forma:

x+a,=0

n—1

(5:24) P(x)=a,x"+a,x"" +...+a

todos los métodos estudiados son igualmente vilidos; no obstante, por ciertas caracteristicas

propias de las ecuaciones algebraicas del tipo (5.24), es posible aplicar algunos métodos espe-
ciales para acotar, separar y aproximar raices.
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Llegado a este punto se impone el uso de algunos conocidos resultados del
4lgebra y el andlisis matematico, tales como la regla de Ruffini, la descomposicién factorial de
un polinomio, la relacién entre los valores de los coeficientes y el de las raices, la relacién entre
el orden de multiplicidad de una raiz y los valores de sus derivadas, etc.; por todo lo cual, serd
necesario repasar previamente, todos los teoremas referidos a los temas mencionados.

El TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA vy sus corolarios asociados
aseguran la existencia de n rafces en una ecuacién algebraica de grado n de la forma (5.24).
Para calcular dichas raices, en el caso de una ecuaci6n de primer grado. solo son necesarias las
cuatro operaciones racionales, a saber: adicién, sustraccién, multiplicacién y divisién.

Para resolver las ecuaciones de segundo grado, es imprescindible agregar a la
lista de operaciones mencionadas, la extraccién de raices cuadradas. De la misma manera. en
las férmulas de resolucién de ecuaciones de tercer grado, aparecen raices cibicas; algo similar
sucede cuando se trata de resolver ecuaciones de cuarto grado. Es posible demostrar que, para
ecuaciones de grado superior al cuarto n>5. no existe ninguna solucién algebraica.

La tltima afirmacion realizada en el parrafo anterior, se encuentra demostra-
da por el teorema de RUFFINI-ABEL; la imposibilidad que racionalmente sefiala este teorema
conduce necesariamente, a elaborar otros métodos para resolver las ecuaciones algebraicas de
quinto grado o superior, en el supuesto de poseer formas particulares; en caso contrario, no
existen mds opciones que las estudiadas en los puntos anteriores de este mismo capitulo.

Fundamentalmente, en todos aquellos casos en que la solucién de una ecua-
cién algebraica de la forma (5.24) sea factible, deberdn seguirse los mismos pasos que se han
indicado al estudiar el problema general: en otras palabras, serd necesario primeramente, acotar
las raices, luego separarlas y finalmente aproximarlas, como serd estudiado a continuacion. No
obstante lo dicho, adn en el caso de ser factible resolver ecuaciones algebraicas mediante 10s
métodos especiales, que seguidamente se estudiardn, en ocasiones aquellas pueden ser resuel-
tas con ventaja mediante los métodos generales ya estudiados.

5.6.1.-ACOTACION DE LAS RAICES REALES

Se debe recordar que, acotar las rafces significa determinar un intervalo
(M;N) tal que contenga todas las raices reales de la ecuacitn dada; o al menos, todas las que se
quieren calcular. :
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Para hallar un valor N que supere a todas las raices de la ecuacién. es sufi-
ciente descomponer el polinomio dado en varios polinomios que se conserven positivos para
todo valor x > N. Entonces, P(x) serd positivo para x > N, y al no anularse en (N yeo ), en

este subintervalo no habrd raices.
Con el objeto de realizar un aporte prictico, referido a este tema, se expone
el siguiente: o '
Ejemplo 5.6.- Sea el problema de encontrar un valor N que acote superiormente las raices de
la ecuacién:

Px)=x0 -x¥ -6x3 +x2 +6x+2=0

Solucién: En esta ecuacion es posible agrupar términos de tal manera que pueda ser escrita de
la siguiente forma:

Px)=x3 (x2 -x-6)+x% +6x+2=0
donde, el valor de lo representado dentro del paréntesis de la expresién anterior, se conserva
positivo para valores de x > 3. Siendo los otros términos positivos para x > 0; por lo tanto,
resulta entonces N = 3. ¢
L X3 [ X 1] oo
Para acotar las raices negativas es necesario hacer la sustitucién y = - x,

operando de idéntica manera que la realizada para determinar una cota supenor tal como se
muestra en el siguiente:

Ejemplo 5.7.- Sea tener que acotar las raices negativas de la ecuacién dada en el ejemplo 5.6,
propuesto.

Solucién: Retomando el ejemplo dado, y luego haciendo la sustitucién propuesta, resulta la
expresion:

Px)=-y -y* +6y3 +y2 -6y+2=0
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en la que, multiplicando todoes sus términos por -1, y agrupando convenientemente los mismos,
se obtiene:

P)=y3 (Y2 -6)+32 (Y2 -1)+2(3y-1)=0

donde es posible apreciar que el valor del primer paréntesis se conserva mayor que cero para
valores de y > 3, el segundo para valores de y > 1, y el tercero para valores de y > I; por lo
tanto, M = min [- y] = - 3. ’

%00 see 00

Con los resultados que se han obtenido en los dos ejemplos anteriores, es
posible afirmar que las raices reales de la ecuacién dada en aquellos, se encuentran en el inter-
valo (- 3, 3).

5.6.2.- SEPARACION DE LAS RAICES REALES

: v N
Existen varios métodos para determinar los distintos subintervalos de sepa-

racién de las raices reales de una ecuacién algebraica partiendo, ya sea de un intervalo de aco-
tacién conocido, ya sea sin poseer previamente un conocimiento de €l. Para este dltimo caso,
es posible apelar a un método basado en tanteos, el cual, es de muy simple programacién y
rapido procesamiento; sobre los mismos, por estos motivos, no se brindardn mayores detalles.

No obstante se estudmra a continuacién un método general que resuelve el
problema de la separac16n

5.6.3.- TEOREMA DE STURM
Un método sistematico que permite separar las raices reales de un polinomio,

pamr de un intervalo de acotacién previamente calculado, esti dado por el denominado

TEOREMA DE STURM.
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N

Sea f{x) una ecuacién algebraica de la forma dada en la expresién (5.24), sin

raices miltiples. Calculando la derivada f '(x), que serd designada con f; (x); haciendo el co-
ciente f(x)/f, (x) se obtiene un resultado que se denominaré con la notacién C, (x) yunresto

llamado R, (x), el que, cambiado de signo serd denominado f, (x). De la misma manera, se
efectia f, ()c)/f2 (x), al resto de la cual, cambiado de signo, se lo designa con f; (x); y asi se

continda hasta llegar a un resto constante, que no puede ser nulo si originariamente se ha su-
puesto que la ecuacién no tiene rafces miltiples. Simboélicamente se debe proceder como se

muestra en el cuadro 5.1, siguiente.
Restos\

/ Funciones Cocientes
fix) -
o Ci(x) = fl)fi (x) ‘R;(x)

fi(x)=f(x)
folx) = - Ri(x) Cz(x) = fi(x)/f2 (x) Ry (x)

Ju1(%) = - Ruz(x) Cut(x) = foa(Wfu1(x)  Rus(x)
fu(x)=-K Co(x) = fos (X)ifu(x) -

\ - CuadroN° 5.1 - ‘ /

La sucesién f{x); f, (x);...; fy, -, (x); fy (x) es la denominada SUCESION
DE POLINOMIOS DE STURM. Para cada valor numérico de la variable x, esta sucesién
cambia un cierto nimero de veces de signo, y a este nimero se lo designa como VARIACION

de 1d sucesi6n para ese valor determinado de x. Con todos estos elementos STURM elaboré el
siguiente: :

Teorema de STURM: " El niimero de raices reales de una ecuacién algebraica de
la forma (5.24), sin raices multiples, contenidas en un intervalo (a;b) es
igual a la diferencia entre el niimero de las variaciones de signo de la su-
cesion de STURM para los valores x=a y x=5b."

del cual, por ser de relativo interés prictico para la materia, no se expondr4 la correspondiente

demostracién. Con el objeto de mostrar los aspectos practicos de la aplicacién del tenrema de
Sturm, se presenta el sencillo ejemplo siguiente:
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Ejemplo 5.8.- Se trata de resolver el problema de separar las raices reales de la ecuacién:
P(x)=x3 +%2 -2x-1=0
- que, se sabe, se encuentran acotadas en el intervalo (-2;2).

Solucién: Por medio de la aplicacién directa del algoritmo del teorema de Sturm, resulta la
secuencia mostrada en el cuadro (5.2).

Funciones Signos
. x f i  f f»  Variac.
Sfx)=X +x-2x-1 -2 - + - + 3
fitx)=3x+2x-2 -1 + - - + 2
fax) = "hox+ "/ 0 - - + + 1
fi(x) =" 1 - + + + 1
+ + + + 0

v p ‘
) AN
\ - Cuadro N° 5.2 - :

donde es posible apreciar que se pierde una variacién dentro del intervalo (-2 ; -1 ), otra se
pierde en el (-1 ; 0), y una tercera en (I ; 2). La ecuacién propuesta tiene entonces tres raices
reales y distintas, una en cada uno de los subintervalos mencionados.

o0 LY 1) *ee
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6 .- ECUACIONES LINEALES

SIMULTANEAS

Introduccion. Sistemas no Homogéneos. Método de Eliminacién de
GAUSS. Método de GAUSS-JORDAN. Método de las Ecuaciones de
ERROR. Método de la Matriz Inversa. Método de GAUSS-SEIDEL. Siste-
mas de Ecuaciones Homogéneas. Generalidades. Método de FADDEEV-
LEVERRIER. Método de las Potencias. Ecuaciones Lineales Simultdneas
Ortogonales. Introduccién. El Método Analitico. Método de Ortogonaliza-
cion de GRAM-SCHMIDT.

6.1.- INTRODUCCION

Del estudio del dlgebra, se deducen varios métodos para resolver ECUA-
CIONES LINEALES SIMULTANEAS, de los cuales, los principales y mds utilizados son el
método de ELIMINACION o REDUCCION de las incégnitas mediante combinaciones lineales
de las ecuaciones (método de GAUSS), como asi también, haciendo uso de los determinantes
(regla de CRAMER). En caso de ser necesario resolver sistemas de orden 3 X 3 (tres ecuacio-
nes con tres incognitas); parece ser'que la regla de CRAMER tiene ventaja sobre el de reduc-
cién. Sin embargo €l método de los determinantes, con desarrollo por medio de menores, es
muy poco prictico o initil cuando se deben resolver simultineamente grandes ndmeros de °
ecuaciones. Es posible demostrar que la solucién de un sistema de »n ecuaciones con n in-
c6gnitas, mediante la regla de CRAMER, calculando los determinantes por medio de menores;
requiere (n-1).(n+1) ! productos. Asf, la solucién de un sistema de 13 ecuaciones, con igual”
nimero de incégnitas, requerird al rededor de 1.046.139.494.400 multiplicaciones.
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Dado que, las computadoras més rdpidas en la actualidad realizan al rededor -

de 27.000.000 de operaciones por segundo, demandarfan aproximadamente 11 horas para re-
solverlo. A partir de estas cifras, como los productos que son necesarios realizar crecen pro-
porcionalmente al factorial de n+1 no es diffcil deducir la inutilidad del método para sistemas
de mis de seis a diez ecuaciones, con igual nimero de variables.

Los sistemas de ecuaciones a los que se ha hecho referencia serdn de n
" ecuaciones con m incégnitas; vale decir, de orden n X m, con el objeto de tratar el problema en
forma absolutamente general. Estos sistemas, expresados en forma cartesiana vienen dados por
la siguiente expresion:

a, X, +a, x; .o 4ay, x, Z.C‘

g Xy +ag Xy FoFy, X, =6

(6.1)
Ay X +a,, X, +..+a,, x,=C,
En ocasiones, libremente serd utilizada la forma de sumatorias, de la siguien-
te manera:
n
(6.2) zai[_ x;=C, para i=L2..;n \

i=1
0, de manera mas resumida axin, haciendo uso de la notacién matricial toman la forma:
6.3) AX=C

donde A = [a;] es la matriz de orden (n X m) de los coeficientes que componen el sistema; X
y C son los vectores columna correspondientes a las incGgnitas y los términos independientes,

respectivamente.

Si los términos independientes C; no son simultineamente nulos, el sistema
se denomina NO HOMOGENEO; en cambio, si todos los términos independientes valen ce-
ro, aquel recibe el nombre de HOMOGENEGO. En el primer caso, todas las ecuaciones deben
ser independientes. 0 m4s racionalmente, linealmente independientes, para que se puedan obte-
ner soluciones UNICAS; en el segundo caso, se sabe que solo existen soluciones NO TRIVIA-
LES si todas las ecuaciones no son linealmente independientes.
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Sialamatriz A se le adiciona una columna formada por los términos inde-

pendientes C, se forma la denominada matriz ORLADA. AUMENTADA o AMPLIADA del
sistema. :

Todo lo referente al comportamiento algebraico de los sistemas de ecuacio-
nes, se encuentra sintetizado por el TEOREMA DE ROUCHE-FROBENIUS. Llamando:

r : caracterfstica de la matriz del sistema,
r': caracteristica de la matriz orlada,

m : ndmero de variables del sistema, y

n :ndimero de ecuaciones del sistema

es posible afirmar que:

"La condicion necesaria y suficiente para que un sistema de n
ecuaciones lineales con m incognitas sea COMPATIBLE e¢s que la matrig
A del sistema 'y la matriz ORLADA tengan la misma caracteristica; en cuyo
caso, si la caracteristica es igual al nimero de incdgnitas, el sistema es
DETERMINADO:; si es menor, el sistema es INDETERMINADO; vale de-
cir, admite infinitas soluciones; cada una de ellas. queda determinada dan-
do un sistema arbitrario de valores a m - r incognitas. Si por el contrario,
la matriz A del sistema y la matriz ORLADA no tienen idéntica caracteris-
tica, el sistema es INCOMPATIBLE y no tiene ninguna solucién”.

Resumiendo, si:

r#r’ : Incompatible (el sistema no tiene solucion)

, . r=m: Determinado (una solucion)
r=r’:Compatible . . .
r<m:Indeterminado (ee soluciones)

donde, en el dltimo caso, m - r recibe.el nombre de GRADO DE INDETERMINACI()N.

Puede también, darse el caso (no contemplado en el teorema de ROUCHE-
FROBENIUS) que sea r>m, en cuyo caso se dice que el sistema es SOBRE DETERMINA-
DO, existiendo infinitas soluciones representadas por los puntos encerrados dentro de un po-
liedro convexo del espacio de m dimensiones, las que, podrian considerarse como soluciones
aproximadas del sistema.
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En lo sucesivo se supondrd que A es una matriz n X m, formada por ecua-
ciones linealmente independientes; en cuyo caso, el sistefna serd determinado cuando el de-
terminante de la matriz A es no nulo.

Los métodos para resolver numéricamente, este tipo de sistemas pueden ser
subdivididos en dos clases: ' ‘

# METODOS DIRECTOS, y
E METODOS ITERATIVOS.

Los métodos directos, provistos por la matemdtica pura, son aquellos que
llevan a una solucién exacta del problema luego de un nidmero finito de pasos. Este nimero
depende exclusivamente de la cantidad de ecuaciones que componen el sistema. No obstante,
no ser métodos numéricos, por su innegable utilidad, serdn estudiados.

El error con que se obtienen los resultados haciendo uso de algtin método
directo se debe, si no hubiese errores inherentes en los parimetros, nada més que al redondeo
que es realizado durante los cdlculos. Si el proceso se realiza en forma manual, al menos tedri-
camente, este eITOT NO existe si se opera con todas las cifras decimales. No sucede lo mismo.si
el proceso es ejecutado mediante computadoras las que, son capaces de soportar solamente
una cantidad determinada de cifras decimales. 7

Los métodos iterativos en cambio, son estrictamente numéricos y dan una
solucién aproximada del sistema de ecuaciones lineales, obtenida como limite de una sucesién
de vectores construida mediante un proceso de aproximaciones sucesivas, como se verd mds
adelante. : :

6.2.- SISTEMAS NO HOMOGENEOS

Se ha definido en el punto anterior a los sistemas NO HOMOGENEOS,
como aquellos en los cuales los coeficientes o términos independientes C; de las ecuaciones
no son todos simultineamente nulos. A continuacién se estudiardn algunos métodos de reso-
lucidn de este tipo de sistemas.
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6.2.1.- METODO DE ELIMINA CION DE GAUSS

Dado un conjunto de n ecuaciones lineales simultdneas con n incégnitas;
siendo aquellas linealmente independientes, el método de eliminacién de GAUSS se reduce a
lograr un sistema triangular equivalente, que a su vez se resuelve con facilidad mediante la de-

" nominada SUSTITUCION INVERSA, como se ver a continuacién.

El esquema de GAUSS comienza reduciendo un conjunto de ecuaciones
simultdneas, tal como el (6.1), a un sistema de la forma:

ayx tapx,+...+a, ,x,_ +a,x, =C
’ 7
‘ Ay Xy +...F Ay, X,
(6.4) 4 e
) (n-2) (n=2) . _ (n=2)
a‘n-—l;n—l xn—-l + an-—l‘.n xn - Cn—l
(n—1) — (n=1)
an;n X, = Cn

+a5, x,=C,

n

en la cual los superindices indican los nuevos coeficientes que se forman en el proceso de re-
duccién. En la prictica esto se obtiene de la siguiente manera:

1.- La primera ecuacién de (5.1) se divide por a;; ; resulta entonces:

Gy a, _G
(6.5) X, +—=x, +...+—"x, =—

ay ay aj

Esta ecuacién se multiplica por .az; (coeficiente de x; en la segunda ecua-
cién) y lo que resulta se resta de la segunda ecuacién, eliminando asi x; de ésta dltima. Un
proceso similar se sigue con todas las otras ecuaciones del sistema, eliminando en todas ellas
X; ; excepto en la primera ecuacién, resultando:

ay,x, +a,x,+...+a, x, =C
=C;

Ay Xy +...4a, x,

(6.6)

’ ’ _ ’
an, %, +...+a, x,=C,
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La ecuacién utilizada para eliminar las incgnitas en las ecuaciones que la
siguen se denomina ECUACION PIVOTE. En la ecuacién pivote. el coeficiente de la in-
cgnita que se va a eliminar de las ecuaciones que la siguen se denomina COEFICIENTE
PIVOTE, siendo obvio gque debe ser distinto de cero. '

2.- Aplicando un procedimiento similar a todas las ecuaciones con coeficientes de la
forma a’y, se elimina x; desde Ia tercera en adelante. Este procedimiento, utilizando
diferentes ecuaciones pivotes, se continda hasta que el conjunto original de ecua-
ciones haya sido reducido a uno-de la forma (6.4).

3.- Una vez obtenido el sistema triangular de ecuaciones. la dltima ecuaci6n de este
conjunto suministra directamente el valor de x, . El valor obtenido se sustituye en-
tonces en la pentliima ecuacidn para obtener el valor de x,.; : y asf sucesivamente.
Este procedimiento es el denominado de SUSTITUCION INVERSA, al cual se
ha hecho referencia en puntos anteriores.

El efecto de la propagacién de los errores por redondeo puede introducir
errores relativamente grandes en la solucidn; por esta razon, el ndmero de ecuaciones simultd-
neas que se pueden resolver satisfactoriamente con este método, utilizando un soporte de 16 a
18 digitos significativos (precisién extendida) en las operaciones, se limita generalmente a 20,6
25, en el mejor de los casos. '

Considérese ahora el método, desde el pﬁnm de vista de la implementacion
en la computadora. Como ésta puede manejar solamente datos numéricos, se requiere uiilizar
matrices al programar. El dato es pues, la mairiz orlada del sistema donde, para conservar la
homogeneidad, se debe hacer C; = ;s . Revisando el procedimiento descripto en el paso 1.-,
se puede observar que los elementos de la matriz reducida, la que serd denominada A', se pue-
den describir directamente a partir de la matriz orlada, utilizando la siguiente formula:

v [
6.7) ay=a,~—%a,  para |

en la que:
' a = elemento de la matriz orlada,
a'=elemento de A’
i = ndmero de la fila de las matrices,
J = ndmero de la columna de las matrices,
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k = identificacién de 1a fila pivote,
n = cantidad de filas de las matrices, y
m = cantidad de columnas de las matriz orlada (n+1).

Aplicando reiteradamente el proceso descripto y respetando las convenciones
establecidas, mediante la ecuacidn:

. (k-1 .
o all . k+1< i<y
k) F— & ffem >SS m
(6.8) u(f =a; Y -—— af™ para /
ay . k+1<i<n

en donde se han previamente definido los elementos que intervienen..

Con esto se'llega a obtener un sisterna triangular de la forma (6.4). Los su-
perindices corresponden, simplemente, a las primas utilizadas al identificar matrices reducidas
sucesivas en las explicaciones anteriores. Obsérvese que en (6.8), el'extremo inferior de j.es
k+1, porque no hay necesidad de calcular los valores iniciales nulos que aparecen en cada fila,
debido al proceso de reduccién.

El proceso de sustitucién inversa se puede generalizar, utilizando idéntica
nomenclatura, de la siguiente manera:

n
Li Z Ay X

. a it e
(6.9) x = x:—# para i=n—1in-2;..;1

Antes de concluir, resulta oportuno realizar algunas consideraciones adicio-
nales. Se ha supuesto ticitamente que, cada elemento pivote que se encuentra en el proceso de
reduccién ha sido no nulo. Si este no fuera el caso, el procedimiemo discutido deberd ser
modificado de tal modo que permita el intercambio de filas para que, la nueva no tenga elemen-
to pivote nulo.

Otra consideracion a tener en cuenta es el efecto que sobre la precisién dela
solucién hallada, tienen las magnitudes, en valor absoluto, de los elementos pivdtes sucesiva-
mente utilizados. Es posible demostrar que si la magnitud de los elementos pivote es aprecia-
blemente menor que el orden de magnitud, en general, de los otros elementos que componen la
matriz, la utilizacién de dicho elemento pivote causard una disminucién general de la precision
de la solucién. ’

143



ECUACIONES LINEALES SIMULTANEAS Guido J. PACE : Cap. N° 6

En consecuencia, para obtener mayor precisién se debe realizar cada reduc-
cién utilizando como fila pivote, la fila que tenga el mayor elemento pivote. Es recomendable,
por lo tanto, contemplar el intercambio de filas. Esta posibilidad debe ser siempre incorporada
a la codificaci6n del programa de computadora que se utilice para resolver sistemas de ecua-
ciones lineales simultineas.

6.2.2.- METODO DE GAUSS-JORDAN

_ El de GAUSS-JORDAN, es también un método directo, que constituye una
variacién del método de eliminacién de Gauss. Permite resolver hasta 20 6 25 ecuaciones si-
multéneas, utilizando de 16 a 18 digitos significativos en las operaciones aritméticas de la
computadora. Se distingue del método de Gauss en el hecho de que cuando se elimina una
incgnita, esta es eliminada de todas las ecuaciones restantes; vale decir que, la incognita es
eliminada tanto de las que preceden a la ecuacién pivote, asf como de las que la siguen.

Se consigue resolver por aplicacién del método de GAUSS-JORDAN cum-
pliendo con los siguientes pasos:
AN
1.- Dividir la primera ecuacién del sistema por el coeficiente de la primera incégnita
de esa misma écuacidn,
2.- Formar otro sistema con la ecuacién asi obtenida y esa misma multiplicada por los
coeficientes de la primera incégnita de las otras ecuaciones,
3.- Formar otro sistema restando la segunda y tercera ecuaciones del segundo sistema
de sus homdlogas del primer sisterna y la primera sin modificaciones.

Los pasos descriptos se pueden realizar sisteméticamente utilizando las f6r-

mulas siguientes:

e a,; a; 1<i<n
(6.10) by =a; ———— .
a,; 1<j<m
y . e -
) a,; 1<j<m
(6.11) b= 24 { .
oo a; a, #0
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Se utiliza la ecuacién (6.10) para determinar todos los elementos de la nueva
matriz, excepto los de la dltima fila, que se calculan mediante las expresiones (6.11). Indicando
en ellas cada nomenclador: ’

i = ndmero de la fila de 1a matriz original,

J =niimero de la columna de la matriz original,
m = ndmero miximo de columnas (n+1),

»n = ndmero maximo de filas,

a = elementos de la matriz procesada, y

b = elementos de la matriz resultante.

Para ilustrar méds acabadamente el método de GAUSS-JORDAN estudiado,
se expone el siguiente ejemplo practico:

Ejemplo 6.1.- Sea resolver mediante el método de GAUSS-JORDAN el siguiente sistema de
ecuaciones: :

2x,~-2x,+5x, =13 (a)
(6.12) 2x, +3x,+4x; =20 b)
3x,— x,+3x;,=10 {c)

Solucién: Se comenzard por la aplicacion del primer paso; vale decir, dividiendo la primera
ecuacién por el coeficiente de la primera inc6gnita en esa misma ecuacidn, de lo
que resulta (6.13) (a); luego se multiplica la ecuacién asi obtenida, respectiva-
mente, por el coeficiente de la primera incégnita en cada una de las ecuaciones
restantes, obteniéndose:

X - xn+ix; =% (a)
(6.13) 2%, —2%,+5x, =13 (D)
3x;=3x, +5x, =% (c)

A continuacidn, se resta la expresién (6.13) (b) de la (6.12) (b) y la (6.13) ( c;)
de la (6.12) (c) convirtiendo a la (6.13) (a) directamente en la (6.14) (c); de esta manera, se
obtiene: .
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. [ 5x,— x,= 7 (@)
(6.14) 2x,-3x,=-2  (b)
X = Xptyx, = 4 (C)

Repitiendo el proceso, se divide la ecuacién (6.14) (a) por el coeficiente de la
primera incégnita en esa ecuacién para obtener (6.15) (a). Luego se multiplica la (6.15) (a)
obtenida, respectivamente, por el coeficiente del término x» en cada una de las ecuaciones
(6.14) (b) y (6.14) (c). Esto produce el siguiente sistema:

X, ~tx, =1 (a)
(6.15) ; $2x,-%x,= ¥ (b)
—x,tix,=-1 (c)

Seguidamente se resta la (6.15) (b) y 1a (6.15) (¢) de 1a (6.14) (b) y 1a (6.14)
(c), respectivamente, y se hace que la ecuacién (6.15) (a) se convierta en la (6.16) ( c), obte-

"niéndose:
4, — _ 123 ’
- =-% (o)
(6.16) : X +8x,= B ®) \
X,— x5, = (‘)
La repeticion sistemdtica del proceso lleva al siguiente sisterna:
x, =3 ' (a)
6.17) fu=% (0
—$x;, =—% (©)

De este dltimo sistema, finalmente, es posible rescatar los valores de las in-
cognitas x; = I ; x, = 2 ; x; = 3, 1o que constituye la solucién deseada del sistema de ecuacio-
nes propuesto.

EX 24 [T X ] voe
En virtud de las posibles distorsiones que podrian producirse desde el prin-

cipio o, en cualquier punto de la aplicacién del método, es necesario tomar una serie de pre-
cauciones, las que, serdn puntualizadas a continuacién.
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Es posible que el elemento pivote a;y de una o m4s de las matrices obtenidas
durante el proceso de eliminacién pudiera ser nulo, en cuyo caso, el programa deberfa incluir la
l6gica necesaria para verificar que a;; en cada una de las matrices sea diferente de cero y efec-
tuar, consecuentemente, el intercambio de filas si fuera necesario. El intercambio de renglones
no alterard el orden de las incégnitas en la matriz columna final. '

~ En aquellas ocasiones en que a;; sea muy pequefio en comparacién con el
orden de magnitud general de los otros elementos de la columna, su utilizacién podrfa dismi-
nuir la precisién, tal como en el método de Gauss. Es conveniente, pues, agregar al programa
la codificacién que permita comparar los valores absolutos de los coeficientes de la primera
columna y poner como ecuacién pivote la que tenga el mayor coeficiente en la primera inc6gni-
ta, en valor absoluto, naturalmente.

6.2.3.- METODO DE LAS ECUACIONES DE ERROR

El método de las ECUACIONES DE ERROR, no estd destinado especifi-
camente a resolver sistemas lineales de ecuaciones simultdneas sino que, mis precisamente, se
lo utiliza para mejorar la aproximacién con que se pueden determinar las raices de aquellas. Se
trata de un método iterativo y general, que conviene ser aplicado como culminacién de aque-
llos métodos que pudieran suftir una pérdida considerable de precisién en los resultados fina-
les, debido principalmente, al error por redondeo y por truncamiento que se acumula, en razén
de su propagacién, durante el gran nimero de operaciones aritméticas que es necesario efec-
tuar en algunos métodos, para obtener la solucidn.

Sea el sistema, exprésado en notacién matricial, siguiente:

(6.18) AX=C

y supéngase que se han obtenido las rafces x; ; x> ;...; x), por algin otro método. Sustitu-
yendo estos valores en la ecuacién (6.18) se encontrard que los valores de los términos inde-
pendientes que son obtenidos ¢’y ; ¢ ;...; ¢ varfan respecto de los coeficientes dados porque
las rafces sustituidas no fueron exactas.

La sustitucidn explicada en el pdrrafo anterior puede ser expresada por:

6.19) AX =0C
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donde C' es el vector columna de componentes ¢'; .
Si se denomina H al vector columna de componentes h; ; hz ;...; h, las

que, a su vez, se consideran que son las correcciones que deben ser agregadas a los valores

aproximados de las raices para obtener el valor exacto de las mismas, se deduce naturalmente
que:

(6.20) Xi=xi+hi N i=1;2;.;n

Si se sustituyen estas expresiones para las rafces exactas en la ecuacién
(6.18), se obtiene:

621) A(X’+H)=C

Si las ecuaciones (6.19) son restadas de las (6.21), resulta el siguiente siste-
ma que encierra las correcciones de las raices:

(6.22) AH=C-C=E

donde, los términos independientes ¢; = ¢; - ¢ de este sistema, denotan el error que resulta de
aplicar los valores poco precisos de las raices, y las ecuaciones reciben el nombre de ECUA-
CIONES DE ERROR.

Si se deseara todavia més precision, se pueden hacer correcciones a los valo-
res obtemdos para las correcciones. Designando las correcciones de las correcciones mediante

"h', entonces, las raices mds precisas x; estarfan dadas por:

(6.23) xi=xi+hi+hi+ ..

Este proceso de utilizar ecuaciones de error para comregir las raices de otras
ecuaciones de error puede ser iterado tanto como sea necesario hasta obtener las raices con la
aproximacién deseada.
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6.2.4.- METODO DE LA MATRIZ INVERSA

En aquellas ocasiones en que resulta necesario resolver un gran nimero de
sistemas que difieren dnicamente en los valores de los términos independientes, es posible utili-
zar con ventaja las capacidades que brinda el método de la MATRIZ INVERSA para reducir
substancialmente el nimero de las operaciones aritméticas requeridas para resolverlos.

* Escrito en notacién matricial, considérese las siguientes ecuaciones lineales
simultineas:

(6.24) : AX=C

para el cual, si el conjunto dado de ecuaciones posee solucién tnica, la matriz A de los coefi-
cientes es no singular, y como tal, admite inversa A™ , tal que:

AAT=A"A=] SRS
donde I es la matriz unitaria o identidad, de orden n, cuya diagonal principal esta formada por
unos, siendo los demds elementos ceros. Por otra parte, se sabe que premultiplicando cualquier

matriz por la matriz identidad da como resultado la matriz original.

En consecuencia, premultiplicando ambos miembros de (6.24) por A, se

obtiene:
| ATAX=ATC
de donde: o
IX=A'C
y, finalmente:
- (6.25) X=A"C

Conociendo, por tanto, el valor de la matriz inversa de coeficientes del siste-
-1 . . L. .
ma A", es posible determinar ficilmente los elementos de X para cualquier niimero de sistemas
con idéntica matriz A, con solo realizar un producto de matrices.
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En el capitulo correspondiente a los apéndices, del presente trabajo, puede
encontrarse la metodologia adecuada para realizar la inversion de matrices mediante computa-
doras electrénicas digitales.

6.2.5.- METODO DE GAUSS-SEIDEL

Repasando los métodos de resolucion de ecuaciones lineales) simultineas
estudiados con anterioridad es posible comprobar que, ninguno de ellos es practico si se trata
de resolver sistemas con varias decenas o, peor adn, con centenares de ecuaciones e incégnitas,
debido a la enorme cantidad de operaciones aritméticas que deben realizarse para lograr los
resultados deseados, los que, consecuentemente, emplearfan un tiempo excesivamente prolon-
gado de procesamiento, a la vez que, por los efectos de la propagacion de los errores que in-
validan su utilizaci6n, esta resultaria poco ventajosa, como ya se ha estudiado.

, El segundo factor, determinante, a ser tenido en cuenta en la eleccion de un
método de resolucidn es la precision, la cual, al aumentar el niimero de operaciones aritméticas
disminuye drésticamente, debido a la acumulacion de los efectos de los errores por redondeo y

truncamiento que se producen en cada una de ellas. N

En consecuencia, es posible afirmar que, ninguno de los métodos directos
estudiados resulta bueno cuando se trata de resolver sistemas de orden mayor a 20 - 25 ecua-

clones.

El método que aquf se presenta, el de GAUSS-SEIDEL, es un método cla-
sificado como iterativo que, tiene como tnica desventaja, la de que no siempre converge a una
solucién o de que, en ocasiones lo hace muy lentamente. No obstante, convergird siempre a
una solucién cuando, la matriz del sistema en cuestion cumpla con cierta condicién. Primera-
mente veamos la siguiente:

" Definicién: “Una matriz cuadrada A, recibe la denominacion de DIAGONALMENTE
DOMINANTE si:

(6.26) la, |2 2 !a, E Vi

“

con desigualdad estricta, para por lo menos uia de las i,
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La condicién para que el método de GAUSS-SEIDEL, aplicado a un sistema
de ecuaciones lineales simultdneas. sea convergente es que, para cada fila o ecuacién del siste-
ma se cumpla que la magnitud. en valor absoluto, del coeficiente de una incégnita diferente sea
mayor a la sumatoria, también en valor absoluto, de los otros coeficientes de dicha ecuaci6n:
vale decir que, la matriz A, de coeficientes del sistema debe ser DIAGONALMENTE DO-
MINANTE, segin la definicién dada.

La condicién dada en el parrafo anterior es SUFICIENTE; es decir, de no ser
satisfecha, la aplicacién del método en cuestién, puede resultar convergente. Es dificil definir el
margen minimo por el que ese coeficiente debe superar a los otros para asegurar la conver-
gencia y es aiin mds dificil predecir la velocidad de convergencia para alguna combinacion de
valores de los coeficientes cuando esa convergencia existe. Sin embargo, cuando el valor abso-
luto del coeficiente dominante para una incognita diferente en cada ecuacién es mayor que la
suma de los valores absolutos de los coeficientes de las otras incdgnitas de esa misma ecua-
cidn, la convergencia estd asegurada.

Resumiendo, un sistema DIAGONALMENTE DOMINANTE es condicién
SUFICIENTE para asegurar la convergencia, péro, no es condicion NECESARIA.

Se estudiardn a continuacidn los pasos que deben ser seguidos, necesaria-
mente, para la aplicacién del método de GAUSS-SEIDEL:

1.- Asignar un valor inicial a cada incognita, Si es posible hacer una hipo-
tesis razonable. se mejorard substancialmente la rapidez de conver-
gencia, sino., hdgase una eleccion arbitraria.

2.- Partiendo de la primera ecuacion. determinar un nuevo valor para la
Jincégnita dominante, utilizando para las otras incdgnitas los valores

supuestos segiin lo descripto en el punto anterior.

3.- Pasar a la segunda ecuacion y calcular el valor de la incégnita domi-
nante. utilizando para ello. el ya calculado en el paso anterior v los
valores supuestos en las otras incégnitus.

4.- Reiterar el procedimiento descripto, con todas las demds ecuaciones,

. siempre para la incdgnita dominante, utilizando los ltimos valores
caleulados. Completado este paso se dice que se ha concluido una
ITERACION.
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5.- Iterar los pasos 2; 3 y 4 hasta que el valor de cada incdgnita difiera del
valor respectivo obtenido en la iteracién previa, en una cantidad menor
que un E positivo y arbitrario previamente fijado.

Con el objeto de aportar mayores detalles sobre la metodologia de aplicacién
del método de GAUSS-SEIDEL se expondrd el siguiente: '

Ejemplo 6.2.- Sea el problema de tener que resolver haciendo uso del método de GAUSS--

SEIDEL, con una cota de error estimada de E <0,02, el siguiente sistema de

ecuaciones lineales simultineas:

2x,+10x,+ x;, =51
X+ 2x,+10x, =61
10x,+ x,+ 2x, =44

Solucién: Se puede comprobar que el sistema propuesté cumple con la condicién suficiente de
convergenéia; es decir que, es un sistema cuya matriz de coeficientes A es dia-
gonalmente dominante. Su convergencia, desde el punto de vista de la aplica-
ci6n del método de GAUSS-SEIDEL est4, por lo tanto, asegurada. \

Es importante notar que, la precisién no depende exclusivamente del valor de
E, ya que esta es una funcién que depende, ademds, de la velocidad de convergencia. O sea,
mientras mayor sea la velocidad de convergencia, mayor serd la precisién obtenida en los valo-
res calculados de las incégnitas; paraun E determinado. ' '

Dado que es imposible, en este caso, hacer a priori una hip6tesis razonable
sobre el valor de las incdgnitas, se supondrdn para las mismas valores idénticamente nulos. De

esta manera se deben realizar los siguientes pasos:

a) 2.04+410.x+ 0=>51 entonces x,=5,1

b) 0+2.51+ 10.x3=61 * x3=15,08
c) 10.x,+ 51+42.508=44 x;=2,874

con todo lo cual, se completa la primera iteracién. Una segunda iteracién produce los siguien-
tes resultados:
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a) 2.2,874 + 10 . x; + 5,08 =51 entonces x;=4,0172
b) 2,874+ 2.4,0172 + 10 . x5 =61 « x3 =5,00916
c) 10.x;,+ 4,0172+2.5,00916 =44 “ x; = 2,996448

Comparando los valores de las incdgnitas, obtenidos en la dltima iteracién
con los de la primera, se puede apreciar que las diferencias no son todas menores que E. Por lo
tanto, se requiere, operando del mismo modo, otra iteracién que produce los siguientes valores
para las incégnitas:

x; =2,999941296
X2 = 3,999794400
x3 =5,000396320

Si ahora se realiza la comparacién de estos valores con los respectivos de la iteracién
anterior, se puede apreciar que sus diferencias son todas menores que E, lo que indica que el
proceso ha terminado.

En este simple ejemplo se puede encontrar que la solucidén exacta del pro-
blemaes x;=3; x;=4 y x;=35.

Se ha mencionado que la precisién no depende exclusivamente del valor de
E, sino también , de la velocidad de convergencia; es decir, que las diferencias de los resultados
obtenidos en dos iteraciones consecutivas pueden diferir en menos de un E, atin cuando estos
resultados se encuentren lejos de los verdaderos valores de las incégnitas. En consecuencia,
para obtener mayor seguridad y precisién en la solucién se recomienda utilizar las ecuaciones
de error para concluir la aproximacién de las incdgnitas.
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6.3.- SISTEMAS DE ECUACIONES HOMOGENEAS

Se considerard en este punto la solucién de ecuaciones algebraicas lineales
simultdneas HOMOGENEAS, las cuales tienen la forma:

ay, X, +a, x, +.+a,, x,=0

Qy; Xy +ay Xy +oay, X, =0
(627) 1 :

x,, =0

[a,,l X, +d,, X, +..+a "

n? nn

el que puede ser escrito en notacién matricial de la siguiente manera:

Dada las especiales condiciones que revisten estos sistemas y sus muy parti-
culares e importantes aplicaciones, serdn estudiados de manera puntual, tal como se hard a
continuacion.

6.3.1.- GENERALIDADES

En dlgebra lineal se demuestra que cualquier sistema de 7 ecuaciones alge-
braicas lineales con m incdgnitas, tiene solucién si, y solo si, la matriz de los coeficientes y la
matriz orlada o ampliada tienen el mismo rango, como ya se ha estudiado en la introduccién
del presente capitulo; por lo tanto. un conjunto de ecuaciones homogéneas como el (4.27) tie-
ne siempre una solucion, ya que la matriz ampliada y la del sistema tienen, necesariamente, el

mismo rango.

Sielrango r de la matriz de los coeficientes del conjunto de ecuaciones es
igual al orden n, el sistema tiene una dnica solucién, que ‘es la denominada SOLUCION TRI-
VIAL (x; = X2 = ... = x, = 00). Para este conjunto de ecuacioncs, el determinante de la matriz A
del sistema es diferente de cero: o sea que, todas las ecuaciones del sisterna son linealmente
independientes.

‘METODOS NUMERICOS Guido J. PACE Cap. N°6

Existen soluciones NO TRIVIALES para un sistema si, y solo si, el rango r
de lamatriz A es menor que el orden n. Para ese sistema, el determinante de la matriz de los
coeficientes debe ser igual a cero, y el sistema consta de r ecuaciones linealmente indepen-
dientes y n - r ecuaciones dependientes que son combinaciones lineales de las r ecuaciones
independientes. ‘

Al obtener soluciones no triviales de un sistema de ecuaciones homogéneo,

* no se encuentran valores Gnicos para las incognitas. En su lugar, se establecen relaciones entre

las incégnitas. Cualquier combinacién de valores de x; que satisface estas relaciones constitu-
ye una solucién.

Los problemas mds importantes que se planiean en la aplicacién de ecuacio-
nes homogéneas son aquellos denominados de VALORES CARACTERISTICOS que se
presentan en diversos campos de la ciencia y de la técnica. Cuando se trata de desarrollar mo-
delos matemdticos, las ecuaciones pueden escribirse, generalmente, de manera cartesiana, en la
forma:

(ay, =\ )x, + Ay X, +.o.+ a,, x, =0
(6.28) ay x+ (aym—X)x, +..+ a,, x, =0
anl xl + anZ ‘an" +“'+(anu _}\’ )xn :U

donde, los a; son reales, las x; son las variables del sistema y Jambda es un pardmetro parti-
cular del sistema que tiene valores, en general, desconocidos.

En la notacion matricial, las ecuaciones (6.28) pueden ser expresadas por
medio de:

(6.29) (A-AT)X=0

en donde el uso de la matriz identidad I, permite utilizar a { A - A I ) como matriz de coefi-
cientes. La matriz columna X recibe el nombre de VECTOR CARACTERISTICO 6 AU-
TOVECTOR 6 EIGENVECTOR: siendo las x; las componentes de dicho vector caracte-
ristico. De la misma manera, los valores que sc obticnen para el pardmetro lambda se conocen
como VALORES CARACTERISTICOS 6 AUTOVALORES ¢ EIGENVALORES de 1
matriz A. ' ‘
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Considerando las ecuaciones (6.28), como el modelo matemdtico de un sis-
tema fisico, resulta obvio que la solucién trivial no tiene ningtn significado real y que el verda-
dero interés se encuentra focalizado sobre las soluciones no triviales. Como se indic6, existen
soluciones no triviales si el determinante de la matriz de coeficientes es igual a cero. ’

Dado que lambda aparece como incégnita en la matriz de coeficientes, es
posible, arbitrariamente, hacer que el determinante de dicha mairiz sea igual a cero y, llamando
D aéste, resulta:

(6.30) D=[A-AI]=0
y encontrando valores para lambda que hagan D =0, se tendr4 la solucién.

El desarrollo algebraico del determinante D produce un polinomio de grado

n, de la forma:
6.31) A +p, 7»""+‘..+‘p,,_1x+pn =0

el que ser4 necesario resolver para tener los valores de lambda que hacen D = 0. Este polino-
mio recibe el nombre de POLINOMIO CARACTERISTICO 6 ECUACION CARACTE;-
RISTICA de lamatriz A ylas n raices del polinomio se conocen, como ya se ha menciona-
do, con la denominacién de AUTOVALORES o VALORES CARACTERISTICOS.

Después de determinar los valores caracteristicos, se pueden sustituir, uno.a
la vez, en el conjunto original de ecuaciones para obtener un sistema correspondiente de rela-
ciones entre las inc6gnitas x para cada sustitucion. Las relaciones asf obtenidas dependerdn del
rango r de lamatriz ( A - A 1). Sies r = n - 1, las relaciones serédn tales que la hipétesis de
un valor para una incégnita, producird un valor correspondiente para cada una de las ecuacio-
nes restantes; si 7 = n - 2, las relaciones serdn tales que se tendrdn que suponer los valores de
dos incognitas para poder obtener un valor correspondiente a cada una de las incégnitas res-

tanies.

Cuando 7 es relativamente pequefio (2 § 3), el desarrollo de determinantes
por menores para obtener el polinomio caracterfstico no eé diffcil; tampoco la posterior deter-
minacién de raices ofrece grandes dificultades. Sin embargo, cuando n es grande ésta determi-
nacién se vuelve muy dificil, sino imposible y se debe recurrir entonces, a algdn procedimiento
numén‘co tal como alguno de los estudiados en el capitulo correspondiente.
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Seguidamente se estudiardn métodos numéricos especiales destinados a ser
aplicados en la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales simultdneas.

6.3.2.- METODO DE FADDEEV-LEVERRIER

Este méiodo, constituye una técnica muy eficiente para generar los coeficien-
tes p; del polinomio caracteristico dado por (6.31), de la ecuacién (6.29), tantov', cuando la
matriz A de los coeficientes es simétrica, como cuando no lo es. Tiene ademds, la ventaja
adicional de que se obtiene automdticamente, al finalizar el proceso de generar los coeficientes
del polinomio caracteristico, la matriz inversa del sistema A™ .

Antes de describir el método, recuérdese el concepto de TRAZA de una
matriz, ya que es una parte integrante del mismo. La traza de una mairiz, que ser4 designada
mediante " tr A " estd dada por la siguiente: '

Definicién: “ En toda matriz cuadrada A, se define como TRAZA de la misma, a
la suma de todos los elementos que se encuentran sobre la diagonal princi- -
pal. ‘

dicho analiticamente, se tiene la siguiente:

(6.32) ‘trA:a“+agg+...+a,m=2aij ; Vi=j

El método‘ de FADDEEV-LEVERRIER genera en su procedimiento, una
sucesion de matrices By ; B, ; ...; B, de las que se determinan una serie de valores, corres-
pondientes a aquellas, y que se denominardn b (k = 1; 2;...;1) que sustituidos en el POLI-
NOMIO DE FADDEEV-LEVERRIER:

(6.33) 1) (W =b, A = b

i A=b,)=0

dan como resultado los coeficientes p, del polinomio caracteristico dado por la expresién
(6.31). El factor (-1)" se utiliza solamente para dar a los términos del polinomio de FA-
DDEEV-LEVERRIER los signos que tendria el polinomio caracterfstico si hubiese sido gene-
rado desarrqllando el determinante correspondiente, a partir de la expresién (6.31). Los valo-
res de b se obtienen como se muestra a continuacidn:
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Bi=A % - b] ir B]

(634) B2=A(B1~b11) bg—— /zl‘ng
Bn:A(Bn-]'bn-II) . bn:l/utan

i
Puede demostrarse que la inversa de la matriz A, cuyos valores caracteristi-

cos se desea hallar, se determina a partir de la ecuacién:
(6.35) A ="/by (Bys - by 1)

La aplicacién del metodo de FADDEEV-LEVERRIER se puede apreciar a

través del siguiente:

Ejemplo 5.3.- Supéngase que se ha obtenido. como un modelo matemitico de algtin problema
determinado, el siguiente sistema lineal homogéneo de ecuaciones:

((3-X )+ 2x,+ 4x,=0

f
(6.36) J 2x, +(0—R )x, + 2x, =10
‘ dx, +  2x,+(3-R)x, =0

Solucién: El problema consiste en determinar el polinomio caracteristico utilizando el método
de FADDEEV-LEVERRIER, anteriormente descripto. Para ello se deben generar las
matrices By a partir de la matriz A del sistema. Siendo:

sz 2 4}
A:!’_? 0O 2
14 2 34

entonces:

J

S8}
33

= b=trB;=3+0+43=6

=]

=

I

>

Il
[ ———
N ]
[ I
[SVI
[

de la misma manera:
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[3 2 4 2 41 [6 00 11 2 4
B,=A(Bi-b, D=2 0 2)]2 0 2|-[0 6 ol=|2 8 2| =
4 2 3][{4 23] [006]] [4 2 1]

= bzzllangz‘/z(u+8+11):15

324[(11247I [15 0 o 8 00
Bi=A(B,-5,1)=1[2 0 24{ 8§ 2 0 15 0]r=l0 8 0| =
l4 2 3J1L 2 u 0 0 15/} |0 0 8

= b;:‘/_;er3=‘/;(8+8+‘8):8

Sustituyendo tos valores de los b en el polinomio de FADDEEV-
LEVERRIER. se obtiene:

(=17 (W -6)3* =150 -8)=0
del cual resulta: | |
—AH6A +15A+8=0
6, multiplicando por -1:
(6.37) AP —6A7-15A-8=0

que es el polinomio caracteristico del sistema (6.36). Obteniendo las raices de la ecuacién dada

" por (6.37) mediante cualquier método, resultan los valores propios:

Ay=8 ¢ A,=-1 1 A,=-1

los que, sustituidos de a uno por vez en el sistema (6.36), permite el cdlculo de las componen-
tes x; (j = 1; 2: 3) de los vectores caracteristicos o autovectores.

Finalmente, para hallar 1a matriz inversa del sistema Al , segin la expresién
(6.35), se debe hacer: ) ‘
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11 2 4 100 -+ 2 4
A'l=é 2 8 2|-150 1 0|;=| % -1 2%
4 2 11 0 0 1 &2 s

6.3.3.- METODO DE LAS POTENCIAS

El método de las POTENCIAS es un método iterativo que, frecuentemente
es utilizado en aquellos casos en que solamente se desea conocer el autovalor mds pequefio y/o
mds grande, juntamente con sus autovectores asociados, de un sistema dado. Una ventaja .adi-
cional de este método es que los autovalores se obtienen simultdneamente con sus respectivos

autovectores.

Para determinar el autovalor més grande, supéngase que tanto los elementos
de la matriz como del autovalor son reales, aunque, en la prictica no tiene esta restriccién. Sea

el sistema:

(6.38) (A-ADX=0

donde, realizando el producto indicado por el paréntesis, se obtiene:

AX-LIX=AX-AX=0

y transponiendo términos:

(6.39) AX=AX

Haciendo uso sistemdtico de esta Glima ecuacién (6.39) y realizando los

siguientes pasos:

L.- Asignar valores arbitrarios a las componentes de X,y designdndolo con Xq se
sustituye en el primer miembro de (6.39), con lo cual se obtiene la primera

aproximacién del segundo miembro.

AX():}\« Xl
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En general, resulta satisfactorio tomar los valores para x =1;2;...;n.

IL- Dividir los elementos del vector . Xy por A x;, para que la primera compo-

nente se reduzca a la unidad.

IL.- Se utilizan las componentes del vector obtenido como valores mejorados de X,
sustituyéndolos en el primer miembro de (6.39) para volver a obtener asi, una
mejor aproximacion en un siguiente paso.

IV.- Se repiten los pasos I y T hasta que la expresion (6.39) quede esencialmente
satisfecha; es decir, hasta que las componentes del autovector obtenido varien
con respecto a los del paso anterior en una cantidad menor que un cierto E
positivo y arbitrario, fijado de antemano.

Al efectuar el proceso de iteracién descripto, se estaria formando una suce-
sion AXo;A%Xo;...:A*X,, endonde X, es el vector arbitrario supuesto inicialmente.
Las potencias de la matriz A que componen la sucesién, son las que le dan el nombre al mé-
todo.

Se ilustrard pricticamente el método de las potencias desarrollando el ejerci-

cio siguiente:

Ejemplo 6.4.- Considérese el sistema de ecuaciones lineales simultdneas homogéneas simultd-
neas siguiente:

(6.40) {( 2-A )x, + 4x,=0

3x,+(13 =4 )x, =0
de las que se quiere determinar el autovalor mds grande y su autovector asociado.

Solucién: Primeramente se deber4 escribir el sistema dado (6.40) en la forma basica, mostrada

en 1a (6.39):
{2 4:!{3‘1}:7\{{51}
3 13} |x, X,
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y realizando los pasos Xy II, resulta:

[2 4}{%:1[6]{:6{1

3 13}]1

|
) 8

iterando el procedimiento anterior, resulta:

|

finalmente, el siguiente paso arroja:

[FEI 1
p—

N
el

donde A =25 =13.89 ;X =(1:""72a )=(1:291). Por supuestg. una cuata iteraci6n

producird valores mds exactos. Los verdaderos son A =14 :x;=11x=3.

*ee o0® >ee

A continuacién se estudiard la manera de emplear el método de las potencias
para determinar el autovalor mds pequefio y su autovector asociado. Para ello es necesario
premultiplicar {(6.39) por la inversa de A, resultando:

AT AX=AT A X

o bien:

(6.41) X=A"1 X

Dividiendo esta dltima expresion .por el valor de A, y permutando ambos
miembros, resulta:

At X =

(6.42) X

1
A

162

METODOS NUMERICOS Guido J_ PACE Cap. N°6

la que producird una convergencia al valor mas pequefio del autovalor A. Sea el siguiente:

Ejemplo 6.5.- Sea el sistema representado analiticamente por medio de la expresién (6.40) del
ejemplo anterior.

Solucidon: Sabiendo que la matriz inversa es:

ae Lo [8 =30 (21 (1
w1 TS L

fL 2700 1689 1

o '_& 14 7 L 1694 . 1689}~ - B
Tloa J-J 2o T [T ey

L 7 121 L™ Teos | ™ Tesg

Por lo tanto, el valor caracteristico més pequefio es A = 1,0029 'y el vector
caracteristico asociado X = (1 ; -0,2492). Si se siguiera iterando el procéf(%t se llegarfa a los
valores exactos, que son A =1 ;X =(];-0,25).

L X3 [ X X ] LR 24

Si los autovalores médximo ¢ inmediatamente menor tienen valores similares;
0, si otro tanto ocurre con el minimo e inmediatamente mayor, la convergencia puede resultar
lenta. Si el autovalor mdximo tiene multiplicidad dos, la convergencia es hacia el autevalor
méximo, perc, las componentes del autovector convergen a cualquiera de los dos que estdn-
asociados a aquel; dependiendo esto, del vector X supuesto inicialmente. .

En caso que el vector supuesto inicialmente sea ortogonal con el autovector
asociado al autovalor mdximo de la matriz traspuesta. convergird al autovalor que le sigue en
magnitud e¢n lugar de hacerlo al mdximo. ‘ - ‘
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Dado que se trata de un tema de la mayor importancia en la ingenierfa, es
necesario hacer algunas consideraciones; se ha estudiado que después de determinar los valo-
res caracteristicos de una mairiz A, se pueden sustituir, uno por vez, en el sistema original
homogéneo, para obtener un nuevo sistema de n ecuaciones homogéneas con n incognitas
(componentes del autovector) para cada autovalor.

Como los autovalores son cantidades que hacen que el determinante de la
matriz de coeficientes (A - A I) -sea cero, el rango r de la matriz de los coeficientes debe ser
necesariamente menor.-que el orden n de la matriz (no todas las ecuaciones obtenidas son in-
dependientes). Por tanto, aunque se tengan n ecuaciones con n incégnitas, el problema real-
mente consiste en resolver r ecuaciones con n incdgnitas, ya que el nidmero de ecuaciones
linealmente independientes es igual al rango de la matriz de coeficientes.

Si el rango de la mairiz de coeficientes es una unidad menor que el orden, el
sistema de ecuaciones homogéneas que se va a resolver contiene n-1 ecuaciones independien-
tes para determinar 1os n componentes de los autovectores. Por tanto, suponiendo un valor
para una componente de un autovector, se pueden obtener valores para las componentes res-
tantes. Habrd, pues, un autovector asociado con cada autovalor.

En ocasiones, no todos los autovalores obtenidos de la ecuacién caracteristi-
ca tendrén multiplicidad uno, como ya se ha visto en el ejemplo del punto anterior. En este
caso, cuando un autovalor obtenido tiene una multiplicidad k, el rango de la matriz de los
coeficientes para ese autovalor puede ser menor que el orden de la matriz con una diferencia
de.1 a k unidades, y se tendrd el mismo ndmero de autovectores linealmente independientes
asociados al autovalor que tiene esa multiplicidad.

Si el rango de la matriz de coeficientes es dos unidades menor que el orden,
es necesario suponer valores para dos componentes del autovector con el objeto de determinar
valores para las componentes restantes. Habrd solamente 1-2 ecuaciones independientes en el
sistema. Se pueden obtener dos autovectores independientes y. cualquier-combinacion lineal de
esos dos autovectores constituye una posible solucién. En este caso se dice:que el espacio de
soluciones es bidimensional. -

Si n-r = 3, se deben suponer tres componentes del autovector, obteniéndose
tres vectores caracteristicos independientes, y el espacio de soluciones serd tridimensional. El
razonamiento es idéntico cuando el grado de indeterminacién es mayor.
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Lieg

6.4.- ECUACIONES LINEALES SIMULTANEAS ORTOGCNALES |

En esta parte del tema se estudiardn métodos especiales destinados especifi-
camente a la resolucién de ECUACIONES LINEALES SIMULTANEAS ORTOGONA-
LES. La importancia del tema radica en el hecho de la facilidad y rapidez con que estos 51ste-
mas pueden ser resueltos, y ademds, de la posibilidad de- convertir un sistema cualqmera en
ortogonal, si se lo desea.

6.4.1.- INTRODUCCION
Un sistema de ecuaciones lineales simultineas de la forma:
(6.43) AX=C ; A=lay)

eénlaque, A esuna matriz puadrada de orden n X n, que recibe la deﬁdminaci;Sn de 0R’f6-
GONAL si satisface la condicion:

(6.44) Y a,a,=0 ; Vji

3

es decir, sila suma de los productos de coefmlentes homélogos de dos filag diferentes del sis-
tema es nulo para todo par de filas. La expresmn (6 44) recibe el nombre de CONDICION
DE ORTOGONALIDAD.

Considerando los n coeficientes de cada fila de la matriz A como compo-
nentes de un vector A;, la condicién de ortogonalidad de estos vectores es premsamente la
ecuacién (6.44). En general es:

(6.45) (AsA;)=Y a,a,=0  Vizj
lo que expresa que, si el PRODUCTO ESCALAR de dos vectores A ; ; A ; es nulo, estos son
ortogonales.
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ECUACIONES LINEALES SIMULTANEAS

6.4.2.- EL METODO ANALITICO
El sistema representado en la (6.43), puede ser escrito en forma cartesiana:

Ay Xy F Ay X+ ta, X, =0
Ay X+ gy Xy Fortdy, X
(6.46) ' o

=C:’-_
Ay X +a,0 X, +ta,, X, =¢C,

ne

Se veri que la solucién de este sistema, si satisface la condicién (6.44), pue-

de encontrarse facilmente evitando la aplicacién de métodos extensos y complejos. Para ello

deben ser transformadas las incégnitas x;; X2 ;...; X, , €N OWAS Z,;; 22 ;...; 2. , mediante la
relacion:

X=A" Z
que, en forma cartesiana se expresa:

X =ay,z,+a, 5+ +4a,z,

(6.47) X, =, 2, Ay Ty o+, T,

X, —al,, z,+a,, 7, ++a

ni *‘rt

Estos valores de x ;- reemplazados en la expresion (6.46). dan como resulia-

do:
a,(a, z +ay 2z, +ota, 2, Va,(anz, +ay,z,++a,z, )+ -+
+a1n (aln z1 +a’7n “2 +-- +aml “n ) = Cl
a; (au Zytay z, ¥+a, z, YHay (a2, +ay, 2, +0+a, 2, Yoot
3 +a2n (aln Zl +a2n ZZ +eet ann Z )
a, (au Z tay z, +tay, Zn)+ I P AR Y PR S Zn)+'“+
- +arm (aln Zl-*-a’ln ZE+.“+amt Zrl)="
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Estas ultimas expresiones se pueden ordenar en funcién de las incOgnitas
definidas, resultando el nuevo ordenamiento consignado en la expresicén: '

2 2 3 o
() +al+..+a) )z, +(a, ay +ay ay +..+a, a,,)z, +..+
+(all a +al" a + +aln aun)zn
(ay a,, +ay, ay, +...+aq” a, )z, +(am +az +.. +a,n)m o+
+(ay a, +a, a, +...+a,, a,,)z, =c,

nl n2 /m ~n

(anl a,+ta,a,+...+a,, am)zl {a, ay+a,a,+...+a
+ (af +a), +..+a

Ay, )2+ ¥

nn

7, =¢

nn "

Considerando la condicién de ortogonalidad dada por (6.44) es posible
apreciar que, los paréntesis que encierran sumas de productos se anulan, quedando solamente
aquellos que encierran sumas de cuadrados. asi:

,[( 11 +"17 ...~i—afn)z1 =c,
( +a7ﬂ ...+a23”>)23=c3 .

(6.48)

(a} +al, +..+a},)z, =c

Mediante estas dltimas expresiones es posible obtener, de manera directa,
todos los valores de las z; luego, haciendo uso de las ecitaciones (4.47), se calculan los valores
delas x;.

En el caso que la precisién alcanzada no fuera satisfactoria, los resultados .
obtenidos son susceptibles de ser refinados medianie el método de las ecuaciones de error,
estudiado en su momento. ' ‘

Ejemplo 6.6.- Dado el siguiente sistema, verificar su condicién de ortogonalidad y resolver
apropiadamente: ‘ N

x4+ y+2w= —1I
Tx— y—dw= 1
4x+ 12y +4w=-100
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Solucién: Para verificar la condicién de ortogonalidad, se deben realizar los productos escala-

res entre ecuaciones, resultando de esta manera:

(A1;A)=1.7+CD . D)+2.(4=7+1-8=0
(A1;A3)=1.4+(1).12+2.4=4-12+8=0
(A ;A3)=7.4+(-1).12+(-4).4=28-12-16=0

Aplicando al sistema dado, la férmula resolvente de la expresién (6.48), se

obtiene:

6z;=-11 ; 66z, =1 G 176 z3 =-100
vale decir:
z5=-"%116

11 . _ o1 .
Z; =~ /s , z2="1es >

y finalmente, reemplazando estos valores en las expresiones (4.47), resulta:

x=-4
y=-
w=-6

o0 Y- X ] *o e

6.4.3.- METODO DE ORTOGONALIZA CION DE GRAM-SCHMIDT

En mdltiples ocasiones puede resultar conveniente 0, ain mds, necesario por
razones tecnoldgicas, convertir un sistema de ecuaciones lineales simultdneas de la forma
(6.46), cualquiera, en otro equivalente (con idénticas raices), pero, ortogonal segun la defini-
cién estudiada. ' o

En virtud de la longitud y complejidad del desarrollo teérico del tema en
forma generalizada, se lo expondra de manera concreta en un espacio de tres dimensiones. En
consecuencia, para el presente caso, sea un sistema de ecuaciones lineales simultdneas de la

forma:

168

METODOS NUMERICOS Guido J. PACE - - . Cap. N”é

ap Xy +tap X, +ax; =¢
(6:49) Qo) Xy F g Xy Flyy Xy =€,

Gy X+ Ay Xy Hdy3 X5 =G

Este objetivo se puede conseguir aplic,ando el método de ortogonalizacién de
GRAM-SCHMIDT a sistemas, cuya umcd condicién emglda es la de que el determmante de
la matriz A del sistema sea distinto de cero; vale decir:

(6.50) |Al=0

Designando mediante la notacién A ; A ;> ; A 3 los vectores correspondientes
al sistema (6.49), resulta: ’

Ailauy ;apian) ; Ax(aa jaxn;axn) ; As(as ;asn ; ass)
Se estudiard a continuacidn, la manera de operar para obtener la ortogonali—

zacién del sistema dado. Considérese la figura 6.1, en la cual se han refendo los vectores A g ;
A, ; A;aun sistema de ejes coordenados cartesianos ortogonales.

z
k3 Bs
£
B, I ks B,
As
B, y
A1=B] AZ kZIBI
< :
- Figura 6.1 -
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Se debe notar ademads, que se ha hecho coincidir el vector A, con el eje de
las x, llamdndolo B ; de la misma manera, se ha hecho coincidir el vector A, con el plano
xy; todo lo cual es siempre posible, si los vectores no son alabeados: es decir, si bumplen la
condici6én dada por (6.50). ’

Sumando-vectorialmente ¢l vector k»; By (paralelo al By) al vector As, se
obtiene el nuevo vector B,, coincidente con el eje de las y; es decir, ortogonal al A; = By. De
lo cual resulta que: '

Bs = ks By + Az
como puede apreciarse en la figura.

Para obtener el vector B3 se debe sumar vectorialmente al vector As, que
se encuentra en el espacio, otro vector paralelo al B; , que serd designado con ks By
(paraleio al'A,). El vector resultante es el designado con 1 en la figura (6.1). El valor de k3,
debe ser tal que haga contener a 1 en el plano yz. Adicionando a este dltimo un vector para-
lelo al B, tal que lo haga coincidir con el ¢je z, el que serd designado con ky2 Ba , se obtendr4
el valor de Ba.

En definitiva, utilizando ciertos valores particulares de los pardimetros kz; ;
k;; ; k32, resulta el sistema equivalente al (6.49) y ortogonal:

B, =4,
(6.51) B,=A,+k, B,
lBs =A,+k; B, +k, B,

Se sabe que la condicién de -ortogonalidad estudiada en el punto anterior
exige que el producto de coeficientes homélogos de dos filas diferentes del sistema, sea nulo, 0
su equivalente, que el producto escalar de los dos vectores representativos de esas dos filas,
sea nulo; en cuyo caso debe ser: ’

(652) (B1;B2)=(Bi;B3)=(BQ-ZB3‘)=()

entonces, desarrollando cada uno de los productos escalares indicados en (6.52) por sus valo-
res obtenidos de (6.51), resulta:
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(B1:B2)=(A1;A2) +ky (A 1B, )=0

de donde:
b = — {A:A,)
S Al
por consiguiente, resulta:
AGA
(6.53) 2=A2—(——l—-j—)A1
A

Dado que, en la expresion de B 5 inicrvienen dos pardmetros, serd necesario
hacer uso de las dos condiciones restantes para deducir su valor; vale decir:

(B1:;B3)=(A1:A3)+k;;(A1:B 1) +k52(A1:B2)=0
(leBa)‘—‘(A;s;Bz)'*'kj/(B:;Bz)"‘ka(BziB'z):O

Puesto que A ; = B | y que, estos dltimos son ortogonales a B, , es posible

escribir:
kAL T+ (A:AL)=0
kB[ (A B, )=0
de donde:
A A, A, B,
k:u:_( — .‘-“) ; ks::'( 2 1.)
|A1!» !Bz)’
y, finalmente:
(A :A,) » (A,:B,)
(6.54) B,=A,—~— 2B~ ,Z)Bz
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Se estudiar4 1a aplicacién prictica del método de GRAM-SCHMIDT median-
te el siguiente: '

Ejemplo 6.7.- Se trata de aplicar el método de GRAM-SCHMIDT para resolver el problema
que consiste en ortogonalizar el sistema: '

x— y+2 z=-11
2x— y+ z=-9
x—2y+ z= 0

Solucién: Segiin la metodologfa, se sabe que la primer ecuacion (o vector) permanece inva-
riante, pues, se hace coincidir con el eje de las x.

Para obtener la segunda ec uuci)()n: se utiliza la expfgsiéri (6‘.5 3). dondg:f;
(A1;Az)=1. 2+(-l).(-.1)+’2,A 1=5
y, por otra parte
A =r+ED 427 =6
por lo tanto

kau=-"1s ; By=—x——y——z=—

Utilizando la expresién (6.54) y considerando todos los elementos que inter-

vienen:
(AI;A3)=1.1+{-1).(-2);2.1=5 v
(As:B)=1.7/6+(2). (-"e)+1.(-*16)="1s
B ="16. e+ (o). CH)+ (o). (He)="16 |
de donde: |
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5 5
k., =—= ; ky =—=—
31 6 32 1 1

siendo:

En definitiva, eliminando denominadores y multiplicando la tltima por -1,
resulta el siguiente sistema ortogonal:

x= y+2z= -11
Tx— y—4dz= 1
4x+12y+4z=-100

el que fuera resuelto como ejemplo en el punto anterior.
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@

INTERPOLACION. Tablas con Valores Equidistantes. Diferencias
Avanzadas. Métodos de Interpolacién. Férmula de Interpolacion de New-
ton-Gregory Ascendente. Interpolacién Lineal y Cuadrdtica. Férmula de
Interpolacién de Newton-Gregory Descendente. Diferencias Atrasadas.
Férmula de Lagrange. Tablas con Valores No Equidistantes. Férmula de

" Lagrange para Valores No Equidistantes. Férmula de Interpolacién Para-
bélica Progresiva. Férmula de Gauss. Férmula de Bessel. Férmula de Stir-
ling. Férmula de Everett. El Problema Inverso en la Interpolacion.

AJUSTE. Ajuste e Interpolacion. Ajuste Mediante ‘Curvas. Ajuste
Mediante Polinomios. Metodologia del Ajuste. Mecdnica del Cdlculo.

7.1.- INTERPOLACION

Siempre que en una tabla se busca el valor de una funcién para otro valor
determinado de la variable que no figura explicitamente en esa tabla, se ejecuta una tarea de

* interpolacién por rnedlo de algunas reglas simples y muy precisas que sirven ‘para resolver un

problema atin més general; en otras palabras, de un mayor grado de generalizacion, como se

verd més adelante.

Sﬁpéngase que se conocen los valores o, yi/...; Yn de la funcién descono-
cida, correspondlentcs alos n+l valores distintos: x,; X; ; ... ; X, de alguna variable inde-
pendlente . El problema, en este caso consiste, en determinar el valor aproximado de y que
cabe asignar como correspondiente a otro valor de x, distinto de todos los X; conocidos y

comprendidos en el intervalo de trabajo [ xo ; % ]-
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»
¥y
h h h
0 Xo X7 X2 Kn-1 Xy X
- Figura 7.1 -

El problema planteado. como tal no estd determinado, ‘pero, considerando
que por los n+! puntos Ao; Ar;...; A, (consultar la figura 7.1 ), pasa a lo sumo una pard-
bola representativa de un polinomio P, (x) de grado n; asf, jmr dos puntos pasa una sola rec-
ta; por tres puntos no alineados, pasa una sola pardbola de segundo grado: etc.

Por consiguiente, conocidos n+/ puntos, la pardbola de gradb n que pasa
por ellos permite asignar a cada valor de x un valor de

de interpolacién buscado.

72 .- INTERPOLACION

Dentro de la problemdtica general expresada en el punto anterior, es posible
diferenciar algunos casos disimiles, dados tanto por la naturaleza del problema en cuestion
(problemas de interpolaci6n directa o inversa), como por las caracteristicas de las tablas dadas
como datos para realizar la interpolaci6n (tablas de valores equidistantes 0 no).

Para su mejor estudio, y dado que no existe un solo y dnico método que re-

suelva todos los problemas que puedan presentarse, se sistematizard su tratamiento en diferen-
tes puntos. :
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7:2.1.- TABLAS CON VALORES EQUIDISTANTES

- Se comenzard por estudiar el problema para el caso mds frecuente: aquel en
el cual se tratan problemas de interpolacién cuyas tablas tienen VALORES EQUIDISTAN-

‘ TES de la variable x; vale decir que, se dard por presupuesto que:

7.1) X=X, EXy =X ==X, =X, =h
y para ello se estudiardn, primeramente, las tablas de diferencias.

Cuando los valores de y que se disponen corresponden a valores equidistan-
tes de x; vale decir, que se ajustan a la expresién (7.1), se puede formar una tabla de diferen-
cias, de acuerdo con el esquema general mostrado en la tabla 7.1, donde los valores de las dife-
rencias primeras Ay, se obtienen restando a cada valor y.; el valor y, que le antecede en la
tabla. Para obtener las diferencias segundas se opera de igual modo, partiendo en este caso, de
las diferencias primeras: las terceras se obtienen a partir de las segundas, y asf sucesivamente
hasta completar la tabla. :

- Tubla de Diferencias Avanzadas -

x y Ay Ay Ny
X, Yo -
. Ay,=y,—y, .
n=xy+th Ay, =Ay,—Ay,
Ay =y,—y, A3yo=A2yx—A2yo
x=x+h y, A’y =Ay,-Ay, o
Ay, =y;—=y, As.vl:AlyZ“Azyx
xX,=x,+h y, A'y,=Ay,~Ay, :
Ay;=y,-y; :
x,=x,+h y, : : N
: : ) A Yu-3 =A’ Yu-z ~A? V-3
Ay, ,=Ay, Ay,
' AY, =Y Yau
x,=x,_,+h y,
-TablaN°7.1 -
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Completar la tabla significa llegar a diferencias cuyos valores son poco signi-

ficativos, en valor absoluto, respecto de la precisién previamente elegida, con que se estd ope-
rando en el problema en cuestién. Obviamente; la tabla;7.1 se extiende mds alld d¢ lo mostrado

en la misma.
Lwa e sio 0 Obsérvese que, siendo: I T N
Ay, =y =¥
Ay, =Ay, —Ay, =y,=2y =Y
A3y0 =A2y1 _Azyo =y, =3y, +3y, =¥,
Recordando la expresién de los nimeros combinatorios, estudiada por el

dlgebra:

W=

résulta entonces:

Ay, = i(—’l)i (nj y@-

i=o l

de donde, es posible deducir que las diferencias n-ésimas de y, se forman a partir de la orde-
nada n-ésima y sus n ordenadas antecedentes afectadas por los coeficientes del Tridngulo de
TARTAGLIA. Todas las diferencias asi formadas reciben el nombre de DIFERENCIAS
AVANZADAS.

Ejemplo 7.1 .- Confeccionar la tabla de DIFERENCIAS AVANZADAS correspondiente a los
valores consignados en la siguiente tabla:

0 1 2 3 4 .
y 0 1 4 9 16

Solucién: Debe ser notado que, los valores de y dados en la tabla, corresponden a la funcién
y = x2 . En consecuencia, la tabla de diferencias avanzadas resulta:
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X y Ay Ay Ay
0 0

1
1 1 2

3 0
2 4 2

5 0
3 9 2

7
4 16

-TablaN°7.2 -

Las diferencias terceras de esta funcién son siempre rulas, pues; cualesquiera
que sean los valores de x y A, serd:
S e Ns(x 43RV -3 (x4 2R +3(x+h) 2

expresién, esta ultima, que resulta idénticamente nula. ' e

vee  ©O®  ees

Anélogamente a lo visto en el ejemplo 7.1, es posible demostrar que, en’ge--
neral, las diferencias de orden n+1 de x" son nulas y por consiguiente, que las diferencias de
orden n+l de un polinomio de grado n son todas nulas.

v - - - ;Obsérvese -que, cuando se sabe quet las diferencias-terceras son todas nulas,
se deduce que las diferencias segundas son constantes y que, por consiguiente, una vez cono-:
cido el valor de las diferencias segundas se puede agregar siempre un valor mds a la tabla, en la
columna de las diferencias primeras por tratarse de simple adicin, (constltese la tabla 7.2).
Conociendo una nueva diferencia primera se puede obtener un nuevo valor de la funcién. De
esta manera se pueden construir rdpidamente tablas de potencias .Sin‘mas’ gue realizar simpl‘es"‘
adiciones. ,

! e el W3 & '.")‘:
Cualquier polinomio de grado n puede ser tabulado-de estaimanera una vez:
que a partir de n+1 valores se ha logrado calcular el valor constante de sus diferencias de-or- -
den n.
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No ocurre lo mismo con las funciones trascendentes, dado que tienen dife-
rencias sucesivas, hasta las de orden infinito. Pero, considerando solamente un cierto nimero
de cifras decimales y un intervalo % suficientemente pequeiio, las diferencias sucesivas poste-
riores van disminuyendo hasta poder considerarlus, a los efectos pricticos, como nulas desde
algin n en adelante.

De hecho, esta metodologfa es utilizada para construir tablas de funciones

trascendentes, haciendo intervenir las diferencias hasta un orden determinado: siendo el valor
del orden, mayor 0 menor, segin la precision que se desea alcanzar.

7.3 .- METODOS DE INTERPOLACION

Como en muchos otros campos de la matematica aproximada o numérica, no
existe una sola y dnica férmula, algoritmo o método que resuelva todos los problemas que, en
la prictica, puedan presentarse. Por el contrario, a través del presente capitulo se estudiarsn
varios métodos, los que han sido selecciomados de entre muchos, pero que. tratan de contem-
plar todas las posibilidades. ’ :

Notacién: en virtud de lo oportuno que pucda resultar en cada caso -particu-
lar, se utilizardn indistintamente. para expresar el valor de fa funcién en un punto determinado,
de abscisa x = x;, las expresiones siguientes: : i

yi 5o¥xi)o oo fix) o f,

A continuacién se estudiard uno de las més importantes métodos de interpo-
lacion. '

7.3.1.- FORMULA DE NEWTON-GREGORY ASCENDENTE
Conocidos los valores y, . v/, ... ;- y, de una funcidn, que se corresponden

con los n+1- valores equidistantes x,; x; ; ... ; X, de la variable. se trata de encontrar-el poli-
nomio de grado n:-
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(7.2) Pox)=ap+ar(x-xp)+az(x-x0)(x-x)+ ...
+an(x-x0) (X-%1) 0. (X-Xng)

que pase por todos los n+1 puntos que determinan los n+1 pares ordenados (x; ; y; ) que
constituyen la tabla de los datos. ‘

Los n+1 coeficientes ay; a;; ... ;a, se determinan imponiendo a la pardbo-
la (7.2) las n+1 condiciones de pasar por los puntos Ap; As ;... : Ay (ver figura 7.1); es de-
cir, estableciendo que para los valores de la variable x=xp,; x=x; ; ... ; x=x, , la expresi6n dada
por (7.2) debe serigual a yo; yi; ... ; y» , TeSpectivamente; en otras palabras, es necesario ha-
cer:

Pn(xo)=}’0=ao
Pn(x1)=y1='ao+a1(x] -Xp)

Pu(xn) =yn=ao+ ar(Xn-Xo) + oo + @ (X0-X0) oo ( Xu= Xnt)

de donde, despejando resultan:

a4y =Y
o =27 Ay
! X —x, h
—y, —p "0
:)’2“‘10_(xz—x0)a1 =y2 Yo =2h h =A2}’b
2 (e —x)(x —x,) 2.1R° 21n°

y, en general:

N An )’Q

7.3 =
( ) aﬂ n ! hll

~ Sustituyendo los valores de los coeficientes, calculados a‘parﬁr de la expre-
sién (7.3), en la ecuaci6én (7.2), se llega a la Formula de NEWTON-GREGORY ASCEN-
DENTE: :
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)’o

(7.4) P, (x) =y, + (x x0)+ (x X, )(x x1)+ +

21h"

(x X )x—x,)...(x = xﬂ_l)

Ih"

Haciendo x = xp + hu, y sustituyéndola en la expresion (7.4), se obtiene una
férmula de uso mds practico. Bajo estas condiciones resulta:

Xx-xXo=hu ; XX = _x—(xo +h) = hu-h = h(u-1)

etc.; vale decir, la formula de NEWTON-GREGORY toma la forma:

1
(75> P"(x)z R,(XO +hu)= yo"]-uAyo u(uz’ )AZ
D) e Y Taamne)

31 n!

Considerando que, segiin la teorfa y notacién de los nimeros combinatorios,

el

se puede expresar:

y considerando a A’yo= Yo, la cxpresiéh 7.5 se puede escribir:

o R [ I

~=»
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0, COmo sumatoria:

BAOE Z[ JA’yo

=0

Con el objeto de aportar mayores conocimientos referentes a la aplicacion
préctica de todo lo estudiado veamos el siguiente:

Ejemplo 7.2 .- Mediante la aplicacién de la formula de NEWTON-GREGORY, calcular el va-
lor de la funcién seno, para x = 0,390736; con un error menor de una milésima, co-
nociendo la siguiente tabla de diferencias avanzadas:

x senx Ay A’y
0,390 0,380188415 o
‘ 10,000924719
0391 0,381113134 _ -0,00000381 .
0000924338 T
0,392 0382037472 ~ -0,00000383
- ' © 0,000923955 o
0,393 0,382961427 ~0,00000382
... . 0,000923573 o
0,394 0,383885000 : ‘
-Tabla 7.3 -

Solucién: Sabiendo que x; = 0,390, y haciendo.k = 0,001 ; u =_,x’_hx° =0,736 ; entonces se

tiene:

P(0,390736) = 0,380188415+ 0,736- 0,00924719 —

7 0,736(-0.264)
— = 0,00000381=

. =0,380869045 . :

et

L2 dd 0 LA d
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7.3.2.- INTERPOLACION LINEAL Y CUADRATICA

Si en una tabla de valores, las diferencias son nulas, a partir de la segunda en
adelante, la formula de NEWTON-GREGORY se reduce a la siguiente:

an | Px(x)=y0+%(x—xo)

que no es mds que, la expresion analitica de la recta que pasa por los puntos Ag ; A, (ver fi-
gura7.1).

Este tipo de interpolacién solo puede utilizarse cuando, como ya se ha dicho,
las diferencias tabulares de orden dos y mayores son nulas; o bien, cuando dentro del orden de

" aproximaci6n con que se estd operando, las diferencias de orden superior A*; A’ y siguientes,’

son despreciables. En este caso, la curva representativa de la funcién es reemplazada por la
poligonal que se obtiene uniendo los puntos Ag ; Ay ; ... ; A, , con segmentos de recta. Es por
este motivo, que la aplicacién de la férmula (7.7) recibe el nombre de FORMULA DE IN-
TERPOLACION LINEAL. '

Si las diferencias tabulares de orden mayor al segundo son nulas; o bien,
pueden ser consideradas como tales, en virtud del grado de aproximacién con que se estd tra-
bajzmdo, se puede utilizar la férmula de  NEWTON-GREGORY incluyendo los términos de
segundo orden y menores:

(x xo)(x x)

(7.8) Py(x)=y, + A:" (x- xo)+

que no es otra cosa que la ecuacién de la pardbela de segundo grado, que pasa por los puntos
Ags ALy As. / '

No se pierde generalidad si se considera el valor x; coincidiendo con el ori-
gen de coordenadas (ver figura 7.2 ), en cuyo caso es:

xo=-h ; x;=0; x;=h
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y la ecuacién de la pardbola que pasa por los puntos Ao ; A; y A; se puede expresar, en ge-
neral:

7.9 y=ax+bx+c

- Figura 7.2 -

Siendo xp = - h;x; = 0 y x; = h, la expresion (7.8) es vdlida para todos
estos puntos, entonces, segiin la expresion (7.9) se puede escribir:

Yo=axi+bx,+c=a(-h)’ +b(-h)+c

y=axi +bx,+c=c
y,=ax; +bx,+c=ah’® +bh+c

de la segunda, se obtiene directamente que. ¢ = y; ; y reemplazando este valor en las otras dos’
ecunaciones, resulta:

ah®-bh+y =y,
ah>+bh+y =y,

de donde, sumando y restando ambas ecuaciones, se obtiene:
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—2v. +
a-:)’z y; yO ; b
2h

yz ~ Yo
2h

valores que reemplazados en la ecuacién (7.9) da como resultado:

=2y, +y, %2 yz_yo
X
2k 2h

(7.10) y= +y,

expresién que es generalmente denominada FORMULA DE INTERPOLACION CUA-
DRATICA.

- 7.3.3. FORMULA DE NEWTON-GREGORY DESCENDENTE

La férmula de NEWTON-GREGORY AS. CENDENTE"ya estudiada, permite
resolver el problema de interpolar en una tabla de intervalo constante s un valor de y co-
rrespondiente al valor x de la variable comprendida entre xo y X, , pero como las diferencias
sucesivas Ay ; A%y, ; etc., que aparecen en la férmula $e refieren al primer valor yo', esta se
emplea con mayor precision cuando el valor de x, correspondiente al y que se desea calcular,
estd préximo a xo ; vale decir, al principio de la tabla.

Cuando, por el contrario, la interpolacién debe efectuarse para un valor de x
préximo a x, o, en general, alejado'de o, interesa conocer otras‘férmulas de interpolacién en
las que intervengan las diferencias sucesivas que se rclacmnan con el dltimo valor y, dela

tabla.

En este orden de cosas, definiendo la diferencia de primer orden mediante la

expresion:
(7.11) ' AVt =Vn-Yn1=Vyn

y, operando de igual modo al realizado para definir las diferencias avanzadas, obtenidas en la
tabla 7.1, las restantes se encuentran detalladas en la tabla 7.4.
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- Tabla de Diferencias Atrasadas -
x y Vy Viy Viy
Xo - " Yo 7
Vy=y,—¥,

x=x+h V2, =Vy,=Vy,

Vy,=y,-% V2y,=V?y,=V?y,
x=x+h ¥, V2y,=Vy,~Vy, ‘
Vy,=y,=y, . V3y2=V2Y2_VZYL
X=X, +h Y, V?y,=Vy,~Vy, :
Vyi=y,=; :
x,=x5+h Y, : o
. : : V=V, =V,
szn—lzv}'n—x"vyn—z
VYu=Ya=Yu

X, =x,_,+h Yy,

n n—1

= Tabla N° 7.4 -

Las diferencias calculadas en la tabla 7.4, reciben el nombre de DIFEREN-
CIAS ATRASADAS. '

Para deducir la férmula de interpolacién correspondiente, es necesario escri-
bir la (7.12) en forma ansloga a la ya utilizada para la ascendente; la expresién de la ecuacién
de la pardbola de grado n es:

(7.12) Po(x)=ap+ai(x-X)+a(x-%) (xX-0ug)+ ...

+an(x-20) (X-ng) o (X-21)
en la que, determinando sus coeficientes ao ; a; ; ...; 6, mediante las n+1 condiciones que
impone el hecho que la parabola (7.12) tenga que pasar por los puntos Ag ; Ap ; ...; Ay (ver

figura 7.1).

En la expresién 7.12, haciendo sucesivamente X=X, ;, X=Xy, ...; X=X; , S€

~ obtienen los valores:
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Pn(xn) =Yn= Qo
Pu( Xu1) = Yn1= ap+ ar{ Xung - Xu)
(xp-x1)

Pi(xp)=yo=ap+a;(xo-Xn)+ ... +a (X5-X%0) ...

de donde, despejando resultan los valores de los coeficientes: -

aO =yn
. yn—l _yn — V.yn
ay ==
X, —X, h

y asi sucesivamente. En general, serd:

_V'y,

a =
" nlh”

Sustituyendo los valores de los coeficientes calculados en la ecuaci6n (7.12),

se obtiene la Formula de NEWTON-GREGORY DESCENDENTE:

(.1 P,,<x>=yﬂ+%<x—x) L ot
T (x x - xH) (x x,)
Realizando el cambio de la variable x por x+hu, resulta la expresién mds
prictica:
+1
(7.14) Pn(x)zP"(x+hu)=y”+uVy”+%sz”+
. ulu + 1)(u+ 2) vy, R u(u+ 1)(u+ 2)...(u+ n- 1)

3! ‘ n!

pues:
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X-X, =hu
X - X1 =x»(x,,-h)=x-xn+h’=huv+h=h(u+’l) ‘

X - X2 =x-(x,,.1-h)=x-x,..1+h;h(u+1)+h=h(u+2)

En el esquema representado en la figura 7.3, se han unido mediante segmen-

tos -de rectas los valores que intervienen en las férmulas de interpolacion de NEWTON-
GREGORY ASCENDENTE (Na)yenla DESCENDENTE (Nd).

siguiente:

x y A A A’ A*

Xig Yi4

o
Xi-3 Vi3 °

o v o
Xi-2 Yi-2
Xi-1 Yi-1
Xi Yi
Xiw] Yi+1
Xit2 Yis2

o o
Xie3 Vi3 ¢

o
Xitda Yivd

- Figura 7.3 -

A los efectos de ilustrar sobre los efectos de esta dltima férmula, veamos el

Ejemplo 7.3.- Sea el problema de tener que determinar el logantmo neperiano del nimero

5143,75.
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Solucién: Conociendo los siguientes valores de la tabla de diferencias, confeccionada a partir

de alguna tabla: -
x . y A A N
5100 85369958187
19588645
5110 8,5389446832 -38207
SR 19550348 151
5120 85409097180 < —38146
‘ CU19512202 146
5130 8,5428609382 ~38000
19474202 151
5140 8,5448083584 ~37849
19436353
5150 8,5467519937
-Tabla 7.4 -

y considerando arbitrariamente la columna de las diferencias terceras como la de las constan-

tes, es posible hacer:

y= 5143,75-5150

=-0,625
10

x,L=5150A i; h=10 ;

y sustituyendo en la’(7.14), resulta:
P, (x+ hu) = P,(5143,75) = 8,5467519937 - 0,625 . 0,0019436353 +
+1/2(0,625 . 0,375) . 0,0000037849 -
-176(0,625 . 0,375 . 1,375) . 0,0000000151 =
. 8,54553766443
ves QOO  eee
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7.3.4.- FORMULA DE LAGRANGE

Mientras se tenga que interpolar sobre tablas numéricas confeccionadas ex-
profeso, dificilmente se planteard el caso de tener que considerar intervalos desiguales de la
variable, pero, cuando la interpolacién debe realizarse por medio de tablas obtenidas experi-
mentalmente, es muy frecuente tener que manipular tablas que poseen intervalos no equidistan-
tes.

Una de las formulas mas conocidas, que resuelven este problema, es la de-
nominada FORMULA DE LAGRANGE que puede deducirse a partir del polinomio de gra-
do n al cual se le impone pasar por los n+1 puntos Ag; A ;... ; An, de la forma:

Pox)=ag (x-x1) (x-x2) c. (x-x) +ar(x-x0) (x-2x2) ... (x-2,) + ...+

+an (x-x0) (x-x1) ... (- Xnp)

donde cada uno de los términos que componen este polinomio, es a su vez, un polinomio de
grado n.afectado de un coeficiente a,, el cual debe ser atin determinado.

“Los n+1 coeficientes a, se determinan imponiendo las n+1 condiciones:

para  x=x, = y=y,
para  x=x, = y=y,

para xX=x, = Y=y,
asi, se obtienen las ecuaciones:

v,yo ¥a0(xo -xlj(xo =%, ) (%, —x;)

Y1 zal(xl "xo)(xl _‘xZ)"‘(xl _xn)
Yu =, (x, =) (x, —x,)...(x, = x,_,)

‘Despejando de estas ecuaciones los valores de los a, y sustituyéndoios en
el polinomio original, resulta la denominada FORMULA DE LAGRANGE:
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(x_xl)(x_x") (x xn)
P =+ vy,
Rl gy TSy it gy
Xy Jx—x, x—x,
(7.15) oy Emm)emn) Gon)

) m) )

+y (x—x(J)<x_x1)"'(x—xrt—l)

o (x, _XU)(xn ._xl)"'(xn —-%,)

Dado que los numeradores de todes los términos del segundo miembro son
iguales, en la prictica es més cémodo operar con la expresién que se obtiene dividiendo ambos
miembros de (7.15) por el producto (x - xp)(x - x;) ... (x - x, ), con lo cual resulta:

P (x) Yo

(x xo) (x xn) (x - xo)(xo x)(xo x“) (xo x,)

v, .
+ + e
(7.16) » (X“xl)()cr x“)( x7) x, —x;) : "

+ Y
(x—x")(x" —x())(xn —xl ( n = n—l)

La expresién anterior es la usualmente utilizada en las aplicaciones pricticas
para realizar la interpolaci6n en tablas con valores no equidistantes.

Se puede apreciar la aplicacién de esta- importante férmula mediante el si-

guiente:

Ejemplo 7.4.- Por medio de una experiencia de laboratono se ha obtenido la siguiente tabla de

valores:

0 490 840 1003
0 3152 5036 5773

en la que se desea calcular el correspondiente valor de y para x = 700.
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Solucién: Empleando la férmula de LAGRANGE, se obtiene:

P,(x) B 3152 .
x(x = 490)(x — 840) (x — 1003)  (x — 490)(490 — 0) (490 — 840)(490 — 1003)

5036
+ - +
(x — 840) (840 — 0)(840 — 490) (840 — 1003)

5773
(x—1003)(1003 0 (1()03 490)(1003 — 840)

en la que sustitnyendo el valor de la variable x por 700, se obtiene el valor de y buscado, el
que resulia:
' P(700) = 4328

s QO e

7.3.4.1.- Formula de LAGRANGE para Valores Equidiétantes

La férmula de LAGRANGE puede ser utilizada, con apreciables ventajas,
también para interpolar en tablas con valores equidistantes de la variable.

En estos casos, como se verd, los coeficientes de la férmula de Lagrange
resultan independientes de los valores de las abscisas.de la tabla dada y de su incremento tabu-
lar h; de manera que, los cocficientes se calculan de una vez para siempre, recibiendo el nom-
bre de COEFICIENTES LAGRANGIANOS. Consecuentemente, para facilitar la tarea, se

‘han confeccionado tablas de los coeficientes LAGRANGIANOS que consideran los casos co- -

reespondientes a 3: 4;...; 11, etc. puntos.

Veamos el caso particular que corresponde a una tabla de cbpficientes LA-
GRANGIANOS de cuatro puntos.

‘Conocidos los valores £, fo: fi: J2 Louuspnndxentes a Xy Xp 5 X,

~respectivamente, el polinomio de LAGRANGE ser4:
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(x —x,)(x—x )X —x,)

-1 "xo)(x—l _xl)(x—l "xz)

(e = ) —x ) (x - x,)
(o 1)(x0—x1)(x0 x,)

(x X)) —x)(x - xz)
( x) 0 - xo)(xl xz)

- ) ox)Emn)
) ) )

INTERPOLACION

f (f) e fa+

fot

(7.17)

donde xg - X7 = x; - Xo = X2 - X; = h. Si se considera ahora, el cambio de variable x = xg +hu,

resulta:

FOO)=Flx, +hu)= —&l—zo‘ﬁf_l

. (u+1)(u—1)(u-2) fum

2

_(u+1)z;(it+2)fl; ‘. |

N (u+ 1)L6z(u —vl)f2

Llamando L a los cocf101entes LAGRANGIANOS estos pueden ser muy
facilmente calculados. Entonces, tomando

u(u—l)(u—Z)

L1=_—_6_— ' L0=

(u+ 1)(u— 1)(u— 2)
2
(u+l)u(u+2) _(u+1)u(u—1)
T 7T 6
para valores de u variando de 0 a 1, con distintos intervalos 0 nimeros de decimales.
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Teniendo tabulados los coeficientes L ;, la interpolacién se reduce a calcular
la expresion:

f(x)=L_1f_1+L0f0+L1f1+L2f2

evitindose, de esta manera, la aplicacién de la extensa férmula estudiada, previa construccién
de la tabla de diferencias.

7.3.5.- FORMULA DE INTERPOLACION PARABOLICA PROGRESIVA

Se expondr4 a continuacién una férmula, atribuida a NEWTON, que tiene la
ventaja de que, término a término, es posible obtener una cota del error que se ha cometido
hasta ese momento. i

Sea el polinomio (7.2) ya utilizado al deducir las férmulas de NEWTON-
GREGORY:

(7.2) 4 P.(x)=ap+a;(x-x9)+a(x-x)(x-x;)+ ..

+an(x-x0) (x-2x1) 0. (X-Xnt)

y, al igual que antes, imponiéndole la condici6n que la curva representativa pase por los n+l
puntos Ao; Ar;..; An.

La condicién que la curva pase por A, implica que yy =ay ; la cual puede
considerarse como la primera aproximacién de la férmula de Interpolacién Parabdlica Pro-
gresiva; es decir, como el polinomio de interpolacién de orden cero:

(7.19) o Po(x)=yo

Si, en una segunda aproximacion, se exige que la representacién gréfica pase
por los puntos Ao y A, debe verificarse, ademds: :

(7.20) ‘ yi=ao+ a;(x;- xo)

de la cual puede calcularse el valor de a; , que resulta:
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14y _ XN —Pu(xl)
X, = X, X, =X,

a, =

Reemplazando este valor de @, en la expresion anterior, puede obtenerse el
polinomio de interpolacién de orden uno, ver figura 7.4, el que resulta: '

- P .
(720) Pl (x):yﬁ +yl_w0(—XA)(x_xu)

0

donde el numerador que figura en la parte fraccionaria, que vale y; - Py (x ;) es la magnitud
del error que se comete al estimar x; cuando se toma comio polinomio de interpoldcitn el po-
linomio Py,

‘<

Yo

0 Xo X; Xz X

- Figura.7.4 -

La condicidn adicional que la curva deba pasar, ademds, por el punto As,
impone para poder realizar la deduccién del polinomio de interpolacidn, la utilizacién de la
expresion: ' ’

Y2 =do + a; (xz-x0)+ag (X3-Xn) (XZ'XI)

de 1a cual es posible deducir el valor del nuevo coeficiente a; que debe agregarse a la expre-
sién general. Resulta entonces:
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- Vs —[ao +ay (x2 —x,))] Y- P (xz)

’ (e, = x)(x; = - (x, “xu)(xz -x)

de dondé:

(7.21) P, (x)=y,

¥, — B (xz ) )
+f-—-.—--~—-(x—x,,)(_x—x.‘)
{x =x,)(x; ~x,) '
en la cual el numerador de a; es el error que se cometerfa si se tomara como valor de y; el
valor que proporciona el polinomio de interpolacién de orden uno.

Continuando este andlisis y operando de idéntica manera a la estudiada, pue-
de obtenerse el polinomio de interpolacién de orden #:

y. — P {x,
(7.22) P )=y, + ) e

. (x} “xo)

¥, = b (xr)
(x, —x, ). (x, —x

e, ) (o)
-1/

r

donde el numerador de cada coeficiente @, mide precisamente el valor del error vy -P s (xi)
que se comete al considerar, en lugar del valor y . el valor dado por el polinomio de aproxi-
macién de orden (k-7) en el punto de abscisa x=xy .

Es importante destacar que, en ningdin momento se ha impuesto la condicién
que los intervalos de tabla sean regulares; vale decir, la férmula de NEWTON es muy il para
interpolar en todos aquellos casos en que las tablas resultantes tienen intervalos no equidistan-
tes. B

La diferencia entre los procedimientos de LAGRANGE y de NEWTON, que
se acaban de estudiar, es que en ¢l de LAGRANGE todos los términos tienen el mismo grado;
mientras que, en ¢l de NEWTON el grado de los distintos términos va en aumento progresiva-
mente.
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En el primero, solo es posible determinar una cota del error, y en caso de ser
necesaria una aproximacién mayor a la obtenida es menester rehacer integralmente el cdlculo.
Mientras que, con el método de NEWTON, los numeradores de los coeficientes indican, suce-
sivamente, la magnitud de la precisién lograda en el paso anterior. '

Para aportar mayores detalles se presenta una aplicacién del método de
NEWTON mediante el siguiente:

Ejemplo 7.5.- Haciendo uso de la siguiente tabla, determinada experimentalmente en tareas de
laboratorio, se desea calcular mediante la Férmula de Interpolacién Parabdlica Pro-
gresiva o de NEWTON, el valor de y correspondiente a x=10:

0 5 15 30
y 63 89 173 429

Solucién: Para determinar el valor de los coeficientes es necesario hacer:

a, =y, =63 P, (x)=63

oy —P(x) 89-63

a, = = =52 P (x)=63+52x
1 (x1 _xo) (5_0) 1( )

» y2~—P1(x2) _173~-141

= = =0,21
T, —x) G, 1) 15(15-5)
P, (x)=63+52x+021x(x—5)
-P _ ~
4= ys =P, (x3) _ 4298765 _ 047

(ry = %) (x5 =%, )(x, —x,)  30.25.15
P, (x)=63+52x+0,21x(x - 5)+ 0,0047 x (x — 5) (x - 15)

que para x=10, resulta y=124,325. Este valor, no es posible mejorar dado que, no se cuenta
con mds puntos en la tabla de valores que permitan seguir con la aplicacién de la Férmula de
Interpolacion Parabdlica Progresiva.
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7.3.6.- FORMULA DE GAUSS
Sea la expresién (7.2) del polinomio de interpolacién dado:

(7.2) P.(x)=ap+a;(x-x0)+a(x-x0)(x-x1)+ ..
tan(X-Xo)(X-X1) e (X=Xns)

y considerando los puntos de abscisas equidistantes:
Xo=Xg,')C1=xO+h,'JC2=X0'h,'X3=Xa+2h,'X4=X0-2h,'

Sustituyendo estos valores en las expresiones de a, de la Férmula de Inter-
polacion Parabdlica Progresiva, se obtiene:

aon’o:Po(xo):fo

_J’1—Po(x1)

v (e, = xp)

de donde:
_ flxy + )= fx)
a, = ——
h
de la misma manera:
a, = vy, — B (xz)

(xz “xo)(xz - xl)

sea:
Flm ) =27() £ )
2 e
y, finalmente:
y;— P (xa)

a, =

(xa —xo)(x3 —x;)(x; —x,)
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vale decir: .
g +2h)=3f(x, +R)+3f(x,)— f(x, ~h)
6h° :

3

Y asf sucesivamente, puede continuarse el procedimiento. A continuacién,
reemplazando los coeficientes obtenidos en el polinomio de interpolacitn, resulta la siguiente
expresion:

H&M@_x“%

F, (JC) = f(xn

S+ )= 27 () + £ = B)
210’

(7.23) (r—x,)(x—x)+

L fln+2R)=37(x, ;;2: 3f(x,) = £ xe — ) o) (e, )= Y

Una expresién mds prictica que la anterior, se obtiene haciendo la conocida
sustitucion x=x, +hu, con la cual, finalmente, resulta ln FORMULA DE INTERPOLA-
CION DE GAUSS:

P, (x) =P, ()cU +h u) = f(x,)) + Af()cD )u +

(7.24) (u+ Dul(u-1)+

AR (XOI ~h) u(u—1)+ s+ h) f(); +h)

+M(w +Du(u—)(u=2)+...

Considerando el esquema representado en la figura 7.5, es posible observar
que esta férmula puede ser recordada facilmente si se observa que las diferencias que se utili-
zan estdn sobre la poligonal de eje horizontal.

En virtud de esta caracterfstica, es posible deducir que la férmula de GAUSS

es conveniente que sea utilizada en todos aquellos casos en que se trata de interpolar valores
de la funcién que corresponden a valores de la variable cercanos al sector medio de la tabla.
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x v A A’ A
X6 =.);'(,I '3h f(XU '3]1)
. .
X4 =xp-2h fixu-2h) *
. * *
X:=Xo-h Jlxo -h) *
. .
Xy =Xy fixo) \'/\‘
xX;=xy+h f(xﬂ +h) ¢
L 4 +
X:=xp+2h f(X() +2h) *
.
Xs =Xy +3h f(x,/,\ +3h}
- Figura 7.5 -

Para mejor comprensién del tema y fijar conocimientos, se presenta el si-
guiente:

Ejemplo 7.6.- Determinar el valor de ¢* para x=1,5708; conociendo la tabla de diferencias
dada en el siguiente cuadro:

x v=e® A AN A A
13 3,6693 '
0,3859
14 40552 0,0406
0,4265 00042
15 44817 0,0448 0,0004
0,4713 0,0048 0,0000
1,6 49530 0,0496 0,0004
0,5209 0,0052
17 54739 0,0548
0,5757
18 6,0496
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Solucién: Siendo x; =1,5 : h=0,1 ; u=x-xo =0,708 ; la aplicaci6n de la férmula de GAUSS da:
y=4,4817 + 0,708 . 0,4713 +'/,[0,708 (0,708 - 1)] . 0,0448 +
+1/4[(0,708 + 1) 0,708 (0,708 - 1)] . 0,0048 +
+1/24[(0,708 + 1) 0,708 (0,708 - 1) (0,708 - 2)j - 0,0004 = 4.81047

soe YY) eoe

7.3.7.- FORMULA DE BESSEL

La FORMULA DE INTERPOLACION DE BESSEL es una de las mds
utilizadas debido a las miltiples ventajas que presenta, tanto en la interpolacién directa, cuanto
en la inversa; debido a ello, se le daré la importancia que realmente tiene entre el amplio con-
junto de expresiones destinadas a resolver el problema de la interpolacion.

Es posible deducir la FORMULA DE BESSEL a partir de la formula de
interpolacién de GAUSS. Se tratardn de tomar de esta dltima, solamente los elementos de una

fila horizontal de la tabla de diferencias para ser utilizadas en la deduccién. Desdoblando las
diferencias avanzadas de orden par, resulta la expresion:

F6)= e+ h)= 2 £ (5 45 £ )+ f i) +
(2 1)[ A f(x, — ) éAzf(xo—h)}+£biil)—LéQ‘;QAaf(xo—h)+...=
f(x0)+ [f(x0+h) Af(xo)]+uAf(xo)+
A G 1)[ 8 F (s~ h)+ 5 Lp (xo)——Af(xo—h)]

+(u+l)u(u—l)

- Af(x, —h)+
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y, en definitiva la expresién:

(7.25) f(x)=%[f (x0)+ 7 (xo +h)+(u—%)Af (xo)}“

u(u21 1);[A2f( h)+A2f(xD)]+
u(u——l)(u )

3 A f(x, —h)+

N (u+l)u(u4; 1)(”_2)%[134]‘(% —2m)+ A F(x, —h)]+

la que constituye la FORMULA DE INTERPOLACION DE BESSEL, que puede escribirse
de manera més simétrica: )

(7.26) FO)=F(xo +hu)= f(x,)+ B Af (x,)+ B”[Af (x, = h)+ A £ (x,) |+
+B" N f (xy — h)+ B" [A*F (x, — 2h) + A* F (x, ~ h)]+...
siendo:‘; -

W), w=Dd)

Blzu ., B//= . IV=(u+1)u(u_1)(u_2)
-7 221 3! 2.41

y asf sucesivamente. Estos coeficientes reciben el nombre de COEFICIENTES BESSELIA-
NOS vy se encuentran tabulados para valores de u comprendidos entre cero y uno, lo que
permite efectuar con rapidez la interpolacion.

" Se estudiard la aplicacién préctica de la férmula de BESSEL mediante el si-
guiente:

Ejemplo 7.7.- Resolver el problema dado en el ejefcicio N° 7.6, haciendo uso de la formula de
interpolacién de BESSEL.
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Solucién: Mediante la aplicacién directa de la férmula de BESSEL sobre los distintos elemen-

tos de 1a tabla de diferencias, se obtiene:
y="1/,(4,4817 + 4,9530) +(0.708 - 0,5) 0,4713 +
+1/50.708 (0,708 - 1) (0.0448 + (_)?()496) + 176 0,708 (0,708 - 1) (0,708 - 0,5) 0,0048 +
+174(0,708 + 1) 0,708 (0,708 - 1) (0,708 - 2) 0,0008 = 4.81047
Como puede apreciarse arroja el mismo resultado. Si se considera que la
parte correspondiente a coeficientes se encuentra tabulada, se concluye en la practicidad del

método de BESSEL.

LR XS 006 0

7.3.8.- FORMULA DE STIRLING

Esta es otra formula que utiliza elementos.de una sola fila horizontal de la
tabla de diferencias avanzadas, como se aprecia en la tigura 7.6, ofreciendo evidentes ventajas
para el caso general de interpolacitn, ya que, es utilizable con mucha mayor precisién en un

sector mds amplio de la tabla dada, que las férmulas ya estudiadas.

Escribiendo la f6rmula de GAUSS bajo a forma que atiliza el cambio de va-

rable x=x; +hu, resulta:

f(x)z f(xo +h u): f(xu)+ ”l:Af-(xo)_ %Azf(xn - h)J] + L;—,AAf(xu - h)+ ‘

uu® -1 Hu -1 :
+ . (u3l )l:A3~f(x() ~—/’t)“%A4f(x“ - zh)]+ii(%JA4-f.(x" - 2h)+ ‘

y transformando las expresiones contenidas por los corchetes, homogeneizdndolas respecto del

orden de las diferencias avanzadas que intervienen, de modo que-en el primer corchete aparez-

can diferencias de primer orden; en el segundo, de segundo orden, etc., y puesto que:
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Az.fb(xo - h) =Af(x0)— Af(xu - h) ; A4f(:xu -2 h>= ASf(xn = h)_ Asf(xn - 2h)

resulta la denominada FORMULA DE INTERPOLACION DE STIRLING. que es I si-
guiente:

(7.27) FO)= £y +hu)= £z, )+ uAf(x")J’?f(x“ - /1)+L;—2'A3f(;cn )+

+u(u2 —1) A f(x, - B)+ A F(x, ~2h) (- 1)A4
31 o2 41

fle,—2h)+

w(u? = (u® =2°) Af(x, —28)+ A F(x, -3n)

+ /.
-

5! 2

» En el diagrama de la figura 7.6, pueden apreciarsé cuales son los valores que
aparecen en las formulas de interpolacién de BESSEL (B) y STIRLING (S). habiéndose mﬁrca—
do mediante rectdngulos los promedios de los valores de las diferencias utilizadas en dichas
férmulas. '

x y A A’ A A
X3 Y-3
L4
X2 Y-2 *
*® *
X Y * *
4 ¢
X Yo —F * A S
I — 7 B
X v e .
. .
Xz Y2 ¢
.
X3 ¥y3
- Figura 7.6 -
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Aprovechando todo 1o expuesto en los anteriores ejemplos y haciendo uso de
la tabla de diferencias dada, se presenta el siguiente:
Ejemplo 7.8.- Calcular el valor de e para x = 1,5708 usando la férmula de STIRLING.
Solucién: En este caso, es:
y=4,4817 + 1/, 0,708 (0,4265 +0,4713) + /2 0,708". 0,0448 +
+1/50,708 (0,708 - 1) . '/, (0,b024 +0,0048) +
+1/24 0,708 (0,708 - 1).. 0,0004 = 4,81049

que, como puede apreciarse, tiene ciertas diferencias respecto de las anteriores férmulas estu-
diadas, a partir de la quinta cifra decimal.

seo [ X 1} ve0

7.3.9.- FORMULA DE EVERETT

La FORMULA DE EVERETT es muy utilizada en algunos campos de las
ciencias; por ejemplo estadigraffa, y se caracteriza por utilizar en ella solamente las diferencias
tabulares de orden par.

Si en la férmula de GAUSS se hace:

(7.28) FG)=F(x, +hu)= (g)f(x0)+ (L;)Af(xo)+ (Z)Azf(xo —h)+

4

+(”; 1)A3f(x0 - h)+(“+ 1)A4f(xo - 2h)+(”;2)&f(xo —2h)+...

La sustitucién de las diferencias de orden impar por diferencias de orden par

se realiza recordando que es:
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Af()=f(, +h) = f(x) 5 A f(xg—h)=Af(x,)-A%F(x, — 1)
y asi sucesivamente. Resulta, utilizando las propiedades de los nimeros combinatorios:
u+1l

F)=fle, +hu)=1—u)f(x)+uf(x +h)+( 3 )Azf(xo)—

u ; u+2) , u+1)
—(S)Azf(xo —h)+( p )A“f(xo —h)—( p )Nf(xo —2h)+...
Esta expresion que utiliza términos situados en dos horizontales sucesivas,
puede ser escrita de la siguiente manera: ‘ '
u+1

fv(x)=f“(.x'0'+%u)=(1'— u)f(xo)—(;)Azf(xo —h)—[ s jA“f(xo —2h)—...+

—uf(x, +h)+(“;1)& fj€f0)+[Ll;?)A4 £ =)+

y reemplazando el valor de 1-u por { resulta:

+1

(7.29) FG)=flxo +r(1-8)}=C f(x9)+:(§.3 ]Azf(xo —h)+

+(C -; ZJA“f(xo - 2'h)+.v..+‘ uf (% +h)+(u; 1JA2f(xo)+ [M';' 2)A4f(xo —h)+...

que es la expresion desarrollada de la denominada FORMULA DE INTERPOLACION DE
EVERETT.

Para explicar con mayores detalles la aplicacién prictica de la férmula de
EVERETT, veamos el siguiente: o

Ejemplo 7.9.- Determinar el valor de y=e * para x=1,5708 haciendo uso de la tabla de dife-
rencias de los ejercicios anteriores. ‘
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Solucién: En este caso es preciso calcular primeramente el valor de x, a partir de u, como

sigue:
{=1-u=0,292
resulta entonces:
y=0292.4,4817 + '/ {1,292 . 0,292 (- 0,708) . 0,0448] +
+ 110 [2,292 . 1,292 . 0,292 (- 0,708) . 0,0004] +
+0,708.4.9530 + '/ [1,708 . 0,708 (- 0,292) . 0,0496] +

+ /120 [2.708 . 1,708 . 0,708 (- 0.292) . 0,0004 = 4.81047

Resultado que coincide con los precisos métodos de GAUSS y BESSEL, ya

estudiados.

et 'Yy} see

e

7.4.- INTERPOLACION INVERSA

La interpolacién resuelve, mediante métodos aproximados y valiéndose de una tabla
empirica, el problema de encontrar el valor de y=f(x) cuando estd dado el valor de x. Pero,
en principio, no resuelve el problema inverso; vale decir, el de determinar el valor de x cuando

se conoce la magnitud de flx). -

No obstante, este problema puede resolverse ficilmente, si se intercambia, en
la tabla de valores, la varfable con la funcidn y viceversa; lo que, equivale a interpolar la fun-

cidn inversa:
(7.30) x=f""(y)

en lugar de hacerlo sobre f. Concretamente, esto significa intercambiar los papeles de las x 'y
las y en cuanto a la calidad de independencia y dependencia de las variables que intervienen.
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Como, incluso para valores de x equidistantes, los valores correspondientes
de la funcién no lo son, es esencial utilizar férmulas de interpolacién que se adapten a esta
particularidad, tales como LAGRANGE, Parabdélica Progresiva, elc. -

5.- AJUSTE

Para estudiar el comportamiento de una serie de datos obtenidos empirica-
mente, constituidos por puntos dados mediante pares ordenados de niimeros, asociados con los
valores de dos variables, resulta imprescindible contar con un procedimiento que permita de-
terminar una funcion analitica, representada grificamente por una curva que describa en forma
simple, y lo mds aproximadamente posible, la relacién funcional que pudiera existir entre los
datos; vale decir, una funcién tal, que exprese analiticamente la relacién funcional que guardan

las variables en cuestién.

7.5.1.- AJUSTE E INTERPOLACION

El problema general estudiado en el parrafo anterior, como tal, no tiene una
solucion exacta en el campo de la matemdtica pura, segin lo estudiado en la primera parte del
presente capitulo, pero, como se ha visto, puede ser resuelto de manera aproximada. mediante
la aplicacién de una variada cantidad de procedimientos numéricos esencialmente diferentes,
los que a su vez, admiten ser clasificados en dos grandes grupos: los denominados de INTER-

" POLACION vy los lamados de AJUSTE.

La metodologia de la: INTERPOLACION, estudiada en sus origenes por
NEWTON, se caracteriza-por suponer que los datos que intervienen en el problema son exac-
tos: por lo cual, en la construccién de la FUNCION DE INTERPOLACION se exige que la
misma satistaga todos y cada uno de los valores particulares que constituyen los datos. Desde
el punto de vista geométrico, la CURVA DE INTERPOLACION debe pasar por todos los
puntos que representan cada par ordenado dado como dato y deben tener, en principio, tantos
pardmetros indeterminados como puntos se den en los datos. La condicién que los datos saus-
fagan la ecuacién permitird calcular el valor de dichos pardmetros.
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, Una vez determinada la funcién de interpolacién.se tiene la posibilidad de
calcular nuevos valores. de la variable dependiente para otros tantos valores, arbitrarios, de la
variable independiente, distintos a aquellos que figuran en Ia tabla, dados.como datos. Consul-
tar el principio del presente capitulo. '

RS

La metodologia del AJUSTE MEDIANTE CURVAS supone, por el con-
trario que los datos ingresados estdn afectados en cierto grado de errores debidos al modelado

- (abstraccién) y aleatorios (inherentes); por lo que, no resulta indispensable que la CURVA DE

AJUSTE correspondiente, pase exactamente por 1os puntos que representan los datos, sino
que, en promedio, la aproximaci6n sea Optima de acuerdo a un cierto y detefminadocritetio,
denommado CRITERIO DE AJUSTE

ST . few

. El iniciador de estos procednmentos fue GAUSS, quien desarrollé el tan' co-
nocido METODO DE LOS MINIMOS. CUADRADOS:- Posteriormente fueron elaborados
otros métodos de ajuste, siendo.los mds utilizados el de los MOMENTOS y el de: MAXEVIA
VEROS]IV[ILITUD este Gltimo, creado porR A. FISHER: © 1o e 0 P

7.5.2.- AJUSTE MEDIANTE CURVAS —

A continuacién se expondrén los principiosifuridarentales de la meétodologia
del AJUSTE de puntos mediante curvas. Segin se presentan los datos contenidos en la tabla
de datos, puede convenir realizar el ajuste utilizando’ diferentes curvas, tales como: polinomia-
les logarftmicas, exponenciales,: logisticas, etc. las: que- serdn adoptadas luego de- un- estudio
expeditivo’ del tipo de relacién y de la forma general dela representacmn gra.ﬁca de los datos

0

contenidos en la tabla dada-como dato.

P SR BT S P : : . ;
Demds esta decir que, no existen reglas generales que permitan de una' miane-
ra absolutamente racional y sistemdtica, tomar una decisi6n categérica respecto a tal o cual
eleccién, quedande la‘misma, queta a los ‘Coribeitnientos previos'que se posean del fenémeno
en estudio y:a la expencn01a en: este campo de la matemauca, de .quien ‘tenga que aphcar el

o

prOcedumemo S B TR

. €ada ‘uno de: los’ tipos ! de’ turvas menéionados en el parrafo anterior, s

adapta especialmente :a serieés' de -datos- -particulares, con excepcién del. MODELOQO POLI-
NOMIAL que puede ser empleado con ob}etwos muy generales TR
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:: Bs. por.la, citcunstancia apuntada en el parrafo anterior; ademés de los alcan-
ces previstos para.la confeccién de la presente -obra, que se-limitars el estudio al estudio- de
modelo polinomial.

7.5.3.- AJUSTE MEDIANTE POLINOMIOS: .: |. B
e o B N L SN IR B S [ T Vs .

Como se ha estudiado, en todos aquellos casos en gue.los datosxdisfan,dc ser
valores exactos de los puntos representativos de una funcién descbnocida; sing ‘que lA)l(.)rA el
contrario, se suponen afectados de c1ertos errores aleatonos y/o sistemdticos (inherentes) en sq .
estimacidn, se impone el método de AJUSTE para su tratamiento. Este ajuste puede realizarse
de muchos modos segun sea el tlpO de func1on eleglda para reahzarlo para descnblr le relacién
funcional de Tos datos del problema en cuestion. :

La mayona de los fenomenos en estudio O pOSeen una curva que pueda de-
finirse analiticamente a priort, tal como: tna exponenc:lal una logarmmca etc.; se prefiere uti-
lizar entonces, la FUNCION POLINOMIAL, la cual puede ser empleada con muchas venta-
jas, en la mayoria d¢ los casos, por lo que se la ha elegido para sistematizar el estudio del pfé-
sente tema.

L T Lot

7.5:3.1.- Metodologia del Ajuste "
IS TSR e e R R TR IR g

Para lograr el ajuste de una sene de datos, medlante una funcién polinomial,

se propone una expresion de lé forma: : f, R

(73D y=aa+a1x+a2,x?+...

oy

en la cual figuran n + 1 pardmetros a; los que, deberan ser deducidos de manera tal que la
expresmn lograda alcance una aprox;ma(,lon optlma con respecto a Jos Valores de Ios datos

1ngresados, segin un cnerto cnteno

: Para deducir los valores de los pammetros a; 31gu1endo el CRITERIO DE
AJUSTE POR MOMENTOS el cual tlene como fundamcnto prmc1pal la sup051c1on de que
los s primeros momentos de la funcién son, respectlvamente iguales a los s primeros mo-
mentos de la serie empirica dada.
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Se debe notar que S representa el nimero de parimetros que son necesarios

calcular para determinar la funcién buscada. Para ello, serd necesario partir de las siguientes
igualdades: ' ’

(7.32) m=m o omy=m, ... mg=m

siendo m; los momentos empiricos de la serie o tabla de datos, y m; los momentos de la
funcidn que se ajusta, €n cuyo caso, si las ordenadas de los datos son y, ;y, ;...:y; entonces,
la expresion (7.31) toma la forma:

(7.33) ‘ y=a,+a, x+a,x +.+a;x°

Por consiguiente, la iguaidad de momentos expresada por (7.32), lleva im-

plicito que:
- (7.34) o -fo';=.2(a¢+a,x+az x4+ agxt)
. P
siendo: )
. i='l;2;...;n
(7.35) {k=();]:..;;S

donde, cada uno de los valores que puede tomar k (naturalmente, incluyendo el cero),‘pr'odu—
ce una ecuacién, resultando el conjunto de ecuaciones lineales simultdneas: -

Dyi=a,n+a, Zx,; +otag 3%
Exyi =4, in +a, ZX,E +...+tag Zx,i"”

ZXES.V;, =al,2xf +a, zx;\’ﬂ +otay zxizs'ﬂ

(7.36)

que es un sistema de S +1 ecuaciones lineales simultdneas, con un nimero igual de incognitas

ap;az; ..., as.

Resolviendo el sistema dado ée obtienen, en forma directa, los coeficiemes
de la expresi6n (7.33) de grado S que resuelven el problema.
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7.5.3.2.- Mecanica del Calculo

Si se tiene cierto conocimiento previo sobre la naturaleza matemdtica del
fen6meno en estudio, la precisién que se desea o, se debe alcanzar con la curva de ajuste y las
demds condiciones del problema, pueden establecerse de primera intensién los pardmetros del
procedimiento. A '

En el caso contrario al presentado, que es el que usualmente se presenta en la
préctica diaria, el cdiculo debefa-iniqiars'é fijando el grado del polinomio de ajuste, dado por la

- expresion (7.33) en 1 (uno); vale;d,écir, haciendo § = 1. Luego de ser de aplicada la metodo-

logia descripta en el punto anterior, se obtendrd como resultado una curva de ajuste de primer
grado; es decir, una recta. ‘

Es necesario destacar, Hegado a este puntb del procedimiento. la necesidad
de verificacién de la precisién con que la curva obtenida se ajlista a los datos experimentales
ingresados. Esto puede realizarse mediante la evaluacion de la bondad del ajuste por medio de
dos pardmetros estadisticos fundamentales: ¢! COEFICIENTE DE CORRELACION y Ia
VARIACION NO EXPLICADA. El significado estadistico de los pardmetros mencionados
excede los objetivos del presente trabajo: no obstante, para quien quiera profundizar en el co-
nocimiento de los mismos, deberd remitirse a algin libro que trate sobre el Célculo de Probabi- -
lidades o Estadistica.

En este orden de cosas, el Coeficiente de Correlacién puede ser calculado
mediante la expresion:

337)

también:

(7.38) SG-v.)

donde vy, es el valor estimado de la variable.
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Si la aproximacién obtenida, calculada por las expresiones (7.37) y (7.38)
fuera satisfactoria, pueden aceptarse los resultados y se detiene el proceso. En caso contrario,
existe la posibilidad de incrementar el grado del polinomio de ajuste en una unidad;'vale decir,
hacer S =2, e iterar para el nuevo polinomio de ajuste los dltimos pasos descriptos. ’

o4 e ‘o0 !
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8.- DERIVACION E INTEGRACION

leelencmcmn Numérica. Derwaa(m mediante Férmulas de Inter-
polacmn, Algoritmo de Horner. Introduccién. Célculo del Valor del Poli-
nomio. Calculo de las Derivadas Sucesivas. Método de la Serie de Taylor.
Integracion Numérica. Introduccion. Férmula de los. Trapecios: Férmula de
Simpson. Regla de los Tres Octavos de Simpson. Féri mula de Euler-Mac
Laurm. Formula de Gregory.

8.1 DIFERENCTACI(')N NUMERICA

Se ha estudiado en el capitulo antenor la manera de utilizar distintas expre-
stones del po]momm de interpolacién para hallar valores aproximados de una funcién f{x) en
puntos donde no es posible conocer el valor exacto de la funcién f. Otra forma de uso del po-
linomio de interpolacion, de la misma o probablemente mayor importancia préctica, cs la de
aplicarlo a'la resolucién de problemas de diferenciacién, en general y el cdlculo de derivadas,
en pamcu]ar

Eneste upo de aplicaciones, la idea basu.a €s sumamente s1mpls, en lugar de
efectuar la operacién sobre Ia funcién £ (lo que puede resultar extremadamente complicado, 0
incluso, desconocerse una forma analitica de su expresién), se realiza sobre un polinomio de
interpolacién adecuado, determinado ex-profeso.

Dicho en otras palabras, dada una tabla de valorcs de la funuon flo) para
dwcm)s valores de x, sicmpre se puede determinar el polinomio de interpolacién que, satisfa-
ciendo a los valores dados, represente con cierto grado de aproximacion a f{x). Por consi-
guiente, siémpre es posible calcular, de manera mis o menos precisa, la derivada ), de la
funcién en cuestién,
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Con el objeto de no repetir siempre los mismos pasos, en lugar de determinar
en cada caso el polinomio de interpolacién, se puede calcular, en general y por dnica vez, las
derivadas sucesivas de la férmula de interpolacién y aplicar luego los resultados asi obtenidos,
a cada caso en particular. '

8.1.1.- DERIVACION MEDIANTE FORMULAS DE INTERPOLA CION

La metodologia descripta en la introduccién que, como se verd no es unica,
implica el uso de cualquiera de las formulas de interpolacién estudiadas en el capitulo corres-
pondiente. A continuacién se estudiard un caso espemﬁco con los. ejemplos correspondientes.

As1 en la formula de NEWTON GREGORY Ascendente, en la cual se ha
hecho la transformacmn X=Xo +hu, pata facilitar su uso; S S ST

Al nuv’-

(8.1) fx)=f(x, +hu)= f(x0)+Af(x0)u+A2 (xo)
s u(u 1)(u 2
AaEL )_———?j S TICARDRURIP R P M RN B

y derivando respecto de la variable u, se obtiene:...; .,

:’A,‘ . O N i T REREE —6 2 "
' hf (xo+hu) Af(x0)+A“f( )Zu 1+A3f(“)?_lf’:_‘6_:u_+_-

LT O L T D
- RE IR

y para x=x, ; vale decir, para u=0, resulta 1a ecuacion:

e ] IV BT IRNTE DL SO T
@9 o hfl)=4 (,’,‘ej)f"‘i‘A! f (xé)f%A FO) =g )

Andlogamente, para la derivada segunda se. obtiene la expresion:: .. .

“ N g Ou” — 18+ 11
B G )= () 7 ()= ) A )

y para x=xo ; 0 sea,haciendo =0, resulta la ecuacion:
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(8.3) " h? f”(xo)= Azf,(x")v_ A‘}f(x&)f%fi“f(xo)_—?~

Este procednmento puede ser 1terado tantas veces como se necesite, para
obtener derivadas de mayor orden.

Se aportaran mds detalles de la aplicacién prictica de las férmulas estudiadas

a'través del siguiente:

Ejemplo 8.1.- Calcular las derivadas de primero y segundo orden, correspondientes a la fun-
ci6én a continuaci6n tabulada, en el punto x,=5100.

x fix) A A .\ At
5100 8,5369958187 ' ‘ o
~ 0,0019588645
5110-. 5 - : 8,5389546832 . -0,0000038297
19550348 I 0,0000000151
5120 8,5409097180 . - 38146 -5
19512202 146
5130 8,5428609382 . - 38000

/ | 19474202

5140 8,5448083584

Solucién: Mediante la aphcamon directa: de las formulas estudladas y sablendo que h= 10

resulta: -
10f (5100) = 0,0019588645 o 100f”(5100) =-0,0000038297
S+ . 19148 - - C151
+ 50 o .5
0,0019607843 - 0,0000038453

Si se parte de la f6rmula de NEWTON-GREGORY Déscendente o, de las de
GAUSS, LAGRANGE, BESSEL, etc., se encontrarin, andlogamente, nuevas férmulas de deri-
vacién paré cada caso en particular; las cuales, ofrecerdn mayor o-menor precisidn segiin la
posicién relativa del valor de la variable para el cual se desea calcular las derivadas.
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Asi, la aplicacién de idéntico criterio para la férmula de NEWTON-
GREGORY Descendente estudiada, la que estd dada por la expresion:

u(u+1) u(u+l)(u+2)

TV ()

flx, +hu)=f(x, )+uV)‘(x y+———V? f( )

da como resultado, derivando con respecto a « ¢ igualando a cero su Yél()r:
84 hf(x,)=Vf(x,)+ %sz(x”)-.l- §V3f(x,,)+...

como asf también:

) B F)=V () FV £ )+ 3 )

Tarea que es posible continuar, de la misma manera a la realizada, para poder
asi, obtener las derivadas de orden superior al segundo.

8.1.2.- ALGORITMO DE HORNER

Otro método idéneo para determinar el valor de las derivadas sucesivas, en el
especial caso de que la funcién en cuestién sea una expresion algebraica, es el denominado
METODO 0 ALGORITMO DE HORNER, ¢l cual se estudiard a continuacion. -

Este método, tiene la ventaja adicional que permite calcular el valor de la
funcién para el valor de la variable en el cual se pretende determinar sus derivadas y, ademds,
la de ser de muy sencilla aplicacion:
8.1.2.1.- Introduccién

En ocasiones es necesario determinar el valor-numérico de. una funcion alge-

braica polinémica, de la forma:

(8.6) P(x)=ax" +ax"" +a,x" +..+a,_x+a,

lelsal
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ya sea, solo con el objeto mencionado; o bien, como parte de un algoritmo mds complejo, en el
punto x=0;; vale decir, puede tratarse de calcular simplemente el valor de P(c), para valores

+de "o reales o complejos; o puede tratarse de calcular, ademds del valor del polinomio, sus

derivadas sucesivas.

Primeramente serd estudiado el caso de tener que calcular el valor de la fan-
cidn. Si bien es cierto que, todos los desarrollos que siguen tienen validez tanto para valores de
o reales, como’ complejos, se entenderd que el ndmero de operaciones a efectuarse solo es
vdlido en el campo real.

Usando directamente su valor reemplazando el de x porel de o, resulta:

Q&7 Pla)=a,0" +a, 0" +...+a, o+a,

n—1
en cuyo caso, se deben caleular o ; o ;...; o ; es decir, n-1 multiplicaciones. Después de-
ben ser formados los productos ap o ; a; o ;.; aw; o0 0 sea, n multiplicaciones mds.
Contabilizando todo se deben realizar 2n-1 multiplicaciones y n  adiciones para calcular el
valor de P(o) a partir de la expresién (8. 6), haciendo uso directo de la formula (8.7); vale
decir, un total de 37 - | operaciones.
h__>,,’

Una alternativa dada por HORNER, permite disminuir pricticamente a la
mitad el niimero de operaciones, con la posibilidad adicional de calcular también sus derivadas
sucesivas en el mismo punto o P(o); P"(c);...; P(”’(oc), lo que serd estudiado a continuacién.

8.1.2.2.- Calculo del Valor del Polinomio

Una manera recurrente de escribir la expresion (8.7) estd dada por la siguien-
te expresion:

Do+ a;,

n—

(8.8) Plot)= (o (((ay 0 + @, )0+ ay )0t + a3 +...+ a
que puede obtenerse directamente haciendo uso del algoritmo:

by =a .

by =byo+ ay

bn /= bn 200 + Ay
P(a) = b, =bj0+a,
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donde, es importante notar que, el valor de b, es directamente el de P(x) cuando x=0i; vale

decir, el de  P(c). De este tltimo algoritmo, es posible deducir ficilmente que; en total son
necesarias solamente n multiplicaciones y n adiciones, para lograr el resultado anterior.

8.1.2.3.- Cilculo de las Derivadas Sucesivas

" Para calcular las derivadas sucesivas de P(x) en el punto x=0, es necesario
utilizar un simple artificio. Se sabe que la expresion (8.6) se puede escribir bajo la forma:

89)  P@)=(x-0) [bo X+ by X7+ i+ bug X+ bus] by

dado que se puede reconstruir 1a (8.6) a partir de la (8.9); en efecto, realizando las operaciones
indicadas, resulta:

Pxy=bo x" - by by o by X+
4 by X s O Bug X+ by X - Qb + by =

—bo X+ (by -0 b)) X 4 (By - 0 by) Xuz + o +

(ot - O bua) %+ (bn - 0 brr)

Comparando esta tltima expresién con la (8.6) e igualando sus coeficientes
homélogos se pueden despejar los b; de la siguiente manera:
P T
g = bo = bo = dy
a; . =b; -aby = by =a +ab
an;1 =bps - Wby = bus = Gng + O bna
an =by -0 by o= by =, + by

como se queria demostrar.

Llamando O; (x) al polinomie encerrado dentro del corchete de la expresion

(8.9), ésta puede escribirse de la siguiente forma:

(8.10) P)=(-0)0 @ +bn
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donde el resto b, es constante e igual a P(cr), como ya se ha visto.
Derivando respecto de x la expresién (8.10), resulta:

(8.11) Px)=01 )+ (x-a) Q')

de la que es posible inferir que:

(8.12) P(0) = 0; ()

expresiGn, esta dltima, que puede ser escrita en forma recurrente y similar a la (8.8), de la ma-
nera siguiente:

P’(0)=(...(((h, oc+b)oc+b)oc+b)oc+ +b,_o+b,

cuyo algoritmo resolutorio, se sabe que es:

P(0) = Cus = bug + O Ca2
Para determinar las siguientes derivadas sucesivas del polinomio P(x) en el

punto x=0., es necesario hacer las siguientes consideraciones. Escribiendo el polinomio P(x)
en t€rminos de la férmula del desarrollo en'serie de Taylor, resulta:

p(x)=p(a)+(x_a)P,(a)+Q‘_2_)P,,(a)+ +( ) —

Por otra parte, de la (8.10) y considerando que b,=P(ct), se puede escribir
que:

9 (x)—_'f%@

y teniendo en consideracidn estas dos dltimas expresiones, resulta:

P”( )+(—%P"’(a)+...+.@£p(n) (@)

n!

0,(x)=p (oc)+
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sacando factor comun x-o, de aquellos términos del segundo miembro que lo contienen, se
obtiene:

2! 3!

Q&ﬂ=Pﬁw+@-“{ €)1 po)..r T p)

donde, finalmente, llamando Q; (x) al polinomio encerrado dentro del corchete, resulta:
0:() = P'(e) + (- ) 029
Derivando esta dltima expresién se obtiene:
Q) =000+ (x-0) 02" (x)
que, en el punto x=0., vale:
(8.13) 0 @) =0:(x)
Por otra parte, derivando la expresion (8.11) respecto de x, se obtiene:
P’()=20; () +(x-a) Qs"(x)
la cual, a su vez, en el phnto x=0, toma el valor:
(8.14) , P(o) =20, (o)
Considerando las expresiones (8.13) y (8.14), se obtiene en definitiva:
(8.15) P’(o) =2 0 (o)
Con mayor grado de generahzauén es p051ble calcular las siguientes deriva-

das sucesivas de P(x), en el punto x=a, de la manera que se indica a continuacidn. Iterando el
procedimiento descripto anteriormente, se puede escribir, en general, lo siguiente:

: _ P* (o) B
®16 Qb=+ @), (x)
de donde:
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P(oc) (x—o)"
(k+1)!

.17 0,(9)= P+ 2T o)

Derivando la (8.16) con respécto ax, §e deduce que:
Qs ()= e (0) + (x- ) O’ (@)
en la cual, haciendo x=q, resulta:
Oet’ (@) = Ok (1)
Considerando la expresiéﬁ (8.17), se obtiene:

(%)
= &)

de donde, es posible deducir que, en general, la derivada de orden k-ésimo resulta:
(8.18) PY(0) = k! Qi ()

que representa la expresién general de la-derivada de orden- %, de un polinomio. P(x), en el-
punto x=ct.

Para poder apreciar la operatoria del método de HORNER, veamos el si-
guiente:
Ejemplo 8.2.- Se trata de determinar el valor del polinomio y de sus derivadas sucesivas, en el
punto x=2, siendo:
P)=3x"-7x +4x-8x+6

Solupién: Actuando sistemdticamente, se tiene:

a) Cilculo de P(2): by=3
by=2.3-7=-1
by=2.-D+4=2
b;=2.2-8=-4

PRQ)=bs=2.(-4)+6=-2
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b) Célculo de P' (2): =3
C]=2.3—].=5
c;=2.5+2=12

P'(Q=c3=2.12-4=20

¢) Célculode P” (2): dy=3
di=2.3+5=11
d2=2.11+l2=34
P’ (2)=21d;=2.34=78

d) Célculode P"* (2): e=3
' e=2.3+11=17
P"(2)=31e;=6.17=102

Dada la simplicidad de las expresiones involucradas, estos resultados pueden
ser verificados ficil y rdpidamente en forma directa.

8.1.3.- EL METODO DE LA SERIE DE TAYLOR

Otra manera, de muy simple aplicaci6n, destinada a realizar la diferenciacion
numérica, es el conocido METODO DE LA SERIE DE TAYLOR, el cual serd estudiado a

continuacién. -

La serie de TAYLOR para una funcién y = f (x) desarrollada respecto del -

punto x; + h,es:

‘ K2 N
(8.19) ‘ y(x,- +h,)=yi +hy£+;y.~”+§—,y,~”°r

donde, y; representa la ordenada que corresponde a x; ; mientras que, x; + h se encuentra
dentro del entorno de convergencia de la funcién.

De la misma manera, la expresién de la férmula de TAYLOR desarrollada en
el punto x;- h estd dada por:
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. . o hz h3'

8.20 —h)=y. —hy + -

(8.20) y(v =h)=yi —hyl+ oyl =2y

] Utilizando solamente los tres primeros términos de los desarrollos en serie de
TAYLOR dados por (8.19) y (8.20), es posible obtener una férmula que calcule el valor de y’
en el punto x=x; con solo restar la (8.20) de la (8.19), con lo cual se obtiene:

(8.21) 2 (x + h)z_hy (x. =)

Observando la figura 8.1, es posible apreciar que designando los puntos,
uniformemente esparcidos a distancias - # y h del valorde x;,con x;-h yx; + h, respec-
tivamente y, ademds, se identifican las ordenadas correspondientes como y;.; € Yi+s, la
ecuacién (8.20) puede ser escrita en-la forma:

. Yir1 Vi1
(8.22 fo i el
8.22) Y

Representando grificamente los distintos elementos que comprende la situa-
cién descripta, resulta la siguiente figura: - '

0 xi-h x; V X;+h x

- Figura 8.1 -
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La ecuacién (8.22) recibe el nombre de PRIMERA APROXIMACION POR
DIFERENCIAS CENTRALES DE LA PRIMERA DERIVADA y’ . Esta aproximacién repre-
senta, graficamente, la pendiente de la recta discontinua (secante), mostrada en la figura §.1. El
valor verdadero de la'derivada viene dado por la pendiente de la linea continua (tangente) a la

curva y =fv(x).

Si, por el contrario, ahora son sumadas las expresiones (8.19) y (8.20), y
haciendo uso de la misma notacién, es posible escribir la siguiente expresién para la segunda
derivada: '

o Vi =29 + Ve
®3) A

la cual es denommada PRIMERA APROXIMACION POR DIFERENCIAS CENTRALES DE
LA SEGUNDA DERIVADA y”

Para obtener las expresiones correspondientes a la tercera, cuarta, etc. deri-
vadas, consultar su deduccién en el capitulo nimero 11: Integracion de Ecuaczones Diferen-
ciales. Problemas Con Valores en la Frontera.

La misrna técnica puede ser utilizada para hallar expresiones mds precisas de
las derivadas con solo utilizar un mayor nimero de términos en los desarrollos en seric de
TAYLOR. Sin embargo, la obtencién de expresiones mds precisas, especialmente para deriva-
das de orden superior al segundo, se torna muy laboriosa debido al gran nimero de ecuaciones
sirhultdneas que deben ser resueltas.

Con el fin de simplificar la tarea y poseer elementos de control, se expone un

resumen de las expresmnes estudiadas:

@ Primeras Aproximaciones de las Diferencias Centrales:

, Yin TV

Yi= 2h

Vi =2¥: +Yia
P= 12

W

V”’ H-’J 2 YH-I + 2 yl— yi—Z
7 20
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v _ Yin —4y t6y 4y Y
Yo = I

® Segundas Aproximaciones de las Diferencias Centrales:

V= = Yo 81 —8Yi + Vi
. : 12h

no Z Vin ¥16y,,, =30y, +16y,, — v, ,
Yi 1212

= ~Yis +8yi+-_/3yi+l F13y, —8yis + Vi

i v 8K

v —Yist12y., =39, +56y; - 39y +12y,, —yi-3
N 6h*

Yi

Como puede apreciarse, las expresiones por diferencias centrales para las
dlversas derivadas, estudiadas, hacen uso de valores de la funcién a ambos lados de la variable
x en el que se desea conocer la derivada en cuestidn.

Utilizando desarrollos en serie de TAYLOR convenientes, se pueden obtener

expresiones para las mismas derivadas, completamente definidas en términos de valores de la

funcién en x; y puntos a la derecha del mismo. Estas se conocen como expresiones de DIFE-
RENCIAS FINITAS HACIA ADELANTE. En forma similar, se pueden obtener expresiones
para las derivadas que estén totalmente en términos de valores de la funcién en x; y puntos a

la Lunlerd;l de él. Estas rec1ben el nombre de expreswnes de DIFERENCIAS FINITAS HACIA
ATRAS.

En la diferenciacién numérica, las expresiones de diferencias hacia adelante
se utilizan cuando no se disponen de datos a la izquierda del punto en que se desea calcular la
derivada, y las expresiones de diferencias hacia atrés, se utilizan cuando no se disponen de da-
tos a la derecha del punto considerado. '

No se expondrd una sintesis del cdlculo de las férmulas presentadas dado
que, excede los objetivos propuestos en el presente trabajo.
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8.2.- INTEGRACION NUMERICA

Es bien sabido que, dentro del campo analitico, perteneciente a la matemdtica
pura, se desconoce una primitiva de la mayor parte de las funciones que ella estudia; o si esta
se conoce, en muchos casos su aplicacion es larga y compleja, para utilizarla con provecho en
la resolucién de una integral.

En muchas ocasiones, incluso, es posible que se desconozca la expresin
analitica de la funcién sobre la cual se desea integrar, y solo se cuente con una tabla empirica,
obtenida de la observacién en el terreno o, del trabajo en un laboratorio. Consecuentemente, y
en términos generales, es posible asegurar que la gran mayorfa de los problemas que se presen-
tan en la préctica, carecen de solucién dentro del campo analitico; vale decir, de la matem4tica
pura.

Resumiendo, la imposibilidad, en algunas ocasiones, o la inconveniencia, en
otras, de la aplicacién de métodos tradicionales estd dada, fundamentalmente, por las siguien-
tes causas:

I.- Que no se conozca ninguna primitiva de aquella funcién que es necesa-
rio integrar,

1I.- Que aiin conociéndose una funcién primitiva, su aplicacion resulte ex-
cesivamente compleja o extensa su aplicacion,

III.- Que, directamente, se desconozca la expresion analitica de la funcion
que debe ser integrada. '

Todo lo dicho, es el fundamento para el estudio de métodos no tradicionales
m4s 0 menos precisos, fundamentalmente numéricos, que ‘perrnitan el cdlculo de integrales de-
finidas adn en aquellos casos en que se desconoce la funcidn a integrar; o bien, aunque se la
conozca, no existe una primitiva de ella conocida; o, por dltimo, se conoce tanto a la funcién
como a una primitiva de la misma, pero, no resulta muy préctica su aplicacion, por ser esta,
compleja y/o extensa. '
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8.2.1.- INTRODUCCION

Cuando el problema en cuestion consiste en calcular la integral definida de
una determinada funcién f(x), dada por: ’

(8.24) 1= f(x)dx

y se conoce una funcién F(x), primitiva de f(x); es decir, tal que F' (x) = f(x), se aplica la
denominada regla de BARROW que expresa:

(8.25) I= Tf(x)dx =F(b)- F(a)

x=a

Pero, cuando no se conoce ninguna primitiva de la funcién dada, lo cual ocu-
rre con suma frecuencia, resulta necesario apelar a métodos de cdlculo aproximados. Igual
proceder debe adoptarse si, aiin conociéndose una primitiva, resulta poco practico aplicarla,
por su complejidad.

Lo dicho hasta ahora se refiere al caso en que se conoce la funcién que debe
ser integrada, cosa que no siempre sucede. En ocasiones se cuenta solamente con una tabla de
alguno de sus valores, proveniente de resultados experimentales; en cuyo caso, tampoco es
posible aplicar la regla de BARROW.

Considerando que la expresién de la integral dada por (8.24) equivale a de-
terminar el valor del 4rea comprendida entre el eje de las x, la curva representativa de la fun-

~ cibn fx) ylas ordenadas extremas x=a ; x=b, es posible desarrollar diversos métodos apro-

ximados para lograr dicho objetivo; métodos que serdn estudiados a continuacién.

8.2.2.- FORMULA DE LOS TRAPECIOS
Supénganse conocidos los n+1 valores xp ; x; ,...; x, deducidos a partir

del procesamiento de la funcién f(x), conocida, o por los resultados de alguna prueba de labo-
ratorio, indistintamente, que cumplen con la condicién:
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Xp-Xey = h para k=1;2;...;n

Una primera aproximacién al valor del 4rea que se debe calcular, lirn_itada por
los puntos xo ; Ag.; As ;... ; Ay ; X, Se obtiene considerando la sumatoria de las dreas que po-
seen los trapecios inscriptos en cada una de las superficies parciales limitadas por los siguientes

conjuntos de puntos:

X035 A0 Ar; X
X3 A5 825

Xn-15 An-] 5 An 5 Xn

y, considerdndolas como trapecios, ver figura 8.2.

0 X x1 X Xt X x
- Figura 8.2 -
En consecuencia, resulta: -

Area (xo; Ao; Arsx ) ="12(yo+yi)h
Area(x,;A;;Az;xz)z"/z()’r*'yz)h

Area (tuy; Anr i A x) =" 12 (Yur + 9u) B

Sumando las exprésiones de las dreas asf obtenidas, resulta:
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. . h )
. (826) J;ﬂf(x)de E(yo + 2)11 +...+ 2)’”—1 + y")

En esta tltima expresion, si se denomina E a la suma de las ordenadas ex-

tremas; P e .I alas sumas de las ordenadas de subindices pares e impares, respectivamente,
" se obtiene la conocida FORMULA DE LOS TRAPECIOS:

(8.27) o jf(x)dx h( +P+I)

La férmula de los trapecios tiene-ana-precisién suficientemente buena cuando
se trata de aplicarla a determinaciones que no requieran una aproximacién de orden elevado.
En el caso de haberse sustituido la curva, dada por la funcién continua f(x), mediante la poli-
gonal inscripta, descripta mediante los puntos dados o calculados, el modelo realizado puede
clasificarse como una Discretizacién; y no satisface plenamente cuando se trata de obtener una
precision muy elevada.

* Para fijar conceptos. y ver la metodologia prictica de la formula de los
TRAPECIOS, se expone el siguiente:

Ejemplo 8.3.- Sea determinar el zirea comprendida entre xp =1,27 y x,=7,87, el eje de las

abscisas, y la funcién dada por la siguiente tabla:

x 1.27 259 391 .523 655 7.87
y 4,08 474 519 535 544 5738

Solucion: Se puede apreciar que, h=1,32; siendo los demds valores que intervienen en la f6r-
mula de los trapecios:

E = 4,08 +5,38 =9,46
P=4,74+535=10,09
1=5,19 + 5,44 = 10,63

y, reemplazando estos valores en la FORMULA DE LOS TRAPECIOS, dada por la exple-
s16n (8.27), resulta:

Arca=h(E/,+P+1)=132*/,+10,09 + 10,63) = 33,59

o4 'Y Y ) see
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8.2.3.- FORMULA DE SIMPSON

Utilizando segmentos de pardbola para aproximar los arcos de curva, en lu-
gar de emplear segmentos de recta, como en el método de los trapecios; vale decir, utilizando
curvas en lugar de una poligonal, se obtiene una mayor precisi6n en el cdlculo de las integrales

definidas.

Primeramente se considerard el caso de la pardbola de segundo gradoQ el que
conducirs a deducir la expresi6n analitica de la férmula de SIMPSON.

- Figura 8.3 -

El primer paso consiste en determinar el drea comprendida entre el eje deslas
x, la pardbola de eje vertical que pasa por los tres primeros puntos dados y sus ordenadas ex-
tremas. Llamando Ao ; A; ; A2 a los puntos mencionados y suponiendo que tienen abscisas

equidistantes; es decir, que:
XJ-X0=X2-)C1=h

considerando, ademés que, haciendo pasar.el eje y por el punto intermedio A; no se pierde
generalidad (ver figura 8.3). .
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Dadas estas condiciones y teniendo en cuenta que, en general, la parsbola de
segundo grado es: -

y=ax+bx+c
pero, como debe pasar por los tres puntos Ag; A; ; Az, es posible escribir:

y0=ax02+bx0+c:
=aCh+b(Ch)+c=ah’-bh+c

y1=ax12+bx1-éic=c

yZZQX2Z‘+bX2+C=
=ah+bh+c=ak’+bh+c

surna.r?do y restando la primera y la dltima de estas expresiones, y directamente de la segunda
se obtienen los siguientes valores: ‘

_}’2“2}’1"'}’0, X b=}’z_yo . _
20 ’ Y

valores que serdn empleados durante el cdlculo, para ser reemplazados en la expresién de la
integral.

Por otra parte, del an4lisis matem4tico sabemos que-la expresién analitica del
4rea buscada vale: ‘

h h 3 2 h »
I=J_hydx=j_h(ax2+bx+c)dx=l:a%—+bx7+cx] =§ah3+2ch
. —~h .

Reemplazando en esta tltima los valores de a y ¢ anteriormente obtenidos
resulta: v ,

2y, -2y +Y, B
3 .

b .
S +2y1h=§(y2—2y1+y0+6y1)=—}3£(y0+4y1+y2)

Asi como dos ordenadas son suficientes para determinar el 4rea que limita un
segmento de recta (caso de los trapecios), el conocimiento de tres ordenadas es suficiente para
deter{mnax el area limitada por el arco de pardbola cuadritica que pasa por los puntos corres-
pondientes. )
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En el caso de que la curva se encuentre descripta mediante una tabla com-
puesta de n+1 puntos Ao; Ay ... Ay, siendo n un ndmero par y con abscisas ?c(; S XD S e
x. equidistantes, es siempre posible aplicar la metodologia expuésia, tomandq fie a'tres puntos
por vez: (Ao Ars As); (A Ay Ag);ete. y, deeste modo, obtener lé expresion:

. . h ! h ) -
I=["flde= ‘Z‘(,vo Ay 49, )+ 5 0n + s F Yoo 30 + 40 + Y,

de donde, considerando a los operadores E, P, I con idéntico significado al establecido en el

punto anterior, se obtiene:
(8.28) =] f(x)dx—zg(E+4I+ 2P)

Esta dltima expresién, es la muy conocida e importante FORMULA DE
SIMPSON, generalmente utilizada para determinaciones expeditivas.

8.2.4.- REGLA DE LOS TRES OCTAVOS DE SIMPSON

La férmula de SIMPSON tiene una particularidad muy importante, la cual se

estudiar a continuacién.

y A7 . A3

o B e s

-.?h/? A —h/z 0 h/.’ 3]1/2

- Figura 8.4 -
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Como es ficil apreciar, la férmula de SIMPSON estudiada en el punto ante-
rior, solo es vdlida y utilizable en el caso en que se haya subdividido el intervalo de integracién
en un ndmero de franjas tal, que la cantidad de puntos resultantes; vale decir, los que describen
la curva y = f(x), sea impar. Esto sucede cuando el niimero de franjas aludido es par. El mis-
mo Simpson ha desarrollado una férmula utilizable en el caso que el ndmero » de franjas sea
impar. ‘

La deduccién de la correspondiente férmula es similar a la realizada para la
de SIMPSON en el punto anterior, excepto que, para la determinacién de las dreas parciales, es
necesario utilizar pardbolas de tercer grado que conecten cuatro puntos consecutivos de la
curva en cuestion.

La forma general de la ecuaci6n de tercer grado representada por una pard-
bola cdbica es: T '

(8.29) y:ax3+bxz+'c'x+d
donde, para determinar los valores de los pardmetros a; b; ¢; d es necesario imponer a la ex-

presion (8.29), 1a condicién que pase por los cuatro puntos Ag; A ; Ag ; A; vy ubicar el eje de
las y como se indica en la figura 8.4, lo cual no hace perder generalidad al razonamiento; con

ello el intervalo de integracin resulta:

entonces, se puede calcular el drea buscada mediantela expresién:

3

% 4 b'3' » 2 2
I=J._&(ax3+bx2+cx+d)dx=[ax+ o ovdx| =

4 3
‘:34ah4 3’bh’ 32ch2+3dh 3*an’ _33bh3_32ch2+3dh_

+ + - +
42*. 32° 28 2 42% . 323 23 2
de donde:

;23R 23dh

32° 2

38}
o
=)
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y, realizando las operaciones indicadas, resulta:

. b’
(8.30) =——2—2——+ 3dh

Para calcular los valores de las constantes que intervienen en el cdlculo es

necesario hacer:

Resolviendo, por cualquier método, el conjunto de ecuaciones simultdneas
dado y reemplazando sus valores en la expresion (8.30), de la integral /, se tiene:

: —2 3hpg
122‘}‘:—{2(% H%W 0y +y2)]+fg[9,(y1 +3:)= (00 + )]

de 1o que, en definitiva, resulta:
' 3 3h
- (8.31) I=J_%f(x)dx=—é—(y0 +3y, +3y, +75)

inada REGLA DE LOS TRES OCTAVOS DE
SIMPSON.

Al quitarle tres franjas a una zonificacién constituida por una cantidad impar
de ellas, da como resultado en el resto una cantidad par, a la que puede aplicarse la férmula de

SIMPSON ya estudiada.
Por ejemplo, si se estuviera frente al problema de calcular la superficie de un

drea
utilizar para aproximar el drea bajo la curva ocupada por las tres primeras franjas.
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El drea bajo las 44 frénjas restantes, luego de ser calculada mediante la for-
mula de SIMPSON, se sumaria a la de las tres anteriores.

8.2.5.- FORMULA DE EULER-MACLAURIN

Mediante el agregado de términos complementarios que corrigen otras for-
mulas elementales como la de los. TRAPECIOS o SIMPSON, es posible obtener un sinnmero
de expresiones elementales de férmulas de integracién. Una de las més comunes es la que serd
estudiada a continuacién. La misma propone adicionar una serie de términos a la férmula de
los TRAPECIOS, aumentando de este modo su precisién, cuado f(x) es conocida.

Considérese que F(x) es una primitiva de f(x); vale decir que, F’(x) = f(x);

del mismo modo que, F”(x) = f(x); etc. Aplicando la férmula del desarrollo en serie de
TAYLOR ala funcién primitiva F, resulta:

2 3
F(x+h)=F(x)+hF'(x)+ %—F”(x)-k %F”’(x)+...

Transponiendo el primer término del segundo miembro, al primer miembro y
tomando, sucesivamente, X=Xy, X=X; ; ...; X=Xn.1 , Tesulta: '

Flo) - Flr)= (o) (e ) o £ )

13

Fxa)= F(x1) =)+ o 1)+ 5 f () o

La suma miembro a miembro de estas ecuaciones da como resultado en el
primer miembro F(x, ) - F(x, ), pero, como F(x) es una primitiva de f{x), es licito aplicar la
Regla de BARROW al primer miembro, siendo:

%, n=1 22 a1 3 n-1
(832 IRIGES hZf(x,.)J’z-Tzf'(x,.)Jr%Zf"(x,.)+...
° =0 =0 L =0
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Expresiones andlogas a la anterior se obtienen considerando, sucesivamente,
las funciones f '(x); f "(x); etc., resultando: :

a—1 2 =1

(8.33) [[F @) de=7(x)~ fxo) hZf (x,)+ z'Zf”
(8.34) J‘:f,'(x)dxzff(x")_f/(xo)zhif" 2“, 2 fm( )+

X, y n—-1 ,. hz n—1 V
(8.35) Lof'"(x)dx=.f"'(xn)'“f"(xO)= hZf” (x,.)+z§f’ (x;)+...

Sumando a la expresién (8.32) la (8.33) multiplicada por C; & ; la (8.34)
multiplicada por C, 4’ ; la (8.35) multiplicada por C; &’ , etc., tal como es posible apreciar a
continuacién, se obtiene:

J.::f(x)der C h[f(x,)—F(x)]+ C h?[f'(x,,)— F)]+ ¢ h3[f "(x,,)— Fx)]+
:h,if )+ if(x [ +C]+h if"(x [ ‘+%+C}

=0 i=0

" S g S Gecr

=0

Es necesario determinar ahora, los valores que deben tomar los coeficientes
C; de modo que se anulen los corchetes que figuran en el segundo miembro. En consecuencia,

se obtiene:

1 1

—2—‘!—+CIZO R . = C]——E
1

*'1—+—C:—1+C,,:0 = .sz_

321 12

i+i+c—+c =0 = =0

41 31 2

1 ¢ G G 1

Sy Ly 23 = C,=——

51+4! 3v+2r+c =0 * 720
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y asi siguiendo se calculan los dem4s coeficientes. Sustituyendo estos valores en la dltima ex-
presién de la integral, se obtiene la FORMULA DE EULER-MA CLAURIN:

(336) - J;"f<x>fzx=[gf(xmf(x;>+...frf(xn-1>—gf(xu]—

[f (x)-f (xo)]+———[f”'(x ) f”'(xo)]

720

hs \4 v
ozl @)= )]

Tal como se habia dicho al principio del tema, la primera parte coincide
exactamente con la férmula de los TRAPECIOS. Los términos subsiguientes son correcciones
de aquella, que se aplican sucesivamente con el objeto de mejorar la precisién.

Una férmula que utiliza solamente los valores de la funcién y de las corres-
pondientes diferencias sucesivas, interiores al intervalo (x, ; x,) es la denominada FORMULA
DE GREGORY, la cual serd deducida a partir de la ya estudiada expresién de EULER-
MACLAURYN.

8.2.6.- FORMULA DE GREGORY

Si en la citada formula, las derivadas son reemplazadas por las expresiones
correspondientes en términos de las diferencias; que son:

. N 1,

BF(50) = 8 )= 8P+ 5801 ) = A7 )
i v 1, 15 1o,
h'f,(xn):Vf(xn)+zv~f(xrz)+-3—v f(xrz)+ZV f(xrl)+"'
3 pmr 3, 3 4 7 Sl )
R f (xn)zAf(xo)—EAf(xo)+ZA Fley)—..

3 oo 3 3 4 7 5
Rf7(x,)=V f(x")+5V-f(x")+ZV Fle)+..
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5
hsfv(xo)zAsf(xo)——zfA(’f(xo)+...

hst(xn)zvsf(x,,)+§V'6f(x,,)+...
resulta la FORMULA DE GREGORY:

(6.37) -;—J;"f(x)dx=l:%f(xo)+ Fl)+ot f(x,,_ly)+%f(x,, )] -

L) - a7 )] 55 [V ) - 87 )]

a7 )= RG] 5 T )= 2 )]

863

s [V )= )]

Dado que, la aplicacién de esta expresion no resulta del todo sencilla en la

prictica, se presenta el siguiente:

Ejemplo 8.4.- Se trata de tener que calcular mediante la FORMULA DE GREGORY la si-
guiente integral:

Solucién: Calculando el valor de la:funcién para intervalos equidistantes de amplitud igual a
un décimo, se obtiene la tabla de diferencias de la pagina siguiente.

Aplicando, entonces, la F' ORMULA DE GREGORY con los valores de la

tabla de diferencias calculada, la integral resulta:
1=0,524238300 - /1, 0,05857328 - 1/,4 0,03135158 - */ 79 0,00412988 -

-2/ 360 0,00412988 = 0,523600918
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x £(x) A A2 A At

0,0  1,00000000
0.00503781

0,1 1,00503781 0.01054510
0,01558291 0.00153611

0,2 1,02062072 0,01208121 0.00152317
0,02766412 0,00305928

0,3 1,04828484 0,01514049 0,00260671
0,04280461 0.00566599

0,4 1,09108945 0.02080648
0.06361109

0,5 1,15470054
Donde, el valor obtenido para la integral es 0,52360918 que difiere del va-
lor exacto: /s w, en menos de 3x10 5. vale decir que, tiene cinco cifras decimales exactas;
mientras que, la f6rmula de lIos TRAPECIOS, la que corresponde al primer término solamente,

vale 0,5242 con solo dos digitos decimales exactos.

s [ 1 1 ] vo0
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9. - INTEGRACION NUMERICA DE

ECUACIONES DIFERENCIALES

PROBLEMAS DE VALORES INICIALES QUE EMPIEZAN POR SI MISMOS

Introduccién. Método de Euler. Error en el Método de Euler. Mé-
todo Modificado de Euler. Error en el Método Modificado de Euler. Méto-
do de Runge-Kuita. Método de Runge-Kutta de Primer Orden. Método de
Runge-Kutta de Segundo Orden. Error del Método de Runge-Kutta de Se-
gundo Orden. Método de Runge-Kutta de Mayor Orden. Error en los Méto-
dos de Runge-Kutta de Orden Superior. Método de Runge-Kutta para Sis-
temas de Ecuaciones Diferenciales. Método de Runge-Kutta para Sistemas
de Ecuaciones Diferenciales de Orden Superior.

9.1 .- INTRODUCCION

El conocimiento de los métodos de resolucién numérica de las ecuaciones
diferenciales ordinarias resulta necesario o incluso, imprescindible, en todos aquellos casos en
que, debido a la imposibilidad de aplicacién de la integracidn exacta, por desconocerse la ex-
presién analitica de alguna primitiva o, por las dificultades que son propias de los procedimien-
tos de integracién o, eventualmente a causa de las necesidades impuestas por algin problema
en particular, se desean calcular para un grupo de valores de la variable x, los valores numérni-
cos correspondientes de y, que satisfacen una ecuacién diferencial dada, con un cierto grado de
aproximacién previamente establecido. Naturalmente, el proceso descripto serd realizado
prescindiendo del conecimiento de la expresién analitica de la funcién solucién y=y(x) que
resolveria, tedricamente, el problema.

Los métodos de integracién aproximada se aplican en los mds diversos cam-,
pos de la ciencia y la técnica, no solo en aquellos casos en que la ecuacién que debe ser inte-
grada no tiene una solucién que pueda determinarse mediante funciones elementales, sino
también, en aquellos otros en que la solucién exacta no resuelve el problema en forma préctica.
Por ejemplo, la solucién de la ecuacién diferencial de Bernouilli y’+xy=y’ con la condicién
inicial yo =1 para x =0, es: o i
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y=——7""">
l—ﬁjlo-ﬁ et dt

en la que, atin siendo y una funcién explicita de la variable x, su determinacién analitica resul-
ta muy compleja y laboriosa.

Una tercera y muy importante razén para estar obligado a utilizar un método
numérico o aproximado para resolver una ecuacion diferencial, es el hecho de no poder pres-
cindir, para resolverlo, del uso de una computadora electrénica digital, por las caracteristicas
propias del problema, las que, eventualmente, pueden comprometer un ndmero muy grande de
pasos, de complejo proceso, imposible de realizar mediante métodos analiticos.

9.2 .- METODO DE EULER

La forma general de las expresiones de las ecuaciones diferenciales de primer
orden, que serdn fratadas en este capitulo, es: :

6.1 Y =fx:
en la cual, y' no es simplemente funcién de la variable independiente x, sino también, de la
variable dependiente y cuyos valores deben ser calculados; no es posible, pues, la integracion

directa de la misma mediante algunas reglas estudiadas con anterioridad.

Se presentard a continuacién un método simple que permite una solucién
aproximada de (9.1) cuando se conoce una condici6n inicial y=yo para x=xo.

Supéngase que, tanto la ecuacién dada como la solucion de la misma:
9.2 y =y
tienen la forma general de la figura 9.1 (a) y 9.1 (b), respectivaménte.

La parte (b) de la gréfica puede ser representada dado que por la relacién
(9.2), el valor de y puede ser escrito:

y' = fosy) = eyl = F@)
Dado que la solucién es conocida para un valor inicial (xo ;Yo )‘ es posible

determinar el valor inicial de y’ haciendo uso de la ecuacidn (9.1); vale decir, :eemplzizaxxdt)
los respectivos valores iniciales dados, en la ecuacion original, resulta el valor de yy':
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Yo' = fixo; yo)

La variacién de y desde x=x; hasta x=x,+h se representa mediante el

drea bajo la curva y’ entre los valores sefialados de x.

A %)

0 X X7 X2 X3 x

y=ftx) e

';%2}’1‘}’0“/\1
' , : (a)
¥y2 R Z]

0 X X X2 T Xy

- Figura 9.1 -

Teniendo en cuenta que:
Xy ,
J ydx=A,.
o
y, reemplazando ambos miembros por sus valores respectivos, es:

[}’]:) Ey(; (xl _xu)

y, en definitiva:

YE)-y(E)=rmye =ik
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En las tres dltimas expresiones, los primeros miembros representan los valo
res exactos y los segundos; los valores aproximados. Despejando y; de la tltima, resulta:

9.3) YiEYo+yo' h ‘

Habiéndose determinado una aproximacién precisa al valor de y; por Arr/ledio
la expresién (9.3), utilizando valores pequefios de h es posible obtener una aproximacitn de
y;" a partir de (9.1), ya que:

yi' =fx yn)

Entonces, como la diferencia y, -y; es aproximadamente igual al drea com-
prendida bajo y’ desde x; hasta x;; 0 sea, A, dela figura 9.1 (a), resulta:

(9.4) : y2=y1+y1'h

Procediendo de la misma manera, y considerando estas expresiones como
igualdades, se pueden determinar los sucesivos valores de y; , obteniéndose la siguiente:

9.5) Vel =Yn+ Y B

la que, generalmente, es conocida como FORMULA DE INTEGRACI()N HACIA ADE-
LANTE DE EULER.

El METODO DE EULER se clasifica como METODO QUE EMPIEZA
POR SI MISMO, puesto que solo requiere de-un valor de la variable dependic.nt'e para hallar
la solucién; vale decir, el conocimiento de un dnico punto de la solucién (valor inicial) es sufi-
ciente para dar origen al procedimiento.

I R TR T B S B T BN
0 X X X3 X4 xs X

- Figura 9.2 -
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La representacién de la solucién y=y(x) obtenida mediante el método de
EULER, puede apreciarse en la figura 9.2, donde es posible observar que el método de EU-
LER se aproxima, en efecto, por medio de segmentos de recta a la solucién exacta del proble-
ma; vale decir que, se obtiene una aproximacién a la curva representativa de la solucién me-
diante una poligonal.

9.2 .1.- ERROR EN EL METODO DE EULER

Una simple comparacién de la ecuacién (9.5) con la expresi6n del desarrollo
en serie de Taylor, indica que aquella est4 constituida por los dos primeros términos de este;
vale decir que, en la férmula de EULER se desprecian los términos que contienen 4’ y poten-
cias superiores sucesiyas de k. El error que se introduce en cada paso debido al uso de esta
ecuacién truncada que, como se ha visto, se conoce con el nombre de error por truncamiento y
su correspondiente valor es:

(9.6) E<HK

La importancia de que % se mantenga lo mds pequefio posible es absolata-
mente evidente, pues, en caso contrario, los efectos de la propagacién de los errores que se
cometerian, invalidarfa cualquier resultado obtenido, luego de un nimero no muy grande de
pasos. ) )

Con el objeto de comprender més profundamente los basamentos del método
de EULER, y en consideracion al valor que posee desde &l punto de vista diddctico-
pedagégico, se presenta el siguiente:

Ejemplo 9.1.- Haciendo uso del método de EULER, resolver la ecuatién diferencial de primer
orden y primer grado:

con la condici6n inicial: y, = 16, para x, =4, utilizando un incremento h = 0,1.

Solucién: Las férmulas que deberén ser empleadas son las que han sido estudiadas en él punto
anterior:

T Xur=Xith

Yur=Yi+yi h
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Sabiendo que Y =2X+/X , es la solucién exacta de la ecuacién diferencial
dada (se han utilizado maytsculas para identificar las variables, en este caso), la férmula reso-
lutoria resulta: ' ' '

a0 =2X0 ‘\)XH—I

Confeccionando una tabla que contenga las soluciones, tanto numérica como
exacta, mediante el uso de las expresiones dadas, resulta: : :

X; Vi Y; Vi Y Visl
40 16,0000 16,0000 6,0000 6,0000 16,6000
41 16,6000 16,6037 6,0759 6,0745 17,2076
42 17,2076 17,2149 6,1508 6,1482 17,8227
43 17,8227 17,8333 62246 6,2209 18,4452
44 18,4452

s -1 ) *ee

Como puede apreciarse en el ejemplo que antecede, con el valor utilizado del
incremento A, 1os errores son notables desde el principio del procesamiento. No obstante, adn
tomando valores més pequefios para el incremento, el método de resolucién de ecuaciones
diferenciales de EULER solo reviste valor diddctico por la claridad y transparencia de los ele-
mentos que intervienen que, en definitiva son siempre los mismos para todos los que serdn
estudiados. ‘

93 - METODO MODIFICADO DE EULER

El método de EULER, estudiado en el punto anterior, s muy poco preciso y
su tratamiento ha sido incluido en el presente curso, solamente por razones diddcticas y peda-
gogicas. : )

Una forma de mejorar su precisin es la que se estudiard a continuacién. Si
se considera la ecuacién diferencial de primer orden primer grado:

9.1) y =fx;y

en la que se conoce el valor de y=y, cuando x=x (denominada solucién inicial); suponiendo
también que, las representaciones gréficas de las funciones y e y’, son las que se muestran en
la figura 9.3 (a) y 9.3 (D).
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{a)

(b)

- Figura 9.3 -

. Si se sustituye en la expresién (9.1) el valor inicial conocido de y, S¢ obtiene
el correspondiente valor de y' para x=x, ; por medio de la cual, utilizando la férmula de EU-

LER, Qfevwmente estudiada, se obtiene un valor aproximado para y; , mediante la siguiente
expresion: ' ]

CX) PO =yo+yo'h

llamado VALOR DE PREDICCION de v:. En la expresion (9.7), el término y,'h es el drea
rectangular A;. Este rea es obviamente diferente al drea real bajo la curva dada, de manera
que el valor de prediccién de y; que se obtiene, difiere del valor real. Sin embargo, si el valor
de prediccién de y; se sustituye en (9.1), se puede obtener un valor aproximado de y,: Como

estlc valorde y;' se basa en el valor de prediccion se utiliza la notacién P(y,") para represen-
tarlo.

P(y's)=flxr; P(y)]

. A continuacién, utilizando el drea trapezoidal rayada que se muestra en la
figura 9.1 (a) como aproximacién al drea verdadera bajo la curva y', es posible determinar-un
valor corregido de y,, el que serd denotade con C (y)), en la forma:



|
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y5 +P01)
(9.8) Chon)=yo+——Fh

la que serd denominada ECUACION DE CORRECCION.

Esta caracteristica del método es la que permite que se lo clasifique como
METODO PREDICTOR-CORRECTOR.

El valor corregido y; se sustituye a continuacién en (9.1) para obtener un
valor corregido de y;, de la siguiente manera:

Cly) =flxi; CoDI

. Este procedimiento se contintia hasta que, para dos valores consecutivos de
y;, su diferencia en valor absoluto, sea menor que un cierto E, positivo y arbitrario, que satis-
faga las condiciones de precision deseadas.

. Una vez obtenido el valor de y;, con el mismo procedimiento, se avanza un
intervalo para obtener ys, y asf sucesivamente.

La forma general de las ecuaciones (9.7) y (9.8), para su aplicacién en cual-
quier paso, insertas en el proceso de cdlculo, son:

P(y,)=y; + ¥ h (a)
PO)= Flrs If(ym)] (b)
09 )= +Zif2(—y—)h (©
C(y) = Fins COw)] (d)
C(yin)=; +y—+—cz—(z#)h (e)

donde, las expresiones (9.9) (d) y (e) deben ser iteradas hasta tanto dos aproximaciones suce-
sivas de C(yi,;) cumplan con la condicién de error, previamente establecida.

Por todo lo expuesto, y resumiendo, es posible afirmar que el METODO
MODIFICADO DE EULER es un método que EMPIEZA POR SI MISMO'y se clasifica como
de PREDICTOR-CORRECTOR, destinado a resolver PROBLEMAS DE VALORES INICIA-

LES.
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Es posible demostrar que el error por paso que resulta de la aplicacién del
método modificado de EULER, estd en el orden de:

E<K

por lo que, este método resulta de mayor precisién que el método de EULER estudiado en el
punto anterior.

: Para una mejor comprensién del método modificado de EULER, se expone
el siguiente: :

Ejemplo 9.2 .- Resolver la ecuaci6én diferencial del ejempio 9.1, calculando los respectivos
. valores mediante el método modificado de EULER, con h=0,1; E<0,0001.

Solucién: Aplicando sisteméticamente el conjunto de ecuaciones (9.9), se obtiene la siguiente

tabla:

X 4.0 4,1 42 43 4.4

Vi 16,00000 16,60373 17,21487 17,83332 18,45901
i’ 6,00000 6,07454 6,14817 6,22094

Xit] 4,1 4,2 43 4,4

P(y.;) 16,60000 17,21118 17,82969 18,45541
P(yn) 607590 6,14949 622221 6,20409
COis) 16,60379 17,21493 17,83339 18,45907
CO'wr) 607452 614815 622091 6,29284
Cloir) - 16,60373 17,21486 17,83332 18,45901
CO’wl) 607454 6,14818°

C(yir)) 16,60373 17,21487

Se debe notar que la disposicién de la tabla es, en este caso vertical; orienta-
cién que se ha tomado por simples razones de espacio. ‘ ‘

Como es posible apreciar, comparando los resultados obtenidos con los del

ejemplo 9.1, la correccién de los valores predichos, mejora substancialmente la precisién del
método de EULER. Co ‘
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9.4.- METODO DE RUNGE-KUTTA

Dada una ecuacién diferencial de primer orden primer grado que, en su ex-
presi6én general, puede ser escrita de la siguiente manera:

9.1) y =f&;y

se denomina METODO DE RUNGE-KUTTA a todo aquel algoritmo que utiliza como ex-
presién de la recurrencia la férmula: :

9.10) Vur=yit+arki+ arky+ .+ an ke
enla cual las a; son constantes que m4s adelante serdn calculadas y los k; toman la forma:
ki=hflxi;yl

kr=hflxi+pih;yi+ qukil
9.11) : o
ks=hflxi+pah;yi+ quki+ qukl

kn = hf[xi"*‘ Dn-1 h S Yi+ gnn;1 'k] + ...+ Gnin-l k -1]

Los pardmetros a; p; g deben adoptar valores tales que (9.10) suministre aproxima-
ciones sucesivas precisas de y. Como se verd, estos valores se determinan haciendo (9.10)
equivalente a cierto nimero especificado de términos de un desarrollo en serie de TAYLOR de
Yy con respecto a x;. )

Como es posible apreciar, tener la posibilidad de adoptar arbitrariamente el
valor de n, permite establecer, consecuentemente, el ORDEN del método de RUNGE-KUTTA;
por lo tanto, con mds propiedad se deberfa denominar METODOLOGIA DE RUNGE-KUTTA,
en vez de METODOS DE RUNGE-KUTTA, tal como se ha hecho en el acdpite.

Estos métodos.empiezan por si mismos, y tebricamente, es posible desarro-
Jlar un conjunto de ecuaciones (9.10) y (9.11) que logre cualquier grado de precisién deseado,
lo que, juntamente con la facilidad de programacién y procesamiento, constituyen las principa-
les ventajas de esta metodologfa de cdlculo. -

La tnica desventaja que presenta el método de RUNGE-KUTTA es el re-
quisito de que la funcién flx;y) debe ser calculada para varios valores de x e y que difieren
muy poco, unos de otros, en cada paso del procesamiento.
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Esta determinacién repetitiva de f(x;¥) lo convierte, generalmente, en un
métgclp menos eficiente en lo que respecta a tiempo de procesamiento que otros méto’dos de -
precisién comparable, en los cuales los valores previamente determinados de la funcidn, se
utilizan en los pasos posteriores. N

N ‘ Algo que no puede ser considerado como una desventaja, pero si, como algo
inconveniente, es la gran dificultad que presenta este método para estimar el error por paso
que se comete en las soluciones intermedias de los métodos de orden superior de RUNGE-
KUTTA, tomando como referencia las soluciones obtenidas por otros métodos que serdn estu-
diados m4s adelante.

‘ Antes de exponer el método, serdn repasados algunos conceptos anterior-
mente estudiados en el Andlisis Matemdtico. Dada una funcién compuesta; vale decir, una

funcién que a su vez depende de otra funcién, tal como la (9.1), en la cual es y=y(x), su dife-
rencial vale:

,_of of
dy ==dx+=—
Y ox * dy dy

y su derivada con respecto a la variable x, es:

©.12) ﬂ:yuﬁ’%y:?iéiﬁf_ﬁzalﬁf_ﬂ
dx dx* odxdx dydx ox dydx

mientras que la derivada segunda, resulta:

2.7 5
9.13) dy g O[S Fdy\de 0fof I dy)dy
dx* ox\ox OJdydx)dc Jyldx dydx)dx
) Operfmdo de manera similar, es posible obtener las derivadas:de mayor or-
den. Recuérdese también que, el desarrollo en serie de TAYLOR del segundo miembro de
(9.1), en el punto (x; ;y; ), se puede expresar mediante: ’

(9.14) Flx +by, + C):f(xi;yi)_‘_b[af(xi;yi):l+c[3f(x,~;yf)}+
» dx ay |
— |
11,, Bzf(xi;y,.) 'azf(x.;y.) BZf(xny.) .
- b i I Y71 .
‘2!{ [—————axz 4 + 2bc 223y :i+62I: 3 B+

donde las constantes b ;¢ deben considerarse como los incrementos de las variables x ; y,

respectivamente. i
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9.4.1.- METODO DE RUNGE-KUTTA DE PRIMER ORDEN
Con el fin de ilustrar, simplemente, y aportar claridad respecto de la aplica-
cién de la metodologfa estudiada, se deducird el algoritmo correspondiente al método de
RUNGE-KUTTA de primer orden el que, en tltima instancia se reduce al método de EULER
cuando a; =1, pues, siendo en este caso n=1, resulta: »
Yis1 = Vi + a1k
pero, dado que:
ki=hfxi;y)=hy'
entonces, para a; =1, se obtiene:
j’i+1 =Yyi+ hy
que no es otra cosa que la férmula de EULER, como se deseaba demostrar.
Como resulta obvib, el método de RUNGE-KUTTA, en su expresi6n de pri-

mer orden, solo tiene valor did4ctico y no es utilizado con fines de célculo. Las aplicaciones
del método se verdn mds adelante. ‘

9.4.2.- METODO DE RUNGE-KUTTA DE SEGUNDO ORDEN

Tomando siempre como base la expresién (9.10) y, en este caso, haciendo n=2, aque-
lla se convierte en:

(9.15) Vs =yi+ arks + azky
donde:

ki =hfix; y)
(9.16)

ky= hj(x,- + DI h; yi +q11 k])

El problema consiste en determinar los valores correspondientes a los pard-

metros a; ; az; pi; qu de manera que la expresion (9.15) suministre un valor preciso yi:: -

Una interpretacién gréfica de las funciones ki se ilustra en la figura 9.4. El drea sombreada

con trazos representa k; y el drea sombreada con puntos k;.
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equivalente a un

y 4 f(x,~+% .
e —
foetprhyitqn V"

0 Xi IF : . >

y
Yi Yi+ g ki i

0 fe-x; — . N »

e—X; +p1 h —3 ;

-« 5+ h —

- Figura 9.4 -

Para determinar los valores de a; ; a2, p1; g1, la expresioén (9.15) se hard

desarrollo en serie de TAYLOR en el punto (x; ;y; ). Para ello, primeramente se

desarrolla y;.; en el punto y; , resultando:

(9.17)

9.18)

(9.19)

B2
Yin =Y +h}’{+§y{'+--.-

De las expresiones (9.1) y.(9:12), se puede apreciar que: -
yi' =f Q) y)

L () Gy .,
yi = o + ay f(xi’yz)

Sustituyendo ahora, las férmulas (9.18) y (9.19) en (9.17), se obtiene:
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K| of xi;yi) af(xi;yi) R
9.20) Yier = Vi +hf[xi;yi]+?!{ (ax + Jy f(xi,y,-) T

Observando las ecuaciones (9.15),"(9.16) y (9.20) se ve que k; debe ser
expresado en funcién de: : .

af(xi;yi) af(xi;yi)
F sy 5 ' ——a’x—‘ y —'—_—ay

si las ecuaciones (9.15) y (9.20) van a contener términos similares. Esto se puede lograr d@sa-
rrollando &, en términos de una serie de TAYLOR para dos variables; segin (9.14), conside-
rando'que b=p; h; c=qu ki, se puede pscribi::

v af(xi;yi)
(9.21) ky=hf(x, +p Ry +4y k1)=h{f(x,-;yf)+ ph—

0 ~§  9° Vi azf xi;}]z’)
+qu k f(x' yl)‘*'i\:l’lzhz fa(;cz : )+221q11hk1_’(_'—“+

dy 2! oxay

oy?

+q} k! Flxiivi) ;yi)}r...}

Sustituyendo en la (9.15) la primera de las expresiones (9.16) y utilizando los
tres primeros términos de (9.21), se obtiene: :

, of (x5
(922) Y1 = Vi +a, hf(xi;yi)+ a, hf(xi;yi)+ a, hz[ _(—_ax )_P1 +

of (x:3;
+qll‘f'9;y—ylf(x~i;}’i):|

Igualando los coeficientes de los términos semejantes de las expresiones
(9.20) y (9.22) se obtienen las tres ecuaciones independientes siguientes:

a, +a,=1
(9.23) a,p =%
a, gy ='é'

R
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que tienen cuatro incégnitas. Obviamente se trata de un sistema indeterminado de grado uno.
En consecuencia, asignando un valor arbitrario a una de las incégnitas y resolviendo el sistema.
para determinar las otras tres, es posible obtener tantos conjuntos diferentes de valores, y ala
vez, otros tantos conjuntos diferentes de ecuaciones (9.15) y (9.16) como se desee.

No obstante, el procedimiento no es arbitrario. Puede demostrarse que en el
método de segundo orden de RUNGE-KUTTA, la mayor precisién se alcanza cuando a; toma
el valor '/,; con lo cual resulta:

) 1 . 1 . — .
ar=12 ; a=712 ; pi=1 ; qu=1

con los pardmetros reemplazados en las ecuaciones (9.15) y (9.16) se obtiene entonces:

Vaur=yi+ /2 0k + k)

©(9.24) ki=hfQ; y)

k2 = hf(x; +h Syt k1)

expresiones que en conjunto constituyen el METODO DE RUNGE-KUTTA DE SEGUN-
DO ORDEN.

' 9.4.3.- ERROR DEL METODO DE RUNGE-KUTTA DE SEGUNDO ORDEN

Una solucién obtenida a partir de la aplicacién de las ecuaciones dadas por
las expresiones (9.24) tendrd que cometer, forzosamente, un error por truncamiento en cada
paso, del orden de n, ya que, para Ia obtencién de las ecuaciones (9.24) se han utilizado f6r-
mulas truncadas, en las cuales fueron despreciados todos los términos que contienen a K y
potencias mayores. :

El conjunto de expresiones (9.24) se puede utilizar para resolver ecuaciones
diferenciales con una precisién equivalente a la del METODO MODIFICADO DE EULER. De
hecho, reemplazando los valores de k; y k> en la expresion de yi.; de las ecuaciones (9.24),
se obtiene: . ‘

(9.25) Yir =i +%{h f(x,-;y,»)+hf[>$h 3+ £y}

considerando, ademds, que por (9.1), es f (x;; y)) =:’, y lamando a:

f[xi +h;y; +hf(xi;yi)}= P(yi,H)
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resulta, sustituyéndolas en la (9.25):

'+ P(y;
Yoag =y, + I 2(y‘“)h

que es equivalente al METODO MODIFICADO DE EULER cuando se omiten las iteraciones
sucesivas, en cada paso. ‘

9.4.4.- METODOS DE RUNGE-KUTTA DE MAYOR ORDEN

De todo lo estudiado, es posible deducir que los METODOS DE RUNGE-
KUTTA de primero y segundo orden no sustituyen con ventajas apreciables a los de EULER y
MODIFICADO DE EULER, respectivamente.

Para obtener métodos de RUNGE-KUTTA con mayor precisién es preciso
hacer n=3; 4; ... y seguir un procedimiento similar al utilizado para deducir el METODO
RUNGE-KUTTA de segundo orden, conservando en los desarrollos en serie de TAYLOR los
términos que contienen K . etc. ) '

Por ejemplo, para n=3 se llegard a un sistema de seis ecuaciones con ocho
incégnitas, y haciendo una selecci6n particular de valores para dos de esos pardmetros, de ma-
nera que las expresiones resultantes maximicen la precision, se obtiene el siguiente conjunto de
ecuaciones, las que constituyen el METODO DE RUNGE-KUTTA DE TERCER ORDEN:

(9.26) Vi =i ;l-%(kl + 4k2 +k,) |

‘donde: B
k, =hf(x,.;yz)
k, =hf(xi +§;yi +k71) ‘

3 =hf(xi +hy, —k, +2k,
El error que se comete al utilizar estas expresiones, resulta:
E<h
pues, se han despreciado en los correspondientes desarrollos en serie de TAYLOR, utilizados

para deducirlo, todos aquellos términos que contienen h* , como asi también, sus potencias
mayores.
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Como puede apreciarse ficilmente, ya en el presente orden, el METODO DE
RUNGE-KUTTA sustituye con ciertas ventajas de precisién. a todos los estudiados anterior-
mente.

. El método mds frecuentemente utilizado, dentro de la metodologfa estudiada,
es el METODO DE RUNGE-KUTTA DE CUARTO ORDEN, el que resulta de hacer n=4 en
la expresién (9.10), igualar términos hasta los que contienen h* v seleccionar un conjunto
particular de los pardmetros arbitrarios, que maximicen la precisién.

Los resultados del cdlculo descripto en el pdrrafo anterior, concluye en el
siguiente conjunto de ecuaciones:

9.27) Yin ;yi +é(kl +2k, +2k,+k,)
donde:
k,=hf(x;y;)
k, =hf(xi +§;yi +k—21)
k

W
k,=h =y =
'3 f(xl 5 Yi 2)»
k4=hf(xi+h§)’z+k3).

que, en su conjunto constituyen el método aludido.

9.4.5.- ERROR DE LOS METODOS DE RUNGE-KUTTA DE ORDEN SUPERIOR

En el dltimo algoritmo, dado por las expresiones (9.27), debido a que se han
desprezciado en los desarrollos en serie de TAYLOR correspondientes, los términos que contie-
nen A", como aquellos que contienen potencias mayores, se comete un err(S:\ v

E<K

lo que convierte a este, en un método apto para resolver problemas normales de ingenierfa y
otras ramas cientificas. -

En general, por la misma razén apuntada al estudiar el error de los métodos
de RUNGE-KUTTA del orden primero al cuarto, para el de orden n serd:

E< h"+1_
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por lo cual, al menos tedricamente, €s posible desarrollar un conjunto de ecuaciones que tenga
cualquier grado deseado de precisién, con solo tomar 7 suficientemente grande.-

9.4.6.- METODO DE RUNGE-KUTTA PARA SISTEMAS
DE ECUACIONES DIFERENCIALES

Ser4 considerada primeramente, la posibilidad de solucién de dos ecuaciones
diferenciales de primer orden primer grado de la forma:

du ) lx
& o]

A(9.28) dv . ol
E =f, [x,u(x),v( )]

cuya soluci6n inicial viene dada por:
u=1uy N V=W

cuando x = Xp.

Utilizando el método de cuarto orden de RUNGE-K UTTA es posible estable-
cer el siguiente conjunto de ecuaciones para resolver el sistemna (9.28):

l .
9:29) U =U; + -6-(k1 +2k, + 2k, +k,)

donde:

klzhfl(xi;ui;vi)

k, =hf1(xi +—}2£;ui +k—21;vi’+—q2i) :
030 ky= hfl(xi +—Z—;ui'+%;vi +_q§2_)
k, =hf,(x; Fhyu, + kv, +q;)
y, ademas: |
©31) Vi =vi+%(q1+2qz +24,+4,)

donde, los nuevos elementos g ; g2 ; g3 ; g4 , toman los siguientes valores:
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9 =hf2(xi;ui;vi)

h k q
g, =hf2(x,. +=5u +71;v,. +—-21—)

h k q

=hf,| x, +=;u, + -2y, + 2=
9 fz(; 5 5 Vi 2)
g, =hfy(x +hu +ky3v, +q,)

La solﬁcién comienza sustituyendo los valores iniciales de x ; u ; v, en las
ecuaciones diferenciales dadas, para obtener valores iniciales de f; ; f> , que multiplicados por
h, dan los valores de &;; q; de las ecuaciones (9.30) y (9.32), respectivamente.

Conocidos los valores de k; ; g; se calculan k;; g, , después k;; q;, ¥
finalmente, ky; g4 . Luego se aplican las férmulas de recurrencia (9.29) y (9.31) para determi-
nar los valores u;; v; para x;=xo+h. Estos valores se utilizan entonces, como valores inicia-
les para comenzar otro paso del proceso, que acabar4 calculando los valores de u; ; v, para
Xp=x;+h=xo+2h , y asf sucesivamente, hasta cubrir totalmente el rango de integracién deseado.

Es obvio que se pueden resolver sistemas de cualquier ndmero de ecuaciones
diferenciales, con solo utilizar un conjunto de ecuaciones como los mostrados, por cada una de

las variables dependientes que aparecen en el sistema dado de ecuaciones, que se trata de re-
solver. -

9.4.7.- METODO DE RUNGE-KUTTA PARA ECUACIONES DIFERENCIALES
DE ORDEN SUPERIOR

Por el andlisis matemético, se sabe que toda ecuacién diferencial de orden n,
superior al primero (n>1), que toma la forma general: ‘

(933) ny =f(x;y;y’;y";...;y""1)

puede ser transformada en un sistema de n ecuaciones diferericiales de ‘pdmexden con n+l
incOgnitas, con solo sustituir las n-1 derivadas que aparecen en el segundo miembro de (9.33)
por sendas variables dependientes. » : :

Para ver la aplicacién practica de la técnica recientemente expuesta, se pre-
senta el siguiente:

Ejemplo 9.3.- Transformar en un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden, la
ecuacion diferencial de segundo orden, dada por:
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d*y dyj
©.34) di® A\ ( >
: YV , d(yo) _
_ con la condicién inicial y=yo; y :_dx_ , cuando x=X.

Solucién: Haciendo la sustitucién de la primera derivada que aparece en la expresién (9.34)
por u, resulta:

Y
dx
La ecuacién en cuestién, bien puede ser transformada en un sistema com-

puesto por dos ecuaciones diferenciales de primer orden con tres incégnitas, tomando la si-
guiente forma:

du
& fsyin)
(9.35) dy ( )
—=u=F(x;y;u
dx Yy
Aplicando, en este caso, la resolvente de RUNGE-KUTTA de cuarto orden
resulta:
1
(9.26) U = U; +g(k1 42k, +2k, +k,)
donde:
k = hf(xi;yi;ui)
; h k| 4
o) k2=hf(xi,+5;yi+71,ui+—2—]
’ h k, 42)
=h R D 7 nt? 7T s
k3 ) f(xz 2 yl 2 2
k,=hf(x; +hy, +hssu +g5)-
también:
1
(9.38) Yin =Y+ (@420, +245 % q.)
en la cual:
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qlth(u,.)=hui
k
92 =h’F(ui +?1)=h(ui +k71)
(9.39) h

k
=hFlu +-2|=hlu +-=
bl e )+

q. =hF(u,. + k3)= h(ui + k3)
sustituyendo las ecuaciones (9.37) y (9.39) en las (9.36) y (9.38), se obtiene:

Vi =Y thuy, +‘g(k1 +k2A+k3)

(9.40) 1 .
ui+1=ui+g(k1+2kz+2k3+k4)
donde:
klzhf(xi;yi;ui)
h h k
k,=h =y = ,;,+_1
2 f('xz 2 yl 2“; ul 2}
9.41 ‘
G40 k3=hf£xi+g;y,~+z ‘+hk u+k)

2
2
k, —hf(x +h; y,+hu +—= kz,u +k)

L4 L X 1) *o0

_ De la misma manera que la descripta en el dltimo ejemplo estudiado, es po-
sible resolver ecuaciones diferenciales de orden superior al segundo, mediante transformacio-
nes por sustitucién. Dada la importancia que reviste el tema en estudio veamos el-signiente:

Ejemplo 9.4.- Convertir en un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden, la siguien-
te ecuacion diferencial de tercer orden:

O

9.42)

con la condicién inicial:

==y, ,cuandox = xo.
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Solucién: Tal como se ha estudiado, se deben hacer, en primer término, las siguientes sustitu-
’ ciones:

(9.43) % =u(x) con wu(x)=wu, cuando x=x,

con lo cual la ecuacién (9.42) se transforma en:

(0.44) in‘ =f[x;y(X); u(x);‘f;”]

Dado que, con la sustitucién realizada, atn no se ha logrado el objetivo, a
continuacién es necesario hacer:

(9.45) % =v(x) con v(x)=v, cuando x=x,

y sustituir este valor en la ecuacién (9.44), con lo cual se obtiene:

(9.46) | % =f [x; y(x ) ulx); v(x)]

Tomando las ecuaciones (9.46), (9.45) y (9.43), obtenidas por sustitucion, se

llega al sistema objeto del presente ejemplo, con la condicién inicial y(x)=yo ; u(x)=up ;
V(x)=Vvy , para x=xp:

% = £ () ule)v()]

9.47) % =v(x)
i)

soe 008 s+

Como puede apreciarse, se ha convertido la ecuacién diferencial de tercer
orden (9.42) en un sistema de tres ecuaciones diferenciales de primer orden con cuatro in-
c6gnitas, sustituyendo las dos derivadas que aparecen en el segundo miembro de (9.42), por
variables dependientes de x.
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10.- INTEGRACION NUMERICA DE

ECUACIONES DIFERENCIALES

PROBLEMAS DE VALORES INICIALES
QUE NO EMPIEZAN POR SI MISMOS

Introduccién. Método de MILNE. Error en el Método de MILNE.
Generalizacién del Método de MILNE. Estabilidad de los Métodos de Inte-
gracién. Método de HAMMING. Método Modificado de HAMMING. And-

lisis del Error. Seleccion de un Método de Integracion.

10.1.- INTRODUCCION

En el capitulo anterior se han estudiado algunos métodos que podfan ser clasifi-
cados dentro del grupo de los de VALORES INICIALES QUE COMIENZAN POR Si
MISMOS, dado que, en un solo punto (la solucién inicial) se encuentra teda la informacién
necesaria para dar comienzo al procesamiento. /

‘Por el contrario, en el presente capitulo serdn estudiados algunos de aquellos
que pueden ser clasificados como PROBLEMAS DE VALORES INICIALES QUE NO
EMPIEZAN POR SI MISMOS. Estos métodos pueden ser definidos como todos aquellos para
los cuales, un solo valor de la variable dependiente, dada en la solucién inicial, no es suficiente
para dar inicio al procedimiento de integracién numérica. Dicho de otra manera, para poner en
marcha el procesamiento de los algoritmos prescritos por los métodos tratados en el presente °
capitulo, es necesario el conocimiento de mas de un punto de la solucién (en general 3, 4 o
mds), segin el caso.
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La caracteristica descripta en el pérrafo anterior, propia de aquéllos métodos
que son clasificados entre 1os que no comienzan por s mismos, si bien es cierto que, aparente-
mente, implican una cierta desventaja inicial, se verd que de hecho, ésta puede ser superada
con cierta facilidad con solo realizar algunos pasos adicionales que, a la postre, pueden repor-
tar grandes beneficios en cuanto a la precision y practicidad, como se estudiard a lo largo del

presente capitulo.

10.2.- METODO DE MILNE

Sea la ecuacién diferencial general de primer orden y primer grado, considerada
en el capitulo anterior:

(10.1) y =fx;y)

donde, al menos se conoce un punto de la solucién (xo ; o), lamado Solucion Inicial.

k‘}

0 Xi3 Xi2 Xi-1 X; Xip1

- Figura 10.1 -

Se ha estudiado que para cualquier método de resolucién estudiado, es posible
afirmar que a medida que avanza el proceso de integracién numérica, la solucién tiende a sepa-
rarse cada vez mds de la respuesta correcta, debido a la propagacién de los errores que se CO-
meten en cada paso. Si la solucién buscada compromete un niimero relativamente grande de
pasos, es muy importante que el error que se comete por paso del proceso se conserve peque-

fio. Se demostrard més adelante que el error por paso-del método de MILNE es del orden de .

(#’); vale decir, similar al error del método de RUNGE-KUTTA de cuarto orden. Sin embargo,
tiene el inconveniente de no empezar por si mismo, aunque esto, cOmo ya se ha dicho, puede
superarse con relativa facilidad.
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. Se empezard por dividir el 4rea bajo un arco dado de lacurva y’ = f(x; y) en
cuatro intervalos de amplitud A (ver figura 10.1). El 4rea real bajo esta porcién de curva se
aproxima entonces considerando el 4rea de estas cuatro franjas como la abarcada por una pa-
rdbola de segundo grado que tiene tres puntos en comin con la curva real, segiin se indica con
trazos discontinuos en la figura 10.1.

‘ Si se hace coincidir el eje de las ordenadas con y’i; no se pierde generalidad en
en razonamiento y los resultados y se tiene la ventaja adicional de simplificar las expresiones.
De esta manera, el 4rea bajo la pardbola estd dada por:

2h

A= j(axz +bx+ c)dx

-2k

la que integrada resulta:
(10.2) A=%ah3 +4ch

siendo las constantes a ; c:

(10.3) g diT DL YL

2h2 ; Czyi,—l

Sustituyendo los coeficientes dados por (10.3) en la (10.2) se obtiene, para el
drea A de las cuatro franjas: : ’

(10.4) A=2h2y 30+ 2oL

Expresi6n esta iltima, que serd utilizada posteriormente como parte de la
ecuacién de prediccién. Considerando ahora, que en la ecuacién (10.1) se conoce el valor de y
para X=X, esta técnica consiste bésicamente en obtener valores apropiados de y utilizando
una ecuacién de PREDICCION y corrigiendo luego estos valores, por el uso iterativo de una
ecuacién de CORRECCION.

La ecuacién de PREDICCION DE MILNE esti dada por la expresién:
(10.5) P = = 4 ‘v 2y
. (yi+1)—yi—3+A_yi—3+_3_h[2yi _yi«1+2yi——2]

que, como se ha visto, utiliza ¢l 4rea de cuatro franjas bajo una aproximacién parabdlica de
segundo grado a la curva, para suministrar un valor de prediccién de las ordenadas sucesivas.
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La ecuacién de CORRECCION DE MILNE utiliza la férmula de SIMPSON
para determinar el 4rea de dos franjas bajo una curva y suministrar asi, valores corregidos de la
variable dependiente. Es pues:

h 7 ’
(10.6) . C(ym): Yic1 +§[)’i,—1 +4y; + P(ym )]

Suponiendo conocidos los valores de Yo, yr; Y2, 3, el primer paso consiste en

obtener un valor de prediccién P(y, ), utilizando la ecuacién (10.5) con i=3. El valor de pre-
diccién que se obtiene, se sustituye en la ecuacién diferencial dada (10.1) para obtener el valor
de prediccién de y,’, que es designado con P(y,’). Este valor se utiliza, entonces, en la ecua-
cién (10.6) para obtener un valor corregido de y..

Los tres pasos que se acaban de describir son los primeros en la aplicaci6n del
método de MILNE. Sin embargo, se ha partido del supuesto que se conocen cuatro valores de
y; por ende, las derivadas primeras en los respectivos puntos. Dado que, generalmente, esto no
sucede, deben ser determinados de alguna manera valores para: ‘

Y17 Y2, Y3, i’ ye's y3’

El uso de los desarrollos en serie de TAYLOR, resultan muy precisos para de-
terminar los tres primeros valores de la funcién, que juntamente con el valor inicial, permiten
comenzar el procedimiento. Es obvio que en este caso serd necesario conocer el valor de las
derivadas sucesivas primeras en el punto x=xp, que intervienen en los desarrollos, para lograr
su aplicacidn. : : S

En caso contrario; vale decir, cuando no se conocen las derivadas primeras su-
cesivas que se han mencionado, es de buena préctica hacer uso del método de RUNGE-
KUTTA para obtener aquellos valores iniciales, necesarios para la aplicacién del método de
MILNE.

La solucién de la ecuacién (10.1) se podria lograr utilizando Unicamente el
método de RUNGE-KUTTA de cuarto orden y con la misma precision, ya que, ambos tienen el
mismo error por paso (i) . Sin embargo, el método de MILNE utiliza menos tiempo de proce-
samiento y la estimacién del error es mds sencilla y precisa que para el método de RUNGE-
KUTTA. :

La ecuacién de correcci6n expresada en (10.6), juntamente con la ecuacion
diferencial dada (10.1), se utilizan en forma iterativa hasta tanto dos valores consecutivos de
yi+; difieran en menos de un cierto E previamente establecido. Habiendo sido determinado el
valor de i, con la precisién deseada, el método avanza hacia adelante incrementando.el va-
lorde x en A, repitiéndose el procedimiento para obtener el valor de yiz2, ¥ asi sucesivamen-
te.

Veamos el siguiente:
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Ejemplo 10.1.- El problema consiste en resolver la ecuacién diferencial dada por:
y =x+y
con la condicién inicial (0 ; 0) en el intervalo (0 ; 2,4), siendo 4=0,3 y tomando E <0,001.

Solucién: Mediante el desarrollo en serie dé TAYLOR, es posible calcular: ‘

¥(0,3) = 0,050 ; y'(0,3) = 0,350
¥(0,6) =0,222 ; y'(0,6) = 0,822
- ¥(0,9) = 0,560 P ¥'(0,9) = 1,460

Aplicando sisteméticamente las ecuaciones (10.5), ( 10.‘1) ¥y (10.6) se obtiene la
siguiente tabla: )

X P(yisp) PGy'wr) COwu) CO’ivr) COier)

1,2 1,119 2,319 1,119 2,319 1,119

1,5 1,979 3,479 1,982 3,482 1,981

1.8 3,248 5,048 3,249 5,049 3,249

2,1 5,062 7,162 5,066 7,166 5,066

2.4 7,618 - 10,018 7,622 10,019 7,623
s 206 b+

10.2.1.- ERROR EN EL METODO DE MILNE
I_jas ecuaciones (10.5) y (10.6) de prediccién y correccién del método de
MILNE, respectivamente, resultan exactas bajo condiciones muy particulares. En general, pue-

de demostrarse que el error cometido con la aplicacién sistemdtica de las ecuaciones mencio-
nadas es del orden: '

(10.7) E<-—r’f"(®
5" 6)
donde Xi-3 <06 Sxi-].

De modo que el error no puede ser calculado con exactitud, pero, puede aco-
tarse tomando el extremo del intervalo que hace méxima la derivada cuarta de f. - :

Mis adelante $e estudiardn expresiones avanzadas del método de MILNE, ha-

ciendo lo propio con sus respectivos errores, lo cual lo convierten en una poderosa herramien-
ta para la resolucién de este tipo de problemas.
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10.2.2.- GENERALIZA CION DEL METODO DE MILNE

Los principios empleados en la deduccién de las férmulas (10.5) y (10.6) del
método de MILNE se presta a ser extendida a otros métodos, utilizando una forma de célculo
similar. De este modo, se logra toda una metodologia de trabajo que extiende el método de
MILNE. Esta manera de actuar hace aumentar la precisién de las férmulas halladas, pero, co-
mo contrapartida, requerirdn més de cuatro puntos de la curva integral para iniciar el proce-
samiento.

En consecuencia, para que se pueda emplear Ia metodologia descripta, es nece-
sario tomar 6, 8, etc. franjas bajo la curva y’(x). Para el caso particular de 6 franjas, se llega a
las siguientes expresiones:

. 3 7 7 ’
(10.8) P(yi+1)= Yis T Eh[]- lyl, — 14y, + 26y, —14y{, + 11}’1']
del mismo modo:
. 2 7 ’ ’ 7 7
(10.9) COr)=yis + Zgh[7y,._3 +32y7, +12y7, +32y] + TP(y1,)]

Puede demostrarse que el error que se comete por paso, aplicando las expresio-
nes (10.8) y (10.9) es del orden:

(10.10) E<

8 rayi
—%h I (e)l

donde, x.5< 0 <x, que, como se ha estudiado, puede acotarse ficilmente con solo tomar el
extremo del intervalo para el cual el valor de 1a derivada séptima tenga mayor valor absoluto.

ES I ADbLADAL D LA S Vv L ) S e

10.3.- ESTABILIDAD DE LOS METODOS DE INTEGRA CION
Primeramente, y para sistematizar el tema, se estudiard la siguiente:
Definicién: Se denominard PASO al conjunto de operaciones aritméticas elementa-
les y decisiones légicas que componen la parte del algoritmo de resolucién

de una ecuacién diferencial, destinada a determinar el valor de la variable
en cada punto del intervalo comprometido en el procesamiento. :

1R
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Los diversos métodos numéricos destinados a la solucién de ecuaciones dife-
renciales que han sido expuestos hasta el presente, tienen diferentes errores por paso, los que
fueron acotados desde el orden A* hasta A.-

El error por paso de un método aproximado se denomina ERROR LOCAL,
puesto-que es un error que se introduce en el paso correspondiente del proceso de integracién.
Los errores por redondeo son clasificados también como locales, pues, puede considerarse que

* ellos se introducen en cada paso. Sin embargo, el ERROR TOTAL que existe en la solucién

durante un paso particular (diferencia entre el valor verdadero y el valor calculado numérica-
mente) depende no solo de la magnitud de los errores locales introducidos por ese paso parti-
cular, sino también de las caracteristicas de propagacién de los errores locales que se han in-
troducido en los pasos previos.

Esto es debido, a que los errores locales pueden tender a crecer durante los
pasos siguientes, y cuando intervienen muchos pasos en una integracién, el error total puede
llegar a ser muy grande, hasta el punto de invalidar totalmente los resultados obtenidos, luego
de cierto nimero de iteraciones, mds 0 menos grande. '

En problemas en los cuales la amplitud del intervalo de integracién es muy
grande, el método numérico a utilizarse debe ser tal, que el error total producido por el mismo
no aumente indefinida y descontroladamente, pues, en caso contrario la solucién obtenida no
serfa vélida. En el capitulo 3, correspondiente a las Aproximaciones Numéricas, se ha ensayado
una definicién elemental e intuitiva del concepto de estabilidad en los métodos aproximados
que a continuacién serdn precisados mediante dos definiciones mis precisas.

Sea la ecuacién diferencial:

(10.1) ‘ y =f&;y
en cuyo caso se da la signiente:

Definicién: “Se dice que un método numérico es ESTABLE, si en el proceso de in--
tegrar una ecuacién diferencial tal como (10.1), donde f, < 0, la diferencia
entre la solucion real y la solucién numérica (error total), tiende a dismi-
nuir en magnitud conforme la integracion progresa”.

Se ve en la definicién dada, que existen condiciones que no siempre son satisfe-
chas; sin embargo, hay métodos que pueden ser aplicados con ventaja si se adaptan a la si-
guiente: o

Definicién: “Se dice que un método numérico destinado a resolver ecuaciones dife-
renciales de la forma (10.1) es RELATIVAMENTE ESTABLE, si la ve-
locidad de crecimiento del error total durante el proceso de integracion es
menor que la velocidad de crecimiento del valor absoluto de la solucién”. .
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Considerando las definiciones dadas se deduce que, la ESTABILIDAD de un
método de integracién numérica no se define en el caso en que la derivada de (10.1) con res-
pecto a y sea mayor que cero (f, > 0). En este caso la solucién de la ecuacion diferencial
crecerd en forma exponencial y el error total generalmente crecerd en la misma forma. En la
solucién de una ecuacién de ese tipo, sobre un rango extendido de integracion, se debe utilizar
un método que sea RELATIVAMENTE ESTABLE, pues, suponiendo que la solucién exacta
tiene la forma: .

(10.11) y=Ae”*

entonces, el error total causado por el método numérico en la solucién debe tener la forma
general siguiente:

(10.12) E=Be™

en cuyo caso, sies m < 1, el método se considera relativamente estable y su aplicacién, segu-
ramente, serd ventajosa.

La estabilidad relativa de un método es también importante cuando se utiliza
para resolver una ecuacién tal como la (10.1), para lacuales f, <0, si la solucién tiende a
cero asint6ticamente, porque, si se desea una soluci6n precisa que encierre un valor de y muy
cercano a cero, la velocidad de disminucién del error total debe ser mayor que la de la solu-
ci6n. En forma analitica, si 1a solucién tiene la forma:

(10.13) y=Ae

entonces el error total producido por el método debe tener la forma general:
(10.14) E=Be ™

enel cual m > 1, para que el método se considere relativamente estable.

Como es posible apreciar, los conceptos de ESTABILIDAD y ESTABILIDAD
RELATIVA son independientes y no excluyentes; vale decir, que de ningn modo el primero
implica al segundo, como parte propia; ni tampoco que, el segundo invalida la del primero de
Jos mencionados. Con el riesgo de resultar reiterativo, digamos que, un método de integracién
puede ser estable y relativamente estable, a la vez; 0, puede ser estable sin ser relativamente
estable.

Para finalizar, es necesario mencionar que la propagacién de los errores durante
una integracién no es un obstéculo serio en la solucién de la mayoria de los problemas préicti-
cos, donde, con frecuencia no interesan soluciones que requieran intervalos extendidos de inte-
gracién. El uso de valores relativamente pequefios de h suministrard respuestas suficientermen-
te precisas, independientemente de las caracteristicas de estabilidad o estabilidad relativa del
método numérico empleado.
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Es asf que, Las soluciones obtenidas mediante los métodos de RUNGE-KUTTA
o MILNE (que no son estables ni relativamente estables, como puede comprobarse), coinciden

aproximadamente con las soluciones obtenidas mediante métodos estables y/o relativamente
estables. v

Sin embargo, si se desearan soluciones sobre intervalos de integracién muy ex-
tensos, se deberd recurrir a métodos estables y/o relativamente estables, pues, en este caso no
suministran el mismo grado de precisién luego de realizar un nimero relativamente grande de
pasos, y el error total que se comete, crecerd conforme se extendiera arbitrariamente el interva-
lo de integracién.

10.4.- METODO DE HAMMING

El Método de HAMMING, al igual que todos los estudiados anteriormente,
permite resolver ecuaciones diferenciales del tipo (10.1). Su tratamiento reviste gran impor-
tancia debido, principalmente, al hecho que es ESTABLE y RELATIVAMENTE ESTABLE.

Por otra parte se trata, también, de un método del tipo que se ha dado en llamar
PREDICTOR-CORRECTOR 'y ademas, clasificado entre los que NO COMIENZAN POR SI
MISMOS. . »

Utiliza, para dar inicio al procedimiento, la misma férmula de prediccién que el
método de MILNE, vale decir:

4
(10.5) P()’z+1): Yies T gh[Zy; = Yiat Zyi,—z]

deducida del drea calculada debajo de la pardbola de segundo grado que pasa por los tres
puntos centrales, tomados de cuatro franjas de amplitud A/

Para obtener una mejor aproximacién de este valor se'utiliza la denominada
ECUACION GENERALIZADA DE CORRECCION DE HAMMING dada por la si-

guiente expresion:

(10.15) Vil =Gy, +a, Yt a ¥, t h[bi+1)’i,+1 +b,y; + bi—lyi/—l]
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en la que, sustituyendo los valores de iz Yis; ¥'ir; ¥'ies POT SUS respectivos desarrollos en
serie de TAYLOR en funcién de y;, se obtiene:

(10.16) Vi =4;Y; T A, [)’i +y; ("h)"'?,l‘;}’i”('h)z +‘31?)"”> i(_h)3 +-‘-]+
a5 [y, + ] (F2R)+ F7(-2h) + 4y (-2R) ]+
+h{bx+1 y1+y1h+2'y1”h’2 3'yl h3 ]+b1y1,+

N S S R C O |

Por otra parte, se sabe que desarrollando en serie de TAYLOR la funcién yis,

resulta:

1 ” 1 l”
(10.17) Y= y.+hy,+—2-,h2y,+3h3

Igualando los coeflclentes de y,;y0;y5yyY ; respectivamente, en la expre-
sién (10.16) con los homologos de (10.17), se Hega al siguiente conjunto de ecuaciones linea-

les simultdneas:

a;,+a,, +a,_,=1
1 —2a,, +by +b +b =
(10.18) ta +2a,,+by, —b,y
—%a,._l ta,,+5by + 1b,_l
2 iy +ia, +_\bi+1 — &b
¥

H
e

Este sistema posee seis incognitas. Scréia necesario entonces, el concurso de una
sexta ecuacién para determinar el valor de las mismas. La sexta ecuacién podrfa deducirse
agregando un término adicional a cada uno de los desarrollos en serie que componen la expre-
si6n (10.16) e igualar los coeficientes de y". Sin embargo, HAMMING descubri6 que utilizan-
do el valor de a;;= 0, conducia a una ecuacién de correccién que, a la vez, era estable y rela-

tivamente estable cuando eran impuestas ciertas condiciones a la magnitud del incremento .
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Utilizando a;.;= 0, el sistema (10.18) arroja los siguientes valores:

(10.19) 4, =%5a,,=0;a,, =—1;b,, =3;b,=3;b =3

La sustitucién de los valeres obtenides, en la ecuacién (10.15) produce la
ECUACION DE CORRECCION DE HAMMING, dada por:

(10:20) COi)=4{99: =y + 3[P( )+ 257 = yL ]}

Esta ecuacién es ESTABLE y RELATIVAMENTE ESTABLE cuando f,<0, si se
toma:

0,75

(10.21) h<
Il 1

usada conjuntamente con la ecuacién (10.20), para realizar la iteracién hasta lograr la conver-
gencia deseada.

La ecuacién (10.20) es RELATIVAMENTE ESTABLE para la solucién de las
ecuaciones diferenciales en intervalos donde f;>0, cuando:

(10.22) h< 04

y

utilizada junto con la ecuacién de correccién (10.20), parﬁ ejecutar la iteracién hasta lograr la
convergencia deseada.

Para mantener pequefio el error por paso/é valorde % debe ser menor que los
especificados por las relaciones (10.21) y (10 22). ElVerror por paso, en este método es del
orden de %°.

La forma natural de pperar, en estos casos, consiste en calcular los valores co-
rrespondientes de Via; Yir; Yii Yi2s ¥'is; y'i para iniciar el procedimiento, del mismo modo
propuesto para el método de MILNE, una vez obtenidos aquellos, predecir el valor de yi;
por medio de la férmula (10.5) de prediccién de MILNE.
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Luego utilizar la ecuacién diferencial dada (10.1) para calcular una prediccién
de la derivada primera y, por wltimo, corregir las predicciones mediante la aplicaci6n iterativa
de la férmula de correccién de HAMMING, dada por (10.20), hasta obtener la convergencia

deseada.

10.4.1.- METODO MODIFICADO DE HAMMING

Un procedimiento_ alternativo, sugerido por el mismo HAMMING, que elimina
la mayor parte del tiempo de iteracién, acortando en consecuencia la duraci6n total del proce-

samiento es el que se expone a continuacion.

Del estudio del error por truncamiento que se produce en cada paso, mediante
la aplicacién de las expresiones (10.5), (10.1) y (10.20) con la metodologia de HAMMING, se
deduce que la-mayor parte del error que se comete én el cdleulo del valor de prediccién, se
puede eliminar utilizando la llamada ECUACION DE MODIFICACION DE HAMMING,

dada por:

(10.23) M(yi0)=P(3:) - %[P(yi)— <0, 1

donde M P : C denotan los valores de MODIFICACION, PREDICCION y CORRECCION,

respectivamente.

El valor modificado dado por (10.23) se sustituye luego en la ecuacién diferen-
cial dada para obtener un valor modificado de y’i; que se designa con M(y’i1); siendo este

valor el que se utiliza en la écuacién de correccién para obtener C(yir1);
(10.24) CO)= {97 = yis +30[POL)+ 25/ =YL ]}
Estudiando también, los errores por truncamiento en (10.5) y (10.24) se deduce

que la mayor parte del error en el valor corregido dado por (10.24) se elimina utilizando la

expresion:
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2

(10.25) F(yi+1)= C(y£+1)_ 121

[P (y i+1 ) - C(y i+l )]

donde F(yi.5); representa directamente; es decir, sin iteraciones, el VALOR FINAL DEL
METODO MODIFICADO DE HAMMING.

Este método también resulta estable y relativamente estable si se aplica en el
caso en que f,< 0, tomando el incremento:

0,65

h<——
17,]

En caso contrario; es decir, cuando £, >0, resulta relativamente estable tomando
al incremento:

10.5.- ANALISIS DEL ERROR

La utilizacién de métodos numéricos para resolver ecuaciones diferenciales
produce generalmente soluciones numéricas que difieren de las soluciones exactas. La diferen-
cia entre la solucién numérica y la solucién exacta en cualquier paso dado, se conoee como

ERROR TOTAL en ese paso. Es importante que este error total se conserve dentro de limites

" razonablemente pequefios, a lo largo de todo el inte/rflo de integracion comprometido. El

objetivo primordial del andlisis del error consiste en suministrar algunos métodos para contro-
lar dicho error. '

El error total en cualquier paso proviene, como ya se ha estudiad.o‘ en los capftu-
los correspondientes, de las siguientes fuentes: ‘

a) El ERROR POR REDONDEO que se introduce en un paso dado, al utili-
zar las férmulas que involucran operaciones aritméticas con nimeros que -
tienen una limitada cantidad de digitos.
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b) El ERROR POR TRUNCAMIENTO que se comete en un paso dado al
utilizar férmulas de desarrollos en serie o iterativas que desprecian todos
los términos a partir de alguno en adelante.

¢) El ERROR ACUMULADO que se produce debido a la propagacion de
los errores que fueron introducidos en todos los pasos anteriores, a medi-

da que progresaba el procesamiento del algoritmo.

El error por redondeo, en general, es muy pequefio; sin embargo, si es utilizado
un método NO ESTABLE ni RELATIVAMENTE ESTABLE vy si el proceso de integracién se
realiza sobre un intervalo muy extendido, tal que comprometa un nimero muy grande de pa-
s0s, el efecto acumulativo de los errores por redondeo de cada paso y su propagacién amplifi-
cada en los cdlculos de los pasos siguientes, puede conducir a un error total excesivamente
grande.

Parte del error descripto, puede controlarse con el uso de arifmética de
DOBLE PRECISION o PRECISION EXTENDIDA, que es posible usufructuar en todas las

computadoras actuales.

Obviamente, el error por truncamiento en cada paso es minimo en aquellos
métodos que emplean férmulas que tienen errores por truncamiento de mayor orden. En cual-
quier método este error puede ser reducido con solo reducir el tamafio del paso 4. Sin embar-
g0, al reducir el error por truncamiento mediante la reduccién del tamafio del paso, se llega a
un limite en el cual, a partir de allf, el error por redondeo se vuelve dominante, y el error total
aumentard con cualquier reduccién sucesiva del tamafio del paso. En el caso especifico del
error por truncamiento, también los pequefios errores que van cometiéndose en cada paéo, se
propagardn amplificindose al calcular los valores de la variable en todos los pasos siguientes,

produciendo un error total muy grande luego de un niimero determinado de ellos.

El error acumulado puede ser neutralizado mediante el uso de un método
ESTABLE y/o RELATIVAMENTE ESTABLE que aseguren, bajo ciertas condiciones, que un
error introducido en un paso particular del proceso, no se amplificard en los pasos posteriores.
Aungue los métodos inestables no proporcionan esta garantfa, se pueden utilizar satisfactoria-
mente sino se requiere procesar a 1o largo de un intervale extendido, que involucre un nimero

muy grande de pasos.
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Se debe recordar que, por lo general, los valores iniciales de las variables ¥ pa-

rimetros con que se da crigen al procesamiento, estdn afectados de ciertos errores denomina-

dos INHERENTES, que l6gicamente, intervendrdn en la formacién del error total. En estos
casos no se debe olvidar que no tiene ningtin sentido calcular el valor de la solucién con mayor
precisién que la que justifican los datos utilizados, seleccionando un tamafio de paso demasia-
do pequefio.

De todos modos, jam4s se estard libre de la dificil tarea de tener que definir
razonablemente la magnitud del paso a emplearse en el procesamiento. Cabe, I;ues, preguntar-
se: ¢, sobre que base se debe seleccionar el tamafio del paso ?. Para responder a esta pregunta
es necesario examinar el efecto de cada uno de los errores por paso, en funcién del incremento
y su influencia sobre el error total.

El error por redondeo estd presente en cada paso de un proceso y su magnitud-

depende de la capacidad del soporte de la computadbra y compilador utilizados. Este error es
bésicamente independiente del tamafio del intervalo, y aumenta en proporcién con el ndmero
de pasos comprometidos en el procesamiento. v

El error por truncamiento aparece también en cada paso del proceso, pero, a
diferencia del error por redondeo, es funcién de la magnitud del intervalo h, ya que varfa con
el orden del error A", del método que esté siendo utilizado. Entonces, 1a dnica forma de con-
trolar el error total por paso de un método, en un paso dado, consiste en controlar el error por
truncamiento que se comete en ese paso; vale decir que, el error total disminuye conforme se
reduce el error por truncamiento de cada paso, hasta el punto en que el incremento del ndmero
de pasos y la consecuente presencia del error por redondeo, producen un aumento del error
total. ' '

Al seleccionar inicialmente la magnitud del incremento para un método particu-
lar, el error por truncamiento de cada paso que puede admitirse, respecto del nimero de pasos
que se anticipan en el procesamiento, se define mediante valores limites o cotas de error, como
ya se ha indicado; se hace entonces, la mejor estimacién posible de la magnitud'de la funcién
derivada que aparece en el término del error por truncamiento del método, y se calcula el in-
cremento de modo tal, que este error por truncamiento se encuentre deritro de los limites defi-
nidos previamente. '
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Finalmente, se debe decir que, un andlisis del error por truncamiento se puede
hacer en cada paso de un proceso numérico y los resultados se pueden utilizar para ajustar el

tamafio del paso en un entorno de ese punto.

No serdn dados mayores detalles de esta metodologia, por no ser objeto de es-

tudio en el presente curso.

10.6.- SELECCION DE UN METODO DE
INTEGRACION NUMERICA

Habiéndose estudiado algunos de los métodos de integracién numérica existen-
tes, para resolver ecuaciones diferenciales, y el error que en cada uno de ellos se comete, se
estd en condiciones de compararlos desde un punto de vista tal que permita seleccionar el m\és\

apto para una aplicacién determinada, siguiendo ciertos criterios definidos:

quefios sin que por ello se deba emplear mucho tiempo de procesamien-
to y no existe ninguna razén que exija analizar el error por truncamiento
en cada paso, 0 para complicar la soluci6n utilizando uno de los méto-
dos m4s precisos. Es poco probable que la estabilidad se vuelva un pro-
blema en un intervalo corto de integraci6n, de manera que un método
simple que inicie por si mismo, como el de EULER, es plenamente satis-

factorio.

2.- En el caso en que el intervalo de integraci6n sea suficientemente grande
como para involucrar un relativamente grande nimero de pasos, es ne-
cesario utilizar un método cuyo error por truncamiento por paso sea su-
ficientemente pequefio, con el objeto de minimizar el error acumulativo,
tal como los de MILNE o HAMMING. Se debe hacer en cada paso un
andlisis del error por truncamiento por paso con el objeto de minimizar

el procesamiento requerido, sin sacrificar la precisién deseada.
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3.- En el caso en que el intervalo de integracién sea muy grande involucran-
do un muy grande nimeéro de pasos, serd necesario utilizar un método
Cuyo error por truncamiento por paso sea pequefio, con el objeto de
minimizar el error. Si, ademds, la estabilidad estuviera comprometida,
deberd preferirse el método de HAMMING, para valores de 2 que lo
hagan estable. Se debe hacer en cada paso un anlisis del error por trun-
camiento con el objeto de minimizar el tiempo de procesamiento reque-
rido, sin sacrificar la precision establecida.

4.- Cuando se desea un error por truncamiento por paso pequefio y no es
importante el tiempo de procesamiento que demande, resulta convenien-
te el método de cuarto orden de RUNGE-KUTTA, que empieza por si
mismo; en este caso la estabilidad, generalmente, no representa ningiin
problema y es relativamente facil de programar.

5.- Si el problema involucra algiin rango intermedio de integracién, en el cual
debe ser considerada la acumulacién del error y ademds, el tiempo de
procesamiento, pero ninguno como factor critico, puede emplearse el
método MODIFICADO de EULER o un método de RUNGE-KUTTA de
tercer orden.

Existen muchos métodos numéricos que permiten la solucién de ecuaciones
diferenciales, ademds de los ya estudiados, sin embargo, para la mayorfa de los problemas de
valores iniciales comunes en las ciencias y la técnica resultara 1til el uso de alguno de los mé-
todos vistos.

*o0 eee e
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11.- INTEGRACION NUMERICA DE

ECUACIONES DIFERENCIALES

PROBLEMAS CON CONDICIONES DE CONTORNO

Planteo General. Férmulas de Aproximacion. por Diferencias
Centrales. Método de las Diferencias Finitas. Sistema Andlogo de Diferen-
cias Finitas. . Método de las Diferencias Finitas para Ecuaciones Diferen-
ciales de Orden Superior. Ejemplos.

11.1.- PLANTEO GENERAL

Como se ha estudiado, las ecuaciones diferenciales de primer orden. de la forma
y’ = f(x ; y), juntamente con un valor de la solucién, llamado solucién inicial, constituyen sis-
temas determinados que se conocen bajo la denominacién general de PROBLEMAS DE VA-
LORES INICIALES. En otro orden de cosas, muchos fenémenos de las ciencias fisicas condu-
cen a ecuaciones diferenciales de segundo orden, o mayor, donde se establecen condiciones en
los extremos de un cierto intervalo a-lo largo del cual se tendrd que efectuar la integracion.
Este tipo de modelos reciben el nombre de PROBLEMAS CON CONDICIONES DE
CONTORNO o, BORDE o, CON VALORES EN LA FRONTERA y pueden expresarse
analfticamente, en el caso de ecuaciones de segundo orden, mediante el siguiente conjunto de
ecuaciones:

y =fxsysy)
(11.1) Coya)y=A
yb)=8

donde la ecuacién diferencial define el comportamiento de la solucién en el intervalo abierto
(a;b), y las dos restricciones dadas en segundo y tercer término de las (11.1) y llamadas CON-
DICIONES DE CONTORNO o, COIZ?/C‘IONES DE BORDE o, VALORES EN LA FRON-
TERA, establecen el valor de la soluci¢h en cada extremo del intervalo.

293




s T

ECUACIONES DIFERENCIALES Guido J. PACE Cap. N° 11

Definiciéon: Un problema con valores en la frontera estd formulado en términos de
una ecuacion diferencial de segundo orden, o mayor, sobre algiin intervalo
abierto que establece restricciones a los puntos frontera del intervalo dado.

El tipo de problemas descripto en los pérrafos anteriores, difiere esencialmente
de aquellos con valores iniciales, donde toda restriccidn se establece para un solo valor de la
variable independiente, logrando la aproximacién a la solucién mediante métodos numéricos
diferentes; pues, en los problemas de valores iniciales, toda la informacién necesaria y suficien-
te para determinar univocamente la solucién en el punto s1gulente se encuentra disponible en
el punto inicial.

Contrariamente, en los problemas con condiciones de contorno, se establecen
las condiciones sobre la solucién para diferentes valores de la variable independiente, en distin-
tos puntos frontera del intervalo y, por lo tanto, en cada punto del intervalo en cuestién no se
encuentra disponible toda la informaci6n necesaria y suficiente para determinar el valor c(i: la
solucién en cualquier otro punto.

De lo dicho se concluye que la solucién no puede determinarse bdsicamente
punto a punto, como en los problemas de valores iniciales, sino que, el procedimiento numéri-
co para resolver problemas con condiciones de contorno debe involucrar a todas las condicio-
nes de contorno o valores en la frontera y permitir la introduccién o intervencién de estas res-
tricciones en el cdlculo de cada valor de la variable independiente; vale decir que, se requiere
que la solucién numérica se construya sobre la totalidad del rango de interés, dentro del méto-
do mismo.

METODQS NUMERICOS Guido J. PACE Cap. N° 11

11.2.- FORMULAS DE APROXIMACION
POR DIFERENCIAS CENTRALES

Las férmulas de aproximacién por diferencias centrales de las derivadas sucesi-
vas de una funcién de x enel punto x = x; se obtienen utilizando las expresiones de los desa-
rrollos en serie de TAYLOR de la funcién considerada, tomado en un entorno del punto x = ..
Sea este: :

(11.2) F)=1(x +ax)= £ (x;)+ Ax f (x )+—f"( )+ f”’(x)

Haciendo Ax = h, en un caso, y Ax = - h, en el otro, y reemplazando estos
valores en la (11.2), se obtiene:

Fl+)=f(x)+h s (x)+ f”( )+ —f’"(x»>+°(h“)
Fl=m)=F ()= h s’ (x)+—f”( )= f”'(x>+°(h“-)

(11.3)

Tomando los tres primeros términos de las férmulas (11.3) y restando la segun-
da de la primera de ellas, en un caso, y sumando ambas, en el otro, se obtiene con una aproxi-
.y 2 . . .
macién de o (h°), las sxguxentes expresiones:

(11.4) F(x; )— [f(x +h)—- f(x = )]+ o(h?)

(11.5) f”(xi)=h—12[f(xi +h)=2f () + f(x, —R)]+(h?)

Estas ecuaciones reciben el nombre de FORMULAS DE APROXIMA CION
POR DIFERENCIAS CENTRALES para la primera y segunda derivadas de la funcién f{x),
respectivamente, en el punto x = x;.

Haciendo en las férmulas (11.4) y (11.5), las siguientes sustituciones, por sim-=
ple cambio de notacidn:

f(xi—h):yi—L > f(xi)=)’i 5 f(xz'!'h):ym

s

)=y 5 )=y
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se pueden escribir las signientes expresiones:

, 1
(11,4)» ] Yi =2_h()’i+1_)’i—1)+°(h2)

7 1
(11.5) ¥ = (i =205+ yia) + ()

Haciendo en la expresién (11.2), x = x;+2h, en un caso, y x = x;-2h, en otro,
y se combinan con las ecuaciones (11.3), de la siguiente manera:

Fl+2m)=f(x,)+ th’(xi')+%(2h)2 7 (x)+ %(2%1)3 £ () +o(n*)
2f(x, + h)=-2F(x,)- 2hf’(xi)—§h2f” (x,.)+—2-h3f’”(xi)+ o(n*)

2f(x; —h)=2f(x,)- 2hf’(xi)+%h2f”(x,.)—-zéh3f”’(xi)+o(h“)
—fF(x, =2R)=~f(x,)+ 2hf’(xi)—-;—(Zh)zf”(x,.)+%(2h)3f”’ (e )+ o(n)

y, por dltimo se suman, se obtiene:

1
2K

AL6) " (x)==—=[F(x +20)=2f (x, + B)+ 2f (x, = )= F (x, = 2h)]+ o(h*)

que es la FORMULA DE APROXIMACION POR DIFERENCIA CENTRAL de la terce-
ra derivada de f{x) en el punto x = x;. Operando de la misma manera, es posible obtener las
férmulas correspondientes de las diferencias centrales para la cuarta, quinta, sexta, etc. deriva-
das de f{x), en el punto considerado. Se expone la expresién correspondiente a la cuarta deri-
vada, la que resulta: :

L7 f’"(x,-)=;f4—[f(x.- +2h) = 4f (x, +h)+ 6 (x,) = 4f (x, — h)+ f (x, = 2h)]+ (k")

Con las sustituciones ya realizadas, las dos tltimas expresiones pueden ser es-
critas de la siguiente manera:

’ 1
(11.8) Y= 283 (y;+2 =2y 2y — yi—2)+°(h2)
) .
(11.9) v =h_4(yi+2 =4y, + 6y — 4y _yi-2)+°(h2)
296
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Utilizando el mismo procedimiento, es posible determinar férmulas de Aproxi-
macion por Diferencias Centrales para las derivadas de mayor orden, no calculadas.

Se puede apreciar, pues, que utilizando las Férmulas de Aproximacién por Di-
ferencias Centrales en vez de las correspondientes derivadas, es posible transformar una
ecuaci6n diferencial en un sistena de ecuaciones algebraicas lineales simultdneas para valores
discretos de la variable.

IMPORTANTE: Hay que evitar el uso de las férmulas de derivacién numérica estudiadas;
vale decir, las de Aproximacién por Diferencias Centrales, en los problemas de valores inicia-
les, pues podrian ocasionar marcadas inestabilidades en los mismos, invalidando completamen-
te los resultados obtenidos con este método. En cambio, en los problemas con condiciones de
contorno, no se debe temer la inestabilidad ya que, la funcién que representa la solucién bus-
-cada queda sujeta por las condiciones de contorno en ambos extremos del intervalo de inte-
gracion.
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11.3.- METODO DE LAS DIFERENCIAS FINITAS

En este método, como puede vislumbrarse, tanto la ecuacién diferencial dada
(11.1), como las condiciones de contorno que ella involucra, son reemplazadas por un sistema
de ecuaciones algebraicas lineales simultdneas en la variable independiente, utilizando las For-
mulas de Aproximacidn por Diferencias Centrales, para las derivadas, el cual puede ser resuel-
to por cualquiera de los métodos, estudiados en su momento, destinados a resolver ecuaciones
lineales simultdneas.

Supéngase que la ecuacién diferencial y sus condiciones de contorno sea la

siguiente:
y” =p) ; a<x<bhb
(11.10) y(@) =A
. y(b) =B

Fl intervalo (a;b) se divide en n partes iguales de amplitud %. Representando
solo la particién del intervalo, resulta:

- Figura 11.1 -

donde & = (b - a) / n, como se muestra en la figura 11.1; en la cual es:
(11.11) C xwza+ih ; i=0.1;2 .50

donde los extremos x; de los subintervalos obtenidos de esta manera, reciben el nombre de
PUNTOS NODALES; los puntos sobre el intervalo abierto (a ; b) se llaman PUNTOS IN-
TERIORES: y los puntos x;; x, sonllamados PUNTOS FRONTERA. '

Si, para cada uno de los puntos nodales (excluidos los dos puntos frontera), se
escriben las correspondientes férmulas de aproximacién por diferencias centrales, resultard

para x = x;:

(11.12) Vir-2Yi+ Yier= hpi ; i=1,2.nl
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que es un sistema formado por n-1 ecuaciones con n+1 incdgnitas o valores discretos de la
variable y en x =x;, para i=0; 1;2; ...; n.

Se debe observar que la variable y toma valores desde i =1, hasta i =n-1;
mientras que x lo hace para i = 0 hasta i = n.

Las dos. condiciones de contorno de (11.10) proporcionan dos ecuaciones adi-
cionales, con lo cual, en definitiva se obtiene un sistema determinado de n+1 ecuaciones con
igual ndmero de variables: )

Yo =A
Yo =2y, + ¥, =h’p,
Y1 =2y, +y,=h’p,
(11.13) :
Yus = 2n2 * Vot TR Doy
Vo = 2Ypy T Y, = thn—l
¥, =B

Este sistema de ecuaciones simultdneas recibe el nombre de SISTEMA ANA-
LOGO DE DIFERENCIAS FINITAS que, como se puede verificar, es un conjunto de
ecuaciones para valores discretos de la variable.

Sintetizando, se puede afirmar que, el Sistema Andlogo de Diferencias Finitas
se obtiene sustituyendo la ecuacién diferencial dada y sus restricciones por las Formulas de
Aproximacién por Diferencias Centrales y luego, especificando las condiciones de contorno
en términos de valores discretos de la variable introducida en el paso anterior, para poder asi
completar el nidmero necesario y suficiente de ecuaciones que permita resolver el problema en
cuestién.

Con ¢l propésito de aportar mayores detalles sobre la aplicacién del método de -
las DIFERENCIAS FINITAS se desarrollard a continuacién el siguiente:
Ejemplo 11.1.- Sea resolver la ecuacién diferencial y”’= -12 %%, en el intervalo 0%x<1, con
las condiciones de contorno y(0) = y(I1) = 0.-
Solucién: Haciendo n =M decir, h = 0,5 resulta la ecuacién genérica:
Vir-2Yyi+ Yier= - 12 x7 W

y, por ende, con el agregado de las condiciones de contorno, el sistema de ecuaciones lineales
simultdneas escritas en forma matricial, resulta:
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1 0 0] [y, X 0
(11.14) 1 =2 1|x|y, |=|-=x12x05
2
0o 0 1 Ys 0

En el caso de tomar n = 4; es decir, h = 0,25, el sistema resultante, luego de

operar en forma idéntica a la mostrada, serfa:

N 0
100 0 0 1y} | Lo nu005
1 =2 1 0 0f |y 1?
(11.15) 0 1 =2 1 0|x|y,|= _TEX12XO’52
00 1 =2 1
Yl _ L s 12x075?
00 0 0 1] |y, 16
L 0 |

Los resultados obtenidos al resolver los sistemas (11.14) y (11.15), juntamente

con Jos valores de la solucién exacta, se encuentran sintetizados en la tabla 11.1.

n=2; h=0,5 n=4; h=0,25 Valores Reales
X y y y
0,00 0,000000 0,000000 0,000000
0,25 0,234375 0,246094
0,50 0,375000 0,421875 0,437500
0,75 0,421875 0,433594
1,00 0,000000 0,000000 0,000000

(11.16) —lz—[yi_l—Zy,.+yi+l]+xiyi=1——x,. i i=12;. 501

. -TablaN°11.1 -

Se debe notar que, en la solucién del punto medio, el error que se comete para
el caso en que A = 0,5 es cuatro veces mayor que el que se comete en el caso en que se ha
hecho k= 0,25.

Con el objeto de profundizar en lo referente a la aplicacién del METODO DE
LAS DIFERENCIAS FINITAS, veamos un problema que involucra otros términos de la
ecuacién, mediante el siguiente:
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Ejemplo 11.2.- Resolver el .problcma que plantea un caso de oscilacién, expresado por la si-
guiente ecuacién diferencial:

y' +xy=1-x con 0O<x<lI
con las condiciones de contorno:
y(0)=0 ; y(1)=0

Solucién: Reemplazando los valores de y" e y por sus correspondientes formulas de dife-
rencias centrales, se obtiene: . ‘

h
Multiplicando esta dltima expresién por 1’ y sacando factor comin, es:
(11.17) Yoo+ (R2x, = 2)y; + ¥ =k (1-x) 5 i=L2.5n-1 s

que, con las condiciones de contorno, constituyen un sistema de n+I ecuaciones con n+/
incégnitas. La solucién de este problema para n=5 y n=10, estden la tablaN° 11.2.

x y (n=35) y_ (n=10)
0,00 0,000000 0,000000
0,10 -0,029376
0,20 -0,049750 - 0,049723
0,30 - 0,061970
0,40 - 0,067100 - 0,067031
0,50 -0,065824
0,60 - 0,059380 - 0,059289
0,70 -0,048397
0,80 -0,034240 -0,034166
0,90 -0,017663
1,00 0,000000 0,000000

-TablaN°11.2 -

\ L X [ X 1] *0o
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11.4.- METODO DE LAS DIFERENCIAS FINITAS PARA
ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR

El sistema andlogo de diferencias finitas para ecuaciones diferenciales ordinarias
de orden superior al segundo se puede obtener aplicando la misma operatoria, mediante el uso
de las ecuaciones (11.4), (11.5), (Tl\.S), (11.9) y otras similares a estas que pudieran determi-
narse para derivadas de orden superior al cuarto, haciendo uso de los mismos procedimientos
que los empleados para deducir el sistema andlogo de diferencias finitas.

En estos casos las condiciones de contorno incluyen casi siempre el valor de
algunas derivadas de la solucién en los extremos del intervalo de integracién-dado. Cuando las
condiciones de contorno incluyen valores de las derivadas de la solucién es necesario, para
poder aproximarlas, el uso de las correspondientes férmulas de derivacién por diferencias cen-
trales.

Las ecuaciones asf obtenidas, constituyen parte del sisterna andlogo de diferen-
cias finitas que describe el problema. Para ilustrar con mayores detalles el caso que se estd tra-
tando se presenta el siguiente:

Ejemplo 11.3.- Resolver la siguiente ecuacién diferencial de cuarto orden:

YW F(x)y +gx)y=px) ; 0<x<l1
(11.19) Y=y, 5 YD=y,
y(©O)=y; 5 ¥y O)=y/

Solucién: Dividiendo al intervalo de integracién (0;1) en n partes iguales de amplitud &, serd
entonces:

(11.20) xi=ih ; i=0;1;2..n

Las derivadas incluidas en las condiciones de contorno del problema (11.17) se
sustituyen por las férmulas de diferencias centrales correspondientes, resultando la siguiente
expresion:

h
(1—5fijyi-2 _(4—hfi)yi—1 +<6+h431)}’i _(4+hfi)yi+l +
(11.21) h
+(1+§fi)yi+2=h4pi ;s i=L2..5n-1
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Esta ecuacién se aproxima en cada punto interior del intervalo; de hecho, tam-
bién se aproxima en los nodos; vale decir, para i =1; 2; ...; n-1 , como se muestra en la repre-
sentacién de la figura 11.2.

=

T 1 T T { i
X x=0 X X2 ? X pe1 x =l Xnsl  Xne2 x

- Figura 11.2 -

Cuando i = 1, la ecuacién (11.21) incluye un valor de y para x = - h, de ignal
modo cuando i = n - I, incluye un valor de y para x = ! + h. Estos son valores desconoci-
dos, comprendidos fuera de la regién de integracién, pero, es incluido dentro del problema por
el sistema andlogo de diferencias finitas del problema en cuestién.

Es necesario para extrapolar el problema a una distancia % mds alld de ambos
extremos del intervalo de integracién, incluir dos incégnitas mds al sistema. La figura 11.3
muestra los extremos de integracién numérica del intervalo (0 ; I) y c6mo la solucién podria
extrapolarse més alld de los extremos originales.

Las propiedades de la soluci6n en los puntos extremos estdn determinadas por
las condiciones de contorno. La condicién en x=0 da el valor para y,, ademds, la pendiente
de la curva en el punto (xp; yo)-

y \
éy_] y& Y1 %}’z Yn-1 gyn §Yn+1
0 X " Xo X:I X; Xn-1 xn: Xniz X !

- Figura 11.3 -
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La férmula por diferencia central para la primera derivada estd dada en funcién
de y; e y.;, expresién (11.4), siendo entonces:

o, 1 ;
(11.22) Yi z'z_h'(}’m Vi) 5 i=0

En x =1 yaestdn dados los valores para y(/), como asi también, el de la deri-
vada segunda y”([). La expresién para esta dltima se obtiene mediante la férmula (11.5) que,
en x = [, resulta:

” 1 .
(11.23) yizh—z(yi+l_2yi+yi-1) > L=n

Las ecuaciones (11.22) y (11.23) junto con los valores dados para y, e y.
constituyen cuatro ecuaciones independientes adicionales que, con las n - I de (11.21) dan un
conjunto de n + 3 ecuaciones algebraicas que pueden ser resueltas para las n + 3 incdgnitas.
Este conjunto es el SISTEMA ANALOGO DE DIFERENCIAS FINITAS para el problema de
valores en la frontera dado por (11.19). Sintetizando, este puede ser escrito como se muestra a
continuacién:

AR =2hy,
Yo =Y

h
(I_Efi)yi—Z _(4_hfi))’z-1 +(6_h4gi)yi -

(11.24) 5
_(4+h'fi)yi+l+(1+_2_fIJYi+2 =h4pi
Yn =Ya
Yoot = 290 + Yous =h’y;

para i = 1;2;...;n-1

El sistema propuesto puede ser resuelto por cualquiera de los métodos estudia-
dos en el capitulo correspondiente a sistemas de ecuaciones lineales simultdneas, con un error

por truncamiento del orden de o(hz), pues, todas las expresiones por diferencias centrales

empleadas en su deduccidn tienen dicha aproximacién.

Una manera muy sencilla de mejorar la precision, es hacer decrecer la magnitud
del incremento A.

¢t [ X X} LA dd
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