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O'Reilly Media,Inc.介绍

为了满足读者对网络和软件技术知识的迫切需求，世界著名计算

机图书出版机构O'Reilly Media,Inc.授权机械工业出版社，翻译出版一

批该公司久负盛名的英文经典技术专著。

O'Reilly Media,Inc.是世界上在UNIX、X、Internet和其他开放系统

图书领域具有领导地位的出版公司，同时也是联机出版的先锋。

从最畅销的The Whole Internet User'Guide＆Catalog（被纽约公共

图书馆评为20世纪最重要的50本书之一）到GNN（最早的Internet门户

和商业网站），再到WebSite（第一个桌面PC的Web服务器软件），

O'Reilly Media,Inc.一直处于Internet发展的最前沿。

许多书店的反馈表明，O'Reilly Media,Inc.是最稳定的计算机图书

出版商——每一本书都一版再版。与大多数计算机图书出版商相比，

O'Reilly Media,Inc.具有深厚的计算机专业背景，这使得O'Reilly

Media,Inc.形成了一个非常不同于其他出版商的出版方针。O'Reilly

Media,Inc.所有的编辑人员以前都是程序员，或者是顶尖级的技术专

家。O'Reilly Media,Inc.还有许多固定的作者群体——他们本身是相关

领域的技术专家、咨询专家，而现在编写著作，O'Reilly Media,Inc.依



靠他们及时地推出图书。因为O'Reilly Media,Inc.紧密地与计算机业界

联系着，所以O'Reilly Media,Inc.知道市场上真正需要什么图书。



译者序

算法，神秘而晦涩的词汇。算法，是计算机科学中最重要同时也

是最基础的一环。从开始学习计算机，我们就深知，算法是整个计算

机科学的核心。然而直至我们工作数年后，能够真正学好算法的人，

却依旧是凤毛麟角。这并不是计算机教育的错，也不是计算机从业人

员的错，更不是算法的错。长久以来，算法就像古老的咒语，算法背

后高深的数学知识更让人望而生畏。其实，我们始终没有找到一条从

理论走向实践的路。

在这里，我们很高兴能向大家介绍本书。它正是能够带领你学好

算法的一本不可多得的好书。

本书的三位作者是伍斯特理工学院的教授，其中George

T.Heineman毕业于达特茅斯学院和哥伦比亚大学，曾经获得过GE、

IBM和AT＆T的研究奖金，在软件工程方面有独到的研究。而Gary

Pollice曾经供职于Rational Software、Sun等多家巨头，有着丰富的工

业界经验，知道如何将学术和工业结合起来。Stanley M.Selkow毕业于

卡内基梅隆大学和宾夕法尼亚大学，擅长图论和算法设计。本书由这

三位伍斯特理工学院计算机理论专家合著，向我们展示了工业界和学

术界对算法的不同看法以及如何高效地将理论和实践相结合。本书搭

建了一条真正属于开发者的路。



本书的读者主要面向本科生以及程序设计人员，同样也适用于产

品和项目管理人员。由于译者的知识和经验有限，翻译中难免有疏漏

或错误，敬请广大读者谅解并批评指正。

杨晨 李明

2009年7月



前言

就像《黑客帝国》里面的Trinity所说的：

“Neo，是这个问题驱使着我们，是这个问题带你来到这儿。”

你知道这个问题，我也是。

作为本书的作者，我们将回答引领你到此的问题：

我能够使用某个算法解决我的问题吗？如果可以，那么怎么实现

呢？

你也许并不需要理解一个算法为什么是正确的。如果你需要，那

么请看看其他的资料，例如1180页的算法圣经——《算法导论》，作

者是Thomas H.Cormen等（2001）。在那本书中你会了解到推论、定

理以及证明；你也会从一些练习题和逐步递进的样例中看到算法是如

何执行的。也许你会惊奇地发现，在算法导论中你找不到任何的实际

代码，仅仅是一些伪代码的片段，伪代码是无数的算法教科书用来阐

述算法的高级描述手段。在课堂上，这些教科书是非常重要的，但是

在实际软件开发中，它们却起不到应有的作用，因为这些书假定伪代

码都能够直接变成实际代码。



我们希望经验丰富的程序员在寻找问题的解决方案时，能够频繁

参考本书。作为一名程序员，你每天要解决的问题都能在这里找到解

决方案。在软件中，算法是决定成败的关键因素，在这里你能够了解

到哪些决定能够改善关键算法的性能，也能够找到适合你的需求和解

决方案的实际代码。

所有的算法都有实现，并且都使用测试工具经过仔细测试，以确

保其正确性。而且，它们有足够的代码文档，能在这本书的代码库附

录中找到它们。我们严格地遵照一系列的原则来设计算法、实现算

法，以及编写这本书。如果这些原则对你很有意义，那么这本书也会

同样有用。



原则：使用实际代码，而不是伪代码

为了计算最大网络流，一个实践者应该做些什么才能将图P-1的

Ford-Fulkerson算法描述转换成实际代码呢？

图　P-1　教科书中常见的伪代码

图中的算法描述来自于维基百科

（http://en.wikipedia.org/wiki/Ford_Fulkerson），这个描述与《算法导

论》上的伪代码极其相似。最好还是不要期望一个软件的开发者能够

根据这个Ford-Fulkerson算法的描述开发出实际的代码。翻到第8章，对

比一下我们的代码。我们只使用有注释的，并且是精心设计过的代

码。在你自己写的代码或者软件系统中使用我们提供的现成代码，或

者这些代码的逻辑吧。



一些算法教科书确实有完整的C或者Java代码。但是这些教科书的

目的通常是教初学者编程语言，或者是解释如何实现抽象数据类型。

而且代码都只是在页面的狭窄边栏，作者通常都会忽略注释和错误处

理，或者使用在实际应用中不会用到的快捷方法。我们相信程序员能

够从有注释的，并且是精心设计过的代码中学到更多的东西，这就是

我们为什么做如此多的工作来开发算法的实际解决方案。



原则：将算法和将要解决的问题分开

如果不和具体的问题联系起来，我们很难“泛化地”实现一个算

法。我们反对那些给出了算法完全实现的书，这些书上的实现将泛化

问题和特定问题纠结在一起，从而很难看出算法的原始结构。更糟糕

的是，很多可用的实现依赖于一些特定的数据存储方式，虽然这种方

式能够容易被机器理解，但是很难被人理解。

我们将会为泛化的问题和特殊的问题各设计算法的实现。例如，

在第7章，当我们描述A*搜索算法的时候，我们用了一个例子，叫做

八数码问题（在一个3×3格子的棋盘中移动编号为1～8的小方块）。

A*算法的实现依赖于一系列良好定义的接口。因为有良好定义的接

口，实现这些接口的类能够清晰地封装八数码这类特定问题的细节。

在本书中，我们使用了大量的编程语言，并且遵循一种严格的设

计规范，使得代码可读性高并且生成高效的解决方案。由于我们具备

软件工程背景，所以根据泛化的算法和特定领域的解决方案设计一个

清晰的接口是一件很容易的事情。按照这样的流程编码，产生的软件

是易于测试、维护并且能够根据面临的问题即时扩展。另外一个好处

是读者能够更加容易地阅读和理解算法的描述和结果。当选择了一个

算法，我们将会告诉读者，如何将我们编写的可读并且高效的代码转

换成高度优化（虽然稍稍降低了可读性）并且性能优秀的代码。毕



竟，优化是在问题已经解决之后才进行的，而且客户需要的是运行更

快的代码。即便如此，我也认为我们需要听从C.A.R.Hoare的建议：

“过早的优化是一切问题之源”。



原则：仅仅讲述足够的数学

很多算法注重专门关注于证明算法的正确性，并且抽象地解释其

细节。我们关注的却是如何将算法应用到实践中去。最后我们才会介

绍一些数学知识，这些数学知识都是为了读者能够更好地理解数据结

构和解的控制流程。

例如，一个人需要理解在很多算法中使用的集合和二叉树的性

质。但是，没有必要证明二叉树的高度如何得到，并且解释红黑二叉

树是如何平衡的。如果你需要了解这些细节，请阅读《算法导论》的

第13章。我们仅仅是需要才会解释结果，如果读者需要理解如何证明

结论，我们将会告诉读者在哪儿能够找到数学证明。

在这本书你将会学习到使用一些关键术语和分析技术，并且基于

数据结构的功能来区分算法行为。



原则：用经验来支持数学分析

在这本书中，我们从数学角度来分析算法的性能，以帮助程序员

了解在哪种情况下算法能够得到最好的性能。我们将会提供现成的代

码样例，在相关代码库中，有大量的

JUnit（http://sourceforge.net/projects/junit）测试样例为每个算法的实现

提供了文档。我们也会生成基准性能数据，供分析算法性能时参考。

我们将每个算法归到一个特定的性能族中，并且提供基准测试数

据来得到算法的性能，支持我们的分析结论。有一些算法是那些具有

数学背景的算法设计人员证明能够非常高效但是却不可能实现的，我

们需要避免使用这样的算法。我们将在各种平台上执行我们的算法，

以证明算法的高效并不依赖于特定平台，而是由于其优秀的设计。

附录包含了我们采用的基准测试方法的全部细节，并且这个基准

测试能够独立地验证书中描述的所有性能结论。我们能够给你的建议

在开源社区非常常见：“你得到的利益也许会不一样”。虽然你不可能

准确地复制我们的结论，但是你能看出我们描述的趋势。我们鼓励你

在决定使用哪个算法的时候使用我们的这种基于经验的方法。



目标读者

如果你被困在一个沙漠孤岛上，并且只能选择一本算法书，我们

推荐Donald Knuth的《计算机程序设计艺术（卷1～3）》（1998）。

Knuth在这本书中描述了大量的数据结构和算法，并且进行了精巧的处

理和分析。这本书包含了大量的脚注和练习，并且能够帮助一名程序

员在接下来的时间中保持活力和竞争力。这些练习非常有挑战性，并

且你能够直接接触到Knuth的思想。

但是你没有被困在孤岛上，对吗？你接手了一些劣质的代码，而

且这些代码必须在周五前进行改进，你需要知道如何去处理才行！

在你面对一个算法问题，需要解决一个特定的问题或者对现有解

决方案进行改进的时候，我们希望本书能够成为你的第一选择。为解

决各种问题，我们广泛地讨论了现存的算法，并且遵循以下原则：

·我们使用模式化的统一格式来描述每一个算法，进行每一次讨论

并解释算法的重点。正因如此，我们的书才如此易读。我们才能够看

出相似的设计会对不同的算法产生什么样的影响。

·在这本书中，我们使用了不同的编程语言（包括C、C++、Java

还有Ruby）来描述算法。得益于此，我们能够使用你熟悉的编程语言

对算法进行详细的讨论。



·我们描述了算法的期望性能，并且根据经验提供了支持这些结论

的证据。无论你相信数学还是相信实际的运行时间，你都会被我们说

服。

对软件工程师、程序员以及设计师来说，我们希望这本书能够派

上用场。为了达到目标，你需要参考大量的关于实际解决方案和算法

的资料，才能够解决手头的实际问题。你已经知道了如何用多种语言

编写一个程序。你也知道了计算机科学的关键数据结构，例如数组、

链表、栈、队列、散列表、二叉树还有有向图或者无向图。你不需要

实现这些数据结构，因为它们大都在库函数中可以找到。

我们希望你能从这本书中学到如何选择并且测试解决方案以快速

高效地解决问题，也能够学到一些高级数据结构和一些使用标准数据

结构的新方法，来改善程序的性能。在选择算法时，如果你可以知道

什么样的决定可以改善解决方案的效率，那么就能够提高你解决问题

的能力。



本书组织方式

本书分为三个部分。第一部分（第1章～第3章）介绍了算法的必

要数学基础，以便于读者理解本书的描述。在每个算法的论述中，我

们使用了一种模式化的格式。我们仔细地设计这个格式，确保前后一

致。第二部分（第4章～第9章）介绍了一系列的算法。这些章节的每

个独立部分都是一个完备的算法描述。

第三部分（第10章和第11章）为那些感兴趣的读者提供一些较为

高深的资源。当没有一个高效的解决方案来解决问题，而且“最后的线

索”为解决问题提供了有意义的线索的时候，这个部分就能够告诉我们

如何利用这些线索来解决问题。最后我们以一个重要领域的讨论结束

本书。这个讨论在第2章之所以被忽略，是因为它的内容太过高深，太

过前沿，甚至还没有被证明。第四部分包括了一个附录，这个附录描

述了本书每章中对算法进行评测的方法以及数学分析。在业界，这是

一种标准的基准测试方法，但是几乎没有算法教科书介绍这个方法。



本书体例

在印刷上的一些例行惯例：

代码（Code）

这些代码都是直接取自代码库，是现实中使用的代码。

斜体（Italic）

表示这个术语用于描述算法和数据结构。同样在伪代码描述中表

示变量。

等宽字体（Constant Width）

表示实现中的软件元素，例如Java类、C语言的数组名称以及常量

（true或者false）。

小型大写字母（SMALL CAPS）

表示算法名称。

在本书中，我们引用了大量的书籍、文章和网站。这些引用都用

括号标示出来，例如（Cormen等，2001），每一章最后部分列出本章

所使用的参考文献。正文中的引用列出作者的名字和文献的年份。



本书中的所有URL都在2008年8月时验证有效，而且我们抛弃了那

些看起来不久就会失效的URL。短URL，例如http://www.oreilly.com，

直接在文本中使用；否则，这些URL会放入参考文献中。



代码使用说明

本书的目的是帮助你更好地完成工作，一般来说，你可以在程序

和文档中直接使用本书代码。除非你需要重构这些代码的重要部分，

否则你不需要联系我们获得许可。例如，你可以编写一个使用了本书

中一些代码的程序而不需要许可。销售或者分发来自O'Reilly出版书籍

中的样例不需要许可。引用本书来回答问题或者引用样例代码也不需

要许可。在你的产品文章中过度地使用本书中的代码也不需要许可。

我们希望，但是不要求标明归属。一个归属说明通常包括标题、作

者、出版商和ISBN。例如：“George T.Heineman，Gary Pollice和

Stanley Selkow编写的《Algorithms in a Nutshell》。版权属于George

T.Heineman，Gary Pollice和Stanley Selkow，978-0-596-51624-6”。

如果你觉得你需要使用代码的情况超出了我们的允许范围，那么

请联系：permissions@oreilly.com。



联系我们

对于本书，如果有任何意见或疑问，请按照以下地址联系本书出

版商：

美国：

O'Reilly Media,Inc.

1005 Gravenstein Highway North

Sebastopol,CA 95472

中国：

北京市西城区西直门南大街2号成铭大厦C座807室（100035）

奥莱利技术咨询（北京）有限公司

本书也有相关的网页，我们在上面列出了勘误表、范例以及其他

一些信息。你可以访问：

http://www.oreilly.com/catalog/9780596516246（英文版）

http://www.oreilly.com.cn/book.php?bn=978-7-111-28674-5（中文

版）



对本书做出评论或者询问技术问题，请发送E-mail至：

bookquestions@oreilly.com

希望获得关于本书、会议、资源中心和O'Reilly网络的更多信息，

请访问：

http://www.oreilly.com

http://www.oreilly.com.cn
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第一部分

第1章 算法真的很重要

第2章 算法的数学原理

第3章 模式和领域



第1章 算法真的很重要

算法真的很重要！在哪些情况下使用哪种算法会给你编写的软件

的性能带来巨大的差异。如果你不信的话，那么请看看Gary是怎么通

过一些小小的分析，选择了一个正确的算法，扭转了整个败局[1]。

Gary曾经在一个有着很多天才软件开发者的公司工作。和大多数

有着很多天才的组织一样，这里有着层出不穷的伟大想法，这些天才

们将这些伟大想法实现并且集成到了软件产品中。例如Graham，他从

公司创立之初就加入了这个公司。Graham曾经思考过一个问题：如何

知道一个程序是否存在内存泄漏，这是当时C和C++程序都存在的一个

问题。如果一个存在内存泄漏的程序运行足够长时间，那么这个程序

会由于内存耗尽而崩溃。任何一个存在此类问题的程序都不支持自动

内存管理和垃圾回收。

Graham决定编写一个库，以包装操作系统的内存分配以及回收函

数，例如malloc()、free()，还有他自己的函数。Graham的函数将每次内

存的分配以及回收都记录在一个特定的数据结构中，这样在程序结束

之后，程序员能够查询到这些记录。这些包装函数记录这些信息，并

且调用操作系统函数来进行内存管理。Graham只花了几个小时就实现

了这个库而且能够正常被调用执行。但是现在有一个问题：调用了

Graham的库的程序运行得如此缓慢，以至于没有人会去使用它。这是



真的名副其实地缓慢。你可以先启动程序，然后离开去喝一杯咖啡，

或许喝一壶咖啡也可以，然后回来，你会看到程序还在缓慢地运行

着。这种速度当然不能够接受。

为了解决这个问题，Graham很快就了解了操作系统以及内部工作

原理。他是一个极其优秀的程序员，能在一个小时内写出其他程序员

需要一天才能写出的代码。他已经在大学学习了算法、数据结构以及

其他标准课程，所以这点事情肯定难不倒他。那么为什么使用了这些

包装的函数，程序会执行得如此缓慢呢？看来，这就是一个典型的知

道如何使程序运行，却不知道如何使程序运行得快的案例。但是像很

多具有创新精神的人一样，Graham已经在思考他的下一个程序，而不

是回到他的那个内存泄漏程序中继续寻找问题。于是，他希望Gary检

查一下这个库，看看能不能修复运行缓慢的问题。Gary是一个编译以

及软件工程方面的能手，他擅长精炼代码，使得它们可供发布。

在开始深入代码之前，Gary希望先和Graham谈谈这个程序。这样

的话，他能够更好地理解Graham如何构造他的解决方案以及为什么他

选择了这样的实现方式。

注意：在继续读下去之前，想想如果是你，你会问Graham一些什

么。然后在接下来的部分，看看你是否能够得到和Gary相同的信息。

理解问题



解决问题最好从大局观开始：理解问题，找出潜在原因，然后深

入挖掘细节。如果你觉得你知道原因，然后决定解决这个问题，那么

你可能会出错，或者你也许不会发现其他更好的答案。Gary首先希望

Graham能够描述这个问题以及他的解决方案。

Graham说他的目的是希望能够知道一个程序是否存在内存泄漏。

他想知道这个问题答案的最好方法是记录所有被程序分配的内存，不

管这些内存是否在程序终止之前被释放掉了，同时也记录用户的程序

在哪儿请求内存分配。他的解决方案是构建一个包含三个函数的小型

库。

malloc()

一个包装了系统内存分配函数的函数。

free()

一个包装了系统内存回收函数的函数。

exit()

一个包装了系统退出函数的函数。

那就写一个使用了这个库的程序来进行测试吧，在程序中调用库

中自定义函数而不是系统函数。自定义的malloc()和free()将会记录每一



次内存分配和释放。当程序测试结束的时候，如果记录中，每一个内

存分配接下来都有相对应的内存释放，那么就证明没有内存泄漏。如

果存在内存泄漏，那么Graham的函数将会记录相关信息以供程序员参

考。当调用自定义的exit()函数的时候，在程序实际退出之前，将会显

示内存的分配释放记录。Graham将他的解决方案用图表示出来，如图

1-1。

图　1-1　Graham的解决方案

描述貌似已经很清楚了。除非Graham在他包装了系统函数的代码

中犯了一些相当严重的错误，否则还真的很难想象在包装的代码中存

在性能问题。如果存在的话，那么所有程序的缓慢程度都应该与调用

的次数成比例。于是Gary询问Graham测试过的程序是否存在性能差

异。Graham解释说，通过性能剖析发现，那些小的程序通常能够在一

个勉强可以接受的运行时间内，不管这些程序是否有内存泄漏。但

是，那些需要进行大量处理工作和有内存泄漏的程序运行起来慢得不

像话。



[1]本文涉及的人员以及组织名均被改变以保护隐私，避免不必要的法

律纠纷。



如果需要，尽可能用实践检验

在继续深入之前，Gary希望能够较好地了解程序的运行状况。他

和Graham坐下来一起写了一些小程序，通过调用这个库来检查这些程

序是如何运行的。也许他们能够更好地明白是什么导致了这个诡异的

问题。

注意：你会进行哪些实验呢？你的程序将会是什么样？

Gary和Graham的第一个测试程序（程序A）如例1-1所示。

例1-1：程序A代码

他们运行了这个程序然后等待结果。这个程序运行了数分钟。即

便在当时的计算机速度比较缓慢的情况下，这个运行时间也很明显不

可接受。当程序运行结束的时候，记录显示有32MB的内存泄漏。那么



如果程序中所有分配的内存都被释放了会出现什么情况呢？他们做了

一点小修改，这就是程序B，如例1-2所示。

例1-2：程序B代码

编译并且运行程序B，程序B在几秒内就运行结束了。Graham确信

这个问题和程序结束的时候没有释放的内存大小相关。但是他不知道

问题出在哪。他搜寻了整个代码，花费了数个小时却也找不出问题在

哪儿。Gary并不像Graham那样确信问题是与内存泄漏的数目相关。他

建议做更多的实验，并且对程序做了另一次的修改，将所有的内存释

放操作集中到程序的最后。如例1-3所示。

例1-3：程序C代码



这个程序就像第一个程序那样缓慢地运行着！这个例子证明了性

能问题并不是由内存泄漏的数量导致的。不仅如此，这个程序让Gary

明白了问题原因的真正所在。并不是程序结尾的内存分配次数导致性

能问题，而是任意时刻没有被释放的内存的最大数量严重影响了整个

程序的性能。如果程序本身的内存泄漏并不是影响问题的唯一因素，

那么Graham维护内存分配以及释放的记录的方法就存在一些问题。在

程序B的执行过程中，任何时刻都没有超过32字节的未释放内存。但是

第一个和第三个程序运行的时候却有100万个内存分配操作没有相应的

释放操作。分配和释放内存并不是关键，所以问题肯定和Graham记录

内存分配和释放请求的代码有关。

Gary询问了Graham他是如何记录分配的内存的。Graham回答说他

使用了一个二叉树来记录，每一个节点都记录了指向子节点的指针



（若有的话）、指向分配内存的地址、分配的大小以及程序在哪儿进

行的分配请求。Graham还补充道他是使用内存地址作为节点的键值，

因此不能重复，这个方法使得插入和删除内存分配的记录更加容易。

使用二叉树通常比简单地使用有序链表更加高效。假设有一个包

含了n个元素的有序链表，这个表中的每个元素被请求的概率是相等

的。那么一个寻找表中一个元素平均将要花费n/2次比较。从表中插入

或者删除元素平均也需要大约n/2次操作。计算机科学专业的教科书描

述这些操作（查找、插入和删除）的性能为O(n)，实际上这些操作的

数量的两倍就是和这个链表长度有关，进行这些操作花费的时间期望

也是这么多[1]。

使用一棵二叉树能够将上述操作降到O(log n)的花费，虽然代码可

能有一些难以编写和维护。跟链表的时间花费不一样，使用了二叉

树，这些操作的花费仅仅是常数量的增长。当处理1 000 000个元素的

时候，我们只需要平均检查20个元素，相比有序链表需要500 000次操

作，效率之高可想而之。如果键值是平均分布在树中的，那么使用二

叉树是一个很好的选择。如果键值不是平均分布的，那么树会变得扭

曲，不平衡，在某种程度上这个数据结构就会认为不适合用来查找。

知道了一些关于二叉树以及如何工作的知识后，Gary询问Graham

一个价值64 000美元（毕竟这个数字是对数）的问题：“你对这个二叉

树进行了平衡处理吗？”Graham非常惊讶，因为他是一名优秀的软件工



程师，不可能不知道这样简单的东西。“没有，为什么我需要做这个？

这个操作使得代码更加复杂了。”不过事实的确是由于Graham没有做平

衡处理，使得这棵树右倾到操作时间近似线性的程度，这种情况下更

像是一个有序链表而不是一棵二叉树。想知道为什么吗，看看图1-2中

的两棵二叉树。在a树中顺序插入数字1～15。它的根节点值为1，从根

节点出发到达值为15的节点需要经过14个节点。b树插入了相同的数

字，不过是按照这样的顺序：＜8，4，12，2，6，10，14，1，3，5，

7，9，11，13，15＞。在这种情况下下，根节点的值是8，不过从根节

点到其他节点的路径在3个节点或者更少。我们在第5章将会看到，查

找时间直接和最长路径的长度相关。



图　1-2　构建两棵二叉树样例

[1]本书的第二部分将具体介绍各种算法。



解决问题的算法

如果一棵二叉查找树的根节点到任意一个叶子节点的路径长度都

基本相等，那么这棵树就是二叉平衡查找树。定义depth(Li)为从根节

点到叶子节点Li的路径长度。如果一棵二叉树具有良好的平衡度，那

么对任意两个叶子节点L1和L2来说，depth(L2)和depth(L1)的差的绝对

值，即|depth(L2)-depth(L1)|≤1；同样对于任何一个叶子节点Li来说，

depth(Li)≤log(n)。Gary翻阅了他的算法书籍，决定对Graham的代码进

行修改，用更加平衡的红黑树记录内存的分配。红黑树

（Cormen,2001）是一个平衡二叉树的高效实现。在红黑树中，给定两

个叶子节点L1和L2，depth(L2)/depth(L1)≤2；同样对任意叶子节点Li来

说，depth(Li)≤2*log2(n+1)。也就是说，一棵红黑树是大致地平衡的，

这确保了在红黑树中，不存在一条路径，其长度是另外一条路径的两

倍。

Gary花了几个小时进行了修改和测试。当他完成之后，他将结果

演示给Graham看。他们使用新的库，重新运行了上面的三个程序。程

序A和程序C仅仅只是比程序B多花了几毫秒而已。性能很明显地大幅

改善了，反映在速度提高了近5000倍。这样的性能改善是想当然的，

你可以看到平均访问节点的数目从500 000个降到了20个。事实上，这

是数量级的降低：你也许期望能够加速25 000倍，但是对树进行平衡



的操作开销降低了部分性能。尽管如此，性能的改善仍然是惊人的，

Graham的内存泄漏检测程序（包括Gary的修改）将再下一个产品中发

布。



花絮

已知使用红黑树的效率，原生malloc()的实现可能会使用这个结构

吗？毕竟，内存分配在某种程序上必须维护分配的区域集合，以使得

这些区域将来能够被安全地释放。同样，注意到上述程序每次请求32

字节的内存分配，那么每次请求的内存大小是否会影响malloc()和free()

请求的性能？为了研究一下malloc()的行为，我们又进行了一系列的试

验。首先，我们记下分配4096个内存块的时间，内存块的大小n从1字

节取到2048字节。然后我们看看释放相同大小的内存需要多久，不过

将才需三种策略来释放。

freeUp

按照分配的顺序释放，和程序C类似。

freeDown

按照分配的顺序逆序释放。

freeScattered

一次性释放所有内存。



对于每个n的值，我们进行100次试验，并且去掉最好的和最坏的

成绩。图1-3显示了剩下98次试验的平均结果。正如我们所预料的，分

配操作的开销与n的增长呈线性关系。令人惊讶的是，释放内存的方式

在性能上有比较大的差异。freeUp的性能最好，freeDown比freeUp慢4

倍左右。



图　1-3　malloc/free请求的性能分析



经验表明，现在还不能回答是否原生malloc()以及free()使用了二叉

树（无论是否平衡！）来记录信息。为什么内存释放的顺序会引起性

能的差异，如果不查看free()的源代码，这个问题没有一个简单的解

释。

我们给出这个例子是有两个目的。第一，内存分配以及释放背后

的算法是惊人的复杂，这些算法也高度依赖于操作系统（也就是复杂

的计算机）的特性。我们在整本书中将会看到，不同的算法都有他们

自己最佳使用的情况。开发者能够根据问题的特殊信息使用相应的算

法来改善性能。第二，我们在整本书中描述了不同的算法，并且解释

了为什么一个算法会比另外一个算法表现更好。我们还是坚持使用数

学来解释这一切。



故事的寓意

上面那个故事是真实的。你要知道，算法真的很重要。你也许会

问树平衡算法真的是这个问题的优化方案吗？这是一个很好的问题，

对于问这个问题的人，我们会问另外一个问题：它确实很关键重要

吗？对于一个问题来说，寻找正确的算法就像是寻找正确的解决方案

一样。现有的算法已经可以很好地工作了，我们无需寻找最完美的解

决方案。当选择一个解决方案的时候，你必须在它的开销和带来的好

处之间寻找一个平衡点。Gary的实现方案是能够被改进的，或者优化

代码，或者采用不同的算法。但是，内存泄漏检测软件的性能不仅是

可接受的，而且还必须是能够满足预期使用的，任何额外的改进将会

产生没有收益的开销。

按需选择可以接受的算法，这种能力是非常重要的，每一个优秀

的软件开发者都应该具备。并不需要你能够对算法进行详细的数学分

析，但是你必须能够理解这些分析。并不需要你发明新的算法，但是

你要知道哪个算法可以解决手头的问题。本书就是希望能够帮助你提

高这种能力。当你具备这种能力之后，你的软件开发工具箱中就又多

了一件软件开发的利器。
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第2章 算法的数学原理

在解决问题之前，我们可以试着猜测下，在这个问题所依赖的平

台（或者平台家族）和数据上，哪个算法将会获得最好的性能。计算

一个算法的期望运行时间本质上是一个数学运算过程。在本章，我们

将透过现象看本质，阐述隐藏在这些复杂计算内的数学工具以及使用

方法。通过本章的阅读，读者应该能够理解本书将要使用的数学术

语。

贯穿本章（实际上是贯穿整本书）的一个共同主题就是所有的假

设和近似操作都会花费常数时间，但是最终我们得到抽象结论的时

候，都会忽略这些常数时间。在所有的平台上，相比影响本书所述的

算法性能的其他因素来说，这些常数都是小到可以忽略不计的。

问题样本的规模

问题样本是解决问题的程序所使用的数据集，在大部分问题中，

随着已编码样本的规模的增长，程序的执行时间也不断增加。同时，

紧凑地对样本数据进行编码（也许使用压缩技术）可能会不必要地降

低程序的执行效率。寻找一条最优的样本编码方式是极其困难的，因

为问题发生在现实世界，而且机器需要理解这种编码方式。我们需要



合理地编码样本数据，以供计算机进行求解。让我们看看接下来边栏

“编码的样本”中对数字x的两种表示方法。

我们评价算法时，尽量假设算法是否能够被有效实现不取决于问

题样本的编码。在上一个问题中，我们看到，虽然编码方式在规模上

差不多，但是在查询奇偶性的这个关键操作上，它们的性能差异非常

明显。

选择合适的问题样本编码取决于将会进行的操作。设计一个高效

的算法通常是从选择一个合适的数据结构开始的，数据结构通常是在

计算机中表示将要解决的问题。如图2-1所示。

图　2-1　问题样本的复杂编码

样本编码



给你一个很大的数字x，要求计算x的二进制形式中1的个数的奇偶

性（也就是说，1的个数是奇数还是偶数）。例如，如果x=15 137 300

128，其二进制表示是：

x2=1110000110010000001101111010100000

可以看到1的个数是偶数，我们考虑下面两种可行的编码策略：

x的编码1：1110000110010000001101111010100000

x的这个二进制表示方法使用了34个字节。注意到log2(x)的值是

33.82，因此这个编码方式是最理想的。但是为了计算1的个数的奇偶

性，需要检查每一个位。这种编码方式下，计算奇偶性的最佳时间的

增长与x的长度n（x的对数）增长呈线性关系。

x也能够用下面的方式来表示，使用n个位，再加上一个额外的校

检位来表示1的数目的奇偶性。

x的编码2：1110000110010000001101111010100000[0]

我们可以看到x的这种编码方式的最后一个位是0，这表示1的个数

为偶数个（偶数用0表示）。对于这种表示法，需要35个字节。在两种

编码方式中，样本编码的规模都随x的值对数增长。但是，在第一种编

码方式中，计算奇偶性最佳算法的时间增长情况与x的编码规模的增长



呈对数关系，但是第二种编码方式中，最佳算法只需要花费常数的时

间，而且与x编码规模无关。

由于不能够限定问题样本的规模，所以我们假设样本的编码使用

一种简洁的方式，可以大致被接受的。当对n个数字进行排序时，我们

根据惯例在平台上用一个字来表示数字，这样样本的规模就是n。可能

有些数字需要用不止一个字来表示，所以样本的规模也会受到相应的

影响。例如，相比使用32位存储整数的类似算法，使用64位来存储整

数的算法需要花费两倍时间。

为了存储数据集，大多数编程语言都支持数组，数组是连续的内

存区域，这些区域都可以通过一个整数索引i直接快速存取。数组是一

维的，每个元素大小用一个字来存储，例如整数数组，布尔数组，或

者字符数组，字的大小是平台相关的。有些数组是多维的，这样能够

更丰富地表示数据，如图2-1所示，“编码对性能的影响”指出了编码能

够影响一个算法的性能。

由于编程语言和平台的巨大差异，算法研究人员认为，即使给定

编码方式，计算出精确的性能开销也是不可能的。因此，他们假定，

如果一些算法的性能开销仅仅是常数倍差异，那么这些性能开销可以

被认为是渐进等价的。但是这个假定在现实世界中是不可行的（谁会

愿意将自己的应付账单乘以1000呢？），因此只是在比较算法的时候



作为通用的手段。当实现一个算法的时候，对细节的重视反映在关注

常数倍差异。



函数的增长率

一个广为接受的描述算法的方法是使用执行时间的增长率作为问

题样本规模的函数。但是这种方法是抽象地描述一个算法的性能，忽

略了细节问题。所以，在使用的时候需要对抽象背后的细节有一个清

醒的认识。

程序都必须运行在某个平台上，在这里，平台的广义包括：

·程序运行的计算机，包含了CPU、数据缓存、浮点运算单元以及

其他芯片。

·使用的语言、编译器/解释器以及生成代码的优化设置。

·操作系统。

·后台运行的其他进程。

一个基本的假设是：上述组成平台的任何条件的改变，都会改变

程序的执行时间，但只是在原有的时间上乘以一个常数因子。在这

里，我们简要地讨论一下顺序搜索算法，这个算法会在第5章讲到。顺

序搜索算法会顺序搜索列表中的所有n个元素，直到找到想要的值v。

现在，我们假设：



·列表中有n个不同的元素。

·将要寻找的元素v在这个列表里面。

编码对性能的影响

假设一个程序需要处理元素周期表，有三个频繁的操作，它们

是：a)“第N个元素的原子量是多少？”；b)“x元素的原子数是多

少？”；c)“第N个元素的名字是什么?”。一个有趣的挑战是：2008年

1月的时候，第117个元素还仍未发现，但是第118个元素已经被发现，

叫做Ununoctium。

周期表的第一种编码：两个数组，elementName[]，存储元素的名

字，还有elementWeight[]，存储元素原子量。

周期表的第二种编码：用一个长度为2626个字符的字符串来表示整

个周期表。最开头的62个字符是：

1 H Hydrogen 1.00794

2 He Helium 4.002602

3 Li Lithium 6.941

为了理解编码对于性能的影响，我们做了32次实验，每次实验包

含100 000个随机请求（包括无效的）。我们舍弃了最好的和最坏的，



留下了30次实验的结果，下面这张表表示了余下30次实验执行时间的平

均值（和标准差），用毫秒表示：

就像预期的那样，编码2的性能比编码1的性能差很多，因为采用

编码2的时候，每一次请求都要执行一次字符串操作。编码1能够有效

地处理原子量查询和元素名称查询，但是元素序号查询需要对整个表

进行查找，因为表是元素序号无序的。

这个例子告诉我们，不同的编码会在执行时间上可能产生巨大的

差异。同样也告诉设计人员必须根据将要进行的操作选择合理的编码

来优化性能。

·列表中每个元素可能为v的概率都是相等的。

通过计算顺序搜索算法平均搜索多少个元素，我们能大致了解这

个算法的性能情况。因为我们知道v肯定在这个列表里面，而且每个元

素可能为v的概率都是相等的，用数学语言描述就是，对于一个包含有

n个元素的列表，平均搜索的元素个数E（n）就是所有次数总共搜索元

素个数的和除以搜索次数。



因此，上述假设作为前提的条件下，顺序搜索算法搜索了这个表

中的大约一半元素。如果列表的元素个数加倍，那么顺序搜索会大约

搜索原来两倍的元素；期望的搜索数目是n的线性函数。也就是说，期

望搜索数目可以用c*n来表示，c为常数。这里的c为1/2。关于性能分析

的一个基本的观点是，在长时间的运行中，常数c是不重要的，因为最

重要的影响性能的因子是问题样本的规模n，随着n越来越大，那么错

误率就如：

变得不再重要，实际上，它们的比值接近1说明了：



虽然对于比较小的n来说，预计错误会是致命的。但是在上下文

中，我们所谓的顺序搜索算法期望搜索数目的增长率是线性的。所

以，在大样本规模情况下，我们可以忽略作为乘数的常数，而主要关

注样本的规模。

依据增长率这个抽象的概念选择算法时，我们需要注意以下问

题。

常数的问题

这就是为什么我们需要使用超级计算机和定期升级我们的计算

机。

n并不总是非常大

在第4章我们将会看到，快速排序执行时间的增长率比插入排序执

行时间的增长率要低。但是在小数据集上，插入排序表现得比快速排

序要好。

算法的增长率决定了算法在逐渐增长的大数据集上的性能表现。

我们在一个更复杂的例子上使用这个基本的原理。

给定一个排序任务，对四个排序算法进行评价。这个任务是对n个

随机字符串进行排序。n的取值从1～512，对于每个n的值，我们都将

进行50次实验，并且舍弃掉最好和最坏的实验结果，图2-2的图描述了



剩下48次实验的平均运行时间（毫秒）。这些结果的差异实在令人惊

异。

图　2-2　小数据集上四个算法的比较结果



我们设计一个函数来解释这个结果，这个函数能够预测每个算法

在规模为n的数据样本上的性能。我们不太可能精确地知道这个函数的

具体形式，我们只能使用商业软件对结果使用统计方法进行回归分

析，描绘出一条趋势线。趋势线与实际数据的拟合度设为R2，取值为0

～1。R2越趋近于1，表示拟合度越高。例如，R2=0.9948表示，由于数

据的随机变化，只有0.52%的几率造成趋势线和数据不拟合。

第四种排序法很明显地是四种算法中最差的，在电子数据表上描

绘512个数据点，与数据相符合的趋势线是：

y=0.0053*n2-0.3601*n+39.212

R2=0.9948

我们看到，R2的值如此地接近1，这是一个非常精确的预测。第二

种排序法在给定的数据集上提供了最快的性能。它的行为可以用如下

的趋势线来描述：

y=0.05765*n*log(n)+7.9653

第二种排序法比第三种排序法的速度快，但最快也可能只比第三

种排序法快10%。第一种排序法表现出了两种不同的性能特征。在数据

集少于39个字符串的时候，性能表现为：

y=0.0016*n2+0.2939*n+3.1838



R2=0.9761

但是，数据集在40个或者更多时，性能表现为：

y=0.0798*n*log(n)+142.7818

这些表达式中的系数完全取决于这些算法运行的平台。就像之前

描述过的那样，这些相同的差异（例如平台）并不重要。n的长期变化

趋势支配着这些算法的行为。事实上，图2-2描绘了同一个算法在不同

规模的数据集下的表现。直到数据集的规模n变得足够大的时候，算法

之间的差异才变得明显。

算法设计人员试图去理解算法之间的性能差异。这些算法的源代

码是来自开源的代码库，正因为这些算法的源代码的开源，所以算法

设计人员能够从代码入手，分析他们的选择如何影响总的运行时间。

第一种排序法反映了在Linux 2.6.9内核下快速排序的性能。当审阅源代

码时（源代码可以在任何Linux的代码库中找到）[1]，一个人发现这样

的注释：“这个快速排序例程是由Bentley和McIlroy设计的”。Bentley和

McIlroy（1993）描述了如何对快速排序进行优化，他们通过在不同的

样本规模下采用不同的策略，例如规模小于7的，规模在8～39的以及

40或者更大的规模下采取的策略。实验结果表明，这个隐藏的优化手

段是非常有效的。

[1]http://lxr.linux.no/linux+v2.6.11/fs/xfs/support/qsort.c.



最好最坏和平均情况下的性能分析

现在有一个问题，对于所有的输入来说，前面得到的结果是否都

成立呢？第二种排序法在少量字符串的时候性能也许是最好的。但

是，输入数据有很多地方可能变化：

·输入数据可能有1 000 000个字符串。算法如何处理如此大规模的

数据？

·输入数据可能会是部分有序状态，也就是说，几乎所有的元素所

在的位置离最终位置并不是很远。

·输入数据可能包含重复的值。

·无论输入数据的规模n是多少，输入数据都可以从一个小得多的数

据集扩展而来，不过会有相当多的重复值。

虽然从图2-2上来看，第四种排序法在排序n个乱序字符串的时候是

最慢的，但是处理已经排序的数据却是最快的。但是，随着n的增长，

第四种排序法的领先优势消失得非常快，我们从图2-3上可以看到，在

对16个乱序的字符串进行排序时，第四种排序法就已经失去领头羊的

位置了。



图　2-3　处理完全或者几乎有序的数据时，排序算法的性能表现

尽管如此，假设一个包含n个字符串的输入，并且这个输入已经是

几乎有序，其中n/4个字符串（占总字符串的25%）被交换到仅仅是离

最终位置4个元素。最终结果如图2-4所示，我们看到第四种排序法性能

表现远远好于其他的排序算法。



图　2-4　处理几乎有序数据时，第四种排序法胜出

我们得到这样一个结论，对于许多问题来说，并不存在单一的最

优算法。选择一个算法需要对问题有着充分的理解，并知道这个问题

将要处理数据规模的概率分布情况，还有算法的实际行为也必须要考

虑到。

在这里我们提供一些指导，算法通常会分成三种情况进行分析：

最坏情况

定义一类输入，在这类输入下，算法表现出了最坏的运行性能。

算法设计人员需要明白，这类输入的共同性质阻止了算法高效地运



行，而不只是针对特定的输入。

平均情况

平均情况是表示算法在随机给定的数据上期望的执行情况。通俗

地说，一些输入可能会在某些特殊情况下耗费程序大量的时间，但是

大部分的输入并不会这样。这个衡量标准描述了用户对算法性能的期

望。

最好情况

定义一类输入，算法在这类输入下表现出了最好的运行性能。对

于这类输入来说，算法只进行很少的计算。不过在实际情况下，最好

情况很少出现。

通过分析三种情况，大致了解了算法的性能，那么接下来你需要

为将要面临的问题选择一个算法。

最坏情况

大多数问题都可能会处理一些比n大的数据。任意给定一个n，算

法或者程序在处理所有规模为n的数据，其性能可能会动态地发生变

化。给定一个程序和n，这个程序的最坏运行时间就是处理所有规模为

n的数据所需要的最长运行时间。



我们也看到，最坏情况是对整个世界的一个悲观的分析。但是我

们还是非常关注最坏情况，因为：

追根刨底的欲望

这通常是对一个算法复杂度的最早的分析。

实际运行时的限制

如果你需要设计一个系统，协助外科医生进行体外循环心脏手

术，那么长时间的运行（即使这种情况是不经常发生）当然不可能接

受。

更正式地说，如果Sn是数据集合si中规模为n的子集，t表示算法在

每一份数据上的运行时间，那么最坏情况下，对于所有si∈Sn，算法在

Sn上的运行时间是t(si)的最大值。我们将在Sn下的最长时间记做

Twc(n)，Twc(n)的增长率表示算法在最坏情况下的复杂度。

一般来说，没有足够的资源来计算每一份数据si，然后检查算法在

哪份数据上表现最坏。于是，给定算法的描述，算法分析人员总是想

方设法地精心准备可能会导致最坏情况的输入数据。



平均情况

现在要设计一个支持n个电话的电话系统，n是一个非常大的数

目，要求在最坏情况下，即n/2位用户同时呼叫另外n/2位用户时，这

个系统也能够正确地处理数据。虽然这个系统不会由于过载而崩溃，

但需要花费过高的代价构造这样的情况。而且，n/2位用户同时呼叫另

外n/2位用户发生的概率极小。也许可以设计一个花费较小的系统在过

载的情况下很少会（或者从不）崩溃。但是我们还是必须借助数学工

具来计算这个概率问题。

对于一个n个样本的数据集合，我们用一个概率分布Pr表示样本的

出现概率，单个样本的出现概率为0到1，所有样本的概率的和为1。如

果Sn是n个样本的数据集合，那么：

如果t表示算法在单个样本的执行时间，那么在Sn上的平均运行时

间是：

也就是说，在样本si的实际执行时间，t(si)将会与概率加权。如果

Pr{si}=0，那么t(si)的实际值将不会影响程序的期望运行时间。我们用



Tac(n)表示算法在Sn上的平均运行时间，那么Tac(n)的增长率表示算法

在平均情况下的复杂度。

回忆一下，当我们描述时间或者工作量的增长率时，我们一直忽

视了常数，所以我们认为顺序搜索n个元素的平均情况为：

探测（符合我们之前的假设），按照惯例，在符合这些假设的前

提下，期望顺序搜索能够处理线性或者是n阶的元素。



最好情况

知道算法的最好情况是非常有用的，即便这种情况很少发生。在

很多情况下，最好情况能让我们看到算法的最优状况。例如，线性搜

索的最好情况是当它在n个元素中搜索v的时候，第一个元素恰好就是

要找的那个。一个稍微有些不同的算法，我们叫做计数搜索

（Counting Search），在n个元素中搜索v，并且记录v在表中出现的次

数。如果v的计数是0，那么这个值是不存在的，所以会返回false，否

则返回true。注意，计数搜索总是会搜索整个表，因此，它的最坏情

况是O(n)（和顺序搜索一样），最好情况还是O(n)，所以我们不能够

使用这个算法，因为它的最好或者平均情况没有改善性能。



性能指标

比较算法的时候，我们使用输入数据的规模n来评价算法的性能。

这个方法被认为是比较算法的标准方法，并且在过去的半个世纪中不

断地被改进。这样一来，我们就能够通过输入数据的规模，计算算法

的运行时间，从而得知，哪个算法能够更好地适应一些异常规模的问

题。性能评价的第二种方法是考虑算法将会耗费多少内存或者存储空

间。随后我们将在各自的算法章节中讨论这个问题。

我们将要使用的本书特有的算法分类（按照效率降序排列），如

下所示。

·常数级

·对数级

·次线性级

·线性级

·n log(n)级

·平方级



·指数级

我们现在进行一些讨论，陈述一下衡量这些性能的标准。

讨论0：常数级算法的性能

当本书分析算法性能时，我们将不止一次地强调原生的操作都是

常数级的性能。很明显，这个声明并不是完全准确地描述了操作的性

能，因为我们没有考虑到硬件问题。例如，比较两个32位的数x和y大

小是否一样，这个操作耗费的时间与x、y的大小无关。常数的操作被

定义为O(1)的性能。

那么比较256位的数字时，性能表现又如何呢？1024位呢？我们认

为在给定k的前提下，比较两个k位的数字的操作将在常数时间内完

成。关键在于问题的规模（例如x、y的值）不可能超过k。我们把额外

的工作，例如k的倍增，也抽象为O(1)的性能。



讨论1：对数级算法的性能

一个酒保和顾客打了一个10 000美元的赌。“我将选择一个从1～1

000 000的数字，然后你能够每次猜1个数字，共猜20次；每一次猜过之

后，我将会告诉你高了，低了或者是你赢了。如果你能在20个问题之

内赢，我给你10 000美元，否则你给我10 000美元。”你会打这个赌

吗？你也许会，因为你可以一直赢下去。表2-1给了一个场景，不过候

选数字是从1～10。问一系列的问题，并且每个问题都把候选数据缩减

了一半。



每次根据酒保的回答，将可能的数字范围缩减一半。最后，可能

的数字只剩下了一个；这种情况将会在[log(n)]次询问之后出现。将[x]

归入到等于或者大于x的最小整数。例如，如果酒保选择了数字范围是

1～10，那么你最多只需要猜测[log(10)]=[3.32]，即4次。

这种方法在1 000 000个数字的时候也同样可行。事实上，例2-1所

示的猜数算法能够对于任何的范围[low,high]有效，并且在[log(high-

low+1)]次猜测之后得到数字n。如果有1 000 000个数字，那么这个算法

将在至多[log(1 000 000)]即[19.93]，也就是说20次（最坏情况）知道是

哪个数字。

例2-1：在范围[low,high]之间猜数字的Java代码



对数级算法是非常高效的，因为它们能够快速收敛到解。一般来

说，这些算法的成功之处在于它们每次将问题的规模缩减一半。这个

猜测算法至多经过k=[log(n)]次迭代便可以得到解，在第i次（i＞0）迭

代的时候，算法在±ε=2k-i个数中进行猜测。ε可以看做是不确定的个

数。在每一次迭代之后，ε缩减一半。

另外一个例子中则展现了牛顿法如何高效地解决一元方程（也就

是说，x取什么值，使得f(x)=0）。解x*sin(x)-5*x=cos(x)，设

f(x)=x*sin(x)-5*x-cos(x)，其导数为f'(x)=x*cos(x)+sin(x)-5-

sin(x)=x*cos(x)-5。牛顿迭代计算出xn+1=xn-f(xn)/f'(xn)。开始猜测x等于

0，这个算法能够快速地给出一个正确解，x=-0.189302759，见表2-2。

被用括弧[]围起来的二进制和十进制数表示精确位。



讨论2：次线性的算法的性能，时间复杂度为O(nd)，d＜1

在某些情况下，这种算法的性能好于线性算法，但还是不如对数

算法高效。在第9章，我们将会讨论多维kd树，它能够高效地划分n个

多维点。如果这种树是平衡树，那么区间查询的查询时间将会是O(n1-

1/d)。



讨论3：线性算法的性能

有一些问题的解决看起来明显地需要更多的工作。任何一个8岁大

的孩子都知道7+5等于12。那么难一点的问题，37+45呢？一般来说，

相加两个n位的数（an……a1+bn……b1）得到一个n+1位的cn+1……c1数

字有多难？相加算法使用了如下的原生操作：

例2-2是相加算法的一个Java实现，n位数字被用一个int数组表示。

在本节的例子中，我们假设数组中的元素表示一个十进制数d(0≤d≤9)。

例2-2：Java的add实现



只要这个输入数据能够被存储在内存中，add就能够使用两个int数

组n1和n2来计算两个数的加法。例2-3有一些小改动，这个实现能够更

加高效吗？

例2-3：Java的last实现

这个小改动确实影响了算法的性能吗？让我们考虑其他两个潜在

因素，这两个因素将会影响算法的性能。

·编程语言是一个因素，如果这两个实现都能够转换成C程序，那

么编程语言是如何影响算法的性能？

·如果这个程序能够在另外一台不同的计算机上执行，那么计算机

硬件是如何影响算法性能？



这些实现将会执行10 000次，数的位数从256位到32 768位。数的

每一位都是随机产生的。其后，在每次执行中，这两个数都会循环移

位，产生两个不同的数进行相加。我们使用了两台计算机：桌面PC和

一台高端计算机。并且使用两种不同的编程语言（C和Java）。我们一

开始就假设随着数据规模的加倍，算法执行时间也会加倍。我们希望

重新确认算法总体行为和计算机、编程语言以及实现无关。

图2-5表示了数据的规模（用x轴表示）与执行10 000次（用y轴表

示）的时间（单位是毫秒）的关系。每一次变化都更改了这些配置选

项：



图　2-5　在不同的情境下比较add和last的表现

g



C程序将会把调试信息编译进去。

none

C程序不会进行任何优化。

O1，O2，O3

C程序将会按照不同的优化等级进行编译。一般来说，数字越高的

意味着更好的优化与更佳的性能。

Java

算法的Java版。

PC-Java

在PC上执行，只有一种配置，之前的那些数据也同样会在高端计

算机上执行。

留意在图2-5的左边（标"Desktop PC"），每条计算线的斜率都是

近似线性的，这种性质表示X和Y的值之间存在线性关系。在高端计算

机执行优化过的代码，计算结果却不能够简单地归为线性，因为需要

考虑到高端处理器的重要影响。



表2-3包含了一些图上的数据。本书中提供的代码都会提供这种信

息。表2-3的第6行、第7行和最后一行直接对比了HighEnd-C-Last-O3实

现[1]在不同数据规模下的性能。性能的比率与预想的很接近，在2左

右。假设t(n)是在数据规模为n的情况下，加法算法的实际运行时间。

这个增长模型提供了强有力的证据，证明在高端计算机上，使用C语言

并且执行O3级优化，计算n位数之和的时间将会在n/11到n/29之间。



计算机科学家认为加法算法是关于输入规模呈线性的。也就是

说，对于所有n＞n0，存在一个常数c，c＞0，使得t(n)≤c*n。事实上我

们并不需要知道c或者n0的值。一个争论的焦点是，在做加法时，每一

个位都必须检查（考虑一下漏掉的后果），这样的复杂程度是否需要

一个线性时间下界。

在加法算法的last实现，我们设置c为1/11，选择n0为256。其他的

加法实现应该会有不同的常数，但是它们的总体表现仍呈线性。这个

结果让那些认为整数算术是常数操作的程序员大吃一惊。当整数的固

定位数用n来表示时（例如16位或者64位），常数时间的加法是可达

的。

在考虑算法间差异时，知道算法的阶数比了解常数c更为重要。看

似无关紧要的差异会导致不同的性能。加法算法的last实现在不采用取

模计算之后显得更加高效。在操作不是2的幂的数时，取模计算是出了

名的慢。在数不能被10整除的情况下，二进制计算机做“%10”计算会有

较大的开销且并不高效。当然，这并不是说我们可以忽略掉常数c的

值。如果我们做大量加法的话，那么c的一点点小的变动都会对程序的

性能产生很大的影响。

[1]也就是说，last的C实现O3优化版在高端计算机上的性能如附录基准

测试中描述的那样一致。



讨论4：nlogn算法的性能

性能指标已经很好地描述了同类高效算法的共同行为。为了更好

地阐述实践中的行为，我们定义一个函数t(n)，表示算法需要解决一个

样本规模为n的问题的时间。解决问题的一个高效方法就是分治法，一

个规模为n的问题将会被分成（大致相等）两个规模为n/2的子问题，

这样来递归地解决问题，最后通过某些方法，将子问题的结果归并起

来，作为最初问题的解。用数学语言来说，就是：

t(n)=2*t(n/2)+O(n)

也就是说，t(n)包括了解决两个子问题的开销以及归并结果的开

销，归并结果的开销不会高于线性时间。在等式的右边，t(n/2)是解决

规模为n/2的问题的时间，按此逻辑推理，t(n/2)能表示为：

t(n/2)=2*t(n/4)+O(n/2)

所以最初的等式可以写为：

t(n)=2*[2*t(n/4)+O(n/2)]+O(n)

我们再扩展一层，得到：

t(n)=2*[2*[2*t(n/8)+O(n/4)]+O(n/2)]+O(n)



最后一个等式归约到t(n)=8*t(n/8)+O(3*n)。将其推广到一般情

况，我们可以说t(n)=2k*t(n/2k)+O(k*n)。这个扩展在n=2k，也就是

k=log(n)时停止。扩展到最后，问题规模仅仅只是1了，t(1)是一个常

数。因此我们能够得到闭合解为t(n)=n*c+O(n*log(n))。因为对于任何

常数c来说，n*log(n)都比c*n要高阶，所以t(n)能够简写为O(n log n)。



讨论5a：二次方的算法性能

现在考虑一个类似的问题：两个n位的数相乘。例2-4是这个乘法的

一个实现，采用小学使用的很简单的算法。

例2-4：Java的乘法实现mult

同样地，我们也会给出一个变形算法：alt，这个算法消除了取模

运算的高开销，并且避开了当n1[m]等于0时不必要的内层计算（注

意，alt算法没有在这里描述，但是能够在提供的代码库中找到）。alt



算法包含了203行Java代码来避免使用两个取模操作。那么这个变形算

法在有额外的开销时，能够节省总体的开销吗？

表2-4给出了这些乘法算法的性能，所处理的数据是在描述加法算

法时使用的随机生成数据。图2-6描绘了性能的图形，抛物曲线是二次

方算法的典型标志。

图　2-6　比较mult和alt



虽然alt变种的速度能够快大概40%，但是alt和mult展现了相同的渐

进性能。mult2n/multn的比率大约是4，证明了乘法的性能是二次方的。

让我们定义一个t(n)，表示乘法算法在输入规模为n的时候的实际运行

时间。根据这个定义，肯定存在一些常数c(c＞0)，使得t(n)≤c*n2，对于

所有的n＞n0来说。我们不需要c和n0的实际值是多少，只需要知道它们

肯定存在即可。在我们平台上运行的这个mult算法实现，我们设c为

1.2，n0为64。

再次说明，改变算法的实现来提高效率是不可能超越算法本身固

有的二次方性能的。但是，存在其他的算法（Zuras，1994）使得n位数

相乘的速度能够快于二次方。在数据加密这样的需要大量频繁的大数

乘法应用中，这种算法是非常重要的。



讨论5b：性能不明显的计算

在很多情况下，通过算法的描述（如加法和乘法）就已经足够分

辨一个算法是线性的还是二次方的。例如二次方的主要特征，是嵌入

的循环结构。但是，有一些算法不能够使用如此直接的分析。让我们

来看看例2-5的GCD算法，这个算法是由欧几里德设计，用来计算两个

整数的最大公约数。

例2-5：欧几里德GCD算法

这个算法不断地比较a和b，然后用大数减去小数直到得到0为止。

这个实现的辅助函数（isZero、assign、compareTo和subtract）没有在这



里给出，不过能够在代码库中找到。

这个算法计算出了两个数的最大公约数，但是对于给定输入的规

模，要经过多少次迭代，这个答案并不明显。在每一次循环之后，a或

者b都不会为负，所以我们能够保证这个算法会结束，但是一些GCD的

计算可能会需要比较长的时间，例如，这个算法计算gcd(1000,1)会执行

999步！现在这个算法的性能对于输入数据比乘法和加法算法要敏感得

多，对于相同规模的输入来说，gcd算法的时间是随着输入数据的变化

而变化的。gcd算法在计算(10n-1，1)的最大公约数时性能最差，它需要

处理10n-1次循环！我们已经知道加法和减法在数据规模为n时时间复杂

度为O(n)，gcd总共需要n*(10n-1)次操作。把这个等式转换到二进制上

来，我们得到n*(23.3219*n)-n，这个等式是指数级的，所以我们认为这个

算法是O(n*2n)。

例2-6中MODGCD算法的性能要比例2-5的gcd实现好得多，这个算

法使用取模计算一个数模b的余数。

例2-6：MODGCD算法计算最大公约数



MODGCD将能够更快地得到解，因为它不会不断地在while循环中

从大数中减去小数。这个差异并不仅仅是实现细节的差异，它告诉我

们，在解决问题时，要融会贯通。



图2-7（也在表2-5中进行了枚举）描绘了对10 011对随机产生的142

位数求最大公约数的计算结果。

图　2-7　比较gcd和MODGCD算法



即使MODGCD实现比其他的gcd实现快60%，MODGCD的性能仍

然是二次方，也就是O(n2)，但是gcd算法却是指数级的。也就是说，

gcd的最坏性能（不会在小数据集下展现）会比MODGCD的最坏性能

要慢几个数量级。

更好的计算最大公约数的算法已经设计出来了，但是除非是特别

大的整数，很多都由于实现复杂度太高而不可能投入使用。通过分析

这个问题，也表明需要更加高效的算法。



混合操作

在之前的边栏“编码对性能的影响”中，设计者不得不考虑同时发

生的多个乘法操作。并不是每个操作都能够被优化。事实上，优化一

个操作将会降低另外一个操作的执行性能。例如，考虑这样一个数据

结构，包含两个操作op1和op2。假设这个数据结构能够有A和B两种方

法实现。基于这个讨论的目的，知道这个数据结构或者各个方法是不

重要的。我们构建下列两种情景：

小数据集

数据集大小n为1000，然后混合执行2000次op1操作和3000次op2操

作。

大数据集

数据集大小n为100 000，然后混合执行200 000次op1操作和300 000

次op2操作。

表2-6包含了两个实现A和B在两个数据集上的预期性能。表中的第

一列是A实现在n=1000的数据集上执行op1的平均花费时间，大概为

0.008毫秒，第二列和第三列的数据也是类似的。最后一列是执行的总

时间。因此，对于在n=1000的数据集上，我们期望A实现需要花费



2000*0.008+3000*0.001=16+3=19毫秒，虽然B实现在小数据集上初始

表现要好于A实现，但是在问题规模扩大了两个数量级之后，我们发现

结果出现了戏剧性的变化，A实现适应了变化，而B实现表现得不尽如

人意。



基准测试

例2-7是一个计算2n的程序抽象。例子中我们要计算2851。

例2-7：耗时的计算

在这个抽象中，计算是与依赖的平台相互独立的。也就是说，在

大多数平台下，使用Java或者C语言计算2851都会导致数据溢出。不过

抽象的程序中却能够快速得到结果。依赖的结构非常抽象，对于我们

不可见，这是一个优点还是缺点呢？考虑以下两个假设。

假设H1

计算2n的行为与n的值无关。

假设H2



大数（例如在之前处理的数）能够和其他的数用同样的方式进行

处理，例如123 827或者997。

为了验证假设H1，我们将做50次实验，计算10 000次2n。我们抛弃

最好和最坏的结果，留下48次。48次实验的平均时间如图2-8所示。

图　2-8　计算2x的执行时间

求2的幂计算的性能初始很明显是线性。但是，一旦x达到30左

右，出现了另外一种线性关系。由于某些原因，数是2的幂且比30大

时，性能会发生改变。

为了验证假设H2，我们进行另外一个实验，首先计算出2n，然后

对计算3.14159*2n的时间进行对比。我们将做50次试验，每次实验执行



10 000次计算，并且抛弃最好和最坏的结果，留下48个。图2-9所示的

是48次试验的平均时间（这些结果非常相似，即使我们用1.0000001代

替3.14159）。

图　2-9　大数计算的执行时间

为什么图2-9的点不在一条直线上？当x等于多少时这条线开始不为

直线？乘法操作显得超负荷。这个操作根据乘数的不同会做不同的事

情，乘数可以是浮点数、单字的整型、多字的大整数，或是这些的聚

合形式。

第一个断点是在x={30,31}时，这个断点的产生很难解释。剩下的

平稳状态则有传统的解释，这些改变发生在（32,64,96,128）时，这些

表示的是做实验的计算机的字长（即单字长、双字长、三字长以及四



字长）。随着数据需要的存储空间的增长，乘法计算的时间也不断增

长。

基准操作对算法来说是非常重要的，通过计算基准操作的执行次

数能够对程序的执行时间有一个很好的预测。TwoToTheN的基准操作

就是乘法。



最后一点

我们已经简化了“大O记法”的表示。例如，加法算法与输入规模

呈线性，当讨论这个算法的行为时，我们认为存在一些常数c＞0，对

于所有的n＞n0，使得t(n)≤c*n，回忆一下，t(n)是表示加法的实际运行

时间。因此我们认为，加法的性能是O(n)。细心的读者会发现我们用

过一个函数f(n)=c*2n，这个函数比c*n增长要迅速得多。事实上，虽然

对加法算法进行精确分析得到其性能应该为O(2n)，但是这样的结论提

供了非常少的信息（有可能你需要用一周多的时间来计算一个5分钟的

计算任务）。解释一下原因，考虑这个函数Ω(g(n))，其中，

g(n)≤t(n)，这个函数表示实际运行时间的下界。一个能够计算出执行

时间的上界（O）和下界（Ω）的算法，通常用Θ(f(n))来表示，其中

f(n)是t(n)的上界O(f(n))以及下界的渐进表示。

为了简化分析和说明，我们选择一个比较不正式（但是被广泛接

受和使用）的记法O(f(n))。我们保证讨论算法行为时，没有一个f'(n)

能够比我们已经使用的O(f(n))更好地分类算法。



参考文献

Bentley,Jon Louis and M.Douglas McIlroy,"Engineering a Sort

Function," Software-Practice and Experience,23(11):1249-

1265,1993,http://citeseer.ist.psu.edu/bentley93engineering.html.

Zuras,D."More on Squaring and Multiplying Large Integers," IEEE

Transactions on Computers,43(8):899-

908,1994,http://doi.ieeecomputersociety.org/10.1109/12.295852.



第3章 模式和领域

我们编写软件是为了解决问题。自从第一台可编程计算机能够解

决之前难以解决的问题（例如计算π的第400 052 412 247位数）之后，

程序员编写了无数的程序来解决大量的问题。他们花费大量时间快乐

地编写代码来解决手的问题，同时其他人为同类的或者相似的问题编

写解决方案。为什么程序员倾向于创造解决方案而不是寻找一个已经

存在的解决方案，这是有很多原因的。一个原因，是我们通常会相信

我们当然能够得到一个更好的解。对于我们其中很多人来说，编程就

像棋类运动对于棋类狂热者一样充满着乐趣。当考虑为什么程序员不

断地编写同样的解决方案时，还有一些更重要的原因：

·程序员不会意识到问题已经被解决。当我们讨论问题领域时，我

们将会看得更远。

·虽然程序员知道问题已经用相似的方法解决了，但是现存的代码

是否适合程序员面对的问题事实上并不清楚。

·并不容易找到完全或者能够经过小小修改适合手头问题的代码。

模式：一种交流语言



在20世纪80年代末，一小部分充满想象力的软件开发者开始寻找

新的办法，使得彼此能够顺利交流软件设计经验。其中一些工作恰好

是由Christopher Alexander负责，他是伯克利加利福尼亚大学建筑系的

一位教授。他在1977年编写了《A Pattern

Language:Towns,Buildings,Construction》一书。在这个有发展潜力的工

作中，Alexander开发了一套用于描述建筑结构设计的理论。1987年，

Kent Beck和Ward Cunningham，这两位面向对象范型的著名领导者，

在当年的面向对象编程系统、语言和应用大会（OOPSLA）上介绍了

如何将设计模式应用到编程。这个想法迅速流行开来，人们开始思考

有关软件设计模式方面的东西。在1995年，Erich Gamma、Richard

Helm、Ralph Johnson和John Vlissides四个人（GoF）编写了一本具有

开创意义的书——《Design Patterns:Elementsof Reusable Object-

Oriented Software》（Gamma等人，1995），关于设计模式的研究和应

用活动迅速开展起来。

和其他的优秀思想一样，大量的模式被迅速应用到软件工业，使

用模式来设计软件已经成为很普遍的事情，甚至到了什么东西都可以

用模式来描述的地步。编码规范是一种模式，和同伴坐在一起调试程

序也是一种模式。模式是精确和简洁交流良构概念的最好方法。我们

将模式应用到计算机科学其他领域，例如使用模式来描述本书的算

法。



在描述我们如何为本书的算法构造模式语言之前，先看看什么是

模式，为什么它是如此优秀。关于什么是设计模式，我们推荐如下定

义：

设计模式是一个验证过的解决方案，这个解决方案能够解决一般

问题。

这个定义非常简短，但是表达出了设计模式的本质。首先，设计

模式是对实际问题的解决方案。事实上，它是对一个普遍问题集合的

通解。但是，设计模式不是模板，只做简单地填空是行不通的。它是

一种方法，或者是一个计划，用来解决一个特定类型的问题。在你的

工具箱里装上一系列的设计模式，你就踏上了软件设计大师之路。

我们能够从不同的角度考虑算法。很多开发者喜欢在书中或者在

一些网站上找到算法，复制代码，然后运行，或者可能还需要一些测

试，然后迅速地转移到下一个任务中。我们认为，这种行为对于提高

自身对于算法的理解一点用处也没有。事实上，这种行为将会使得你

在选择算法实现的时候处于一个错误的位置。记住第1章Graham是如

何盲目地选择了二叉树却没有不厌其烦地去平衡它。当你使用了看似

能解决问题的最初的想法，那么接下来会发生什么就可想而知了。

所以，问题是你如何快速定位到正确的算法并且对它有足够的了

解，确保你已经做出了正确的选择。模式能够帮助我们这样做。事实



上，算法就是对于已知问题的验证过的解决方案，这也符合我们对于

设计模式的定义。

算法模式的格式

设计模式通常表示为一种模式化的方法，使得开发者能够易于交

流。并不是所有的模式作者或者书籍都赞成使用特定的格式，但是它

们有很多东西是相同的。我们采用了类似于模式的方法来阐述算法，

因为我们相信这样做，读者能够更高效地阅读。如果你能够对本书内

容有更好的理解，可以将这种模式化的方法纳为己用。

按照我们的模式语言，每个算法用一些固定的章节来表述。有时

如果一个章节被认为是对描述算法没有帮助的话，那么这个章节可以

省略掉。有时我们可能需要增加一些额外的章节来描述一些特定的知

识点。



算法模式的格式

每个算法都会按照统一的模式来描述，它包含如下章节：

名称

算法的描述性的名字。我们用这个名字简洁地区分算法。例如，

如果我们谈论顺序查找，这个名字传达的信息是我们谈论的是哪种查

找算法。每一个算法的名字都是用小型大写形式表示，本书中按照这

样排版的所有的单词都是表示算法的名称。

梗概

算法的高级描述和它的目的。

使用环境

这是一个问题的描述，这个问题说明了算法的最佳使用位置。

驱动因素

描述了问题或者解决方案的性质，一个成功的实现能够很好地处

理这些问题或者维护这些解决方案。这些就是导致你为什么选择这个

算法的理由。



解决方案

使用实际工作的带注释的代码描述算法。如果必要的话，UML类

图也会包含在内。

结论

区分和阐述算法的优缺点，以及反例。

分析

对算法的大致分析，包括性能数据以及其他帮助读者理解算法行

为的数据。虽然分析章节并不是想证明从描述中得到的算法性能，但

是读者需要理解为什么算法会这样做。我们同样提供了具体阐述了相

关的引论和证明的参考文献，以帮助读者理解为什么算法的行为是和

描述的相一致。

相关算法

阐述了算法的细微变化或者完全不同的变换。

这样的算法模板使得你能快速地对比不同的算法，同时，你也能

够得知看似不同的算法的共性。



伪代码模式的格式

书中的每一个算法都同时用代码样例表示出来，这些代码是用主

流的编程语言编写的，例如C、C++、Java、Scheme和Ruby。对于那些

不熟悉所有这些语言的读者，我们首先使用伪代码来介绍代码，并且

用一个小样例来解释其执行。

看看图3-1。每一个算法都有名字，并且其性能被三个性能指标

（最好、平均和最坏情况）很清晰地标示出来。表格的右上角列出来

了算法使用的一系列概念。使用这个区域表示这些概念能够非常快速

地看出不同算法的共性（例如，“这两个算法使用了优先队列”）。



图　3-1　顺序查找详解

详解中出现的符号在图3-2有更详细的描述。有些概念是一些算法

使用的数据结构（例如“队列”），而其他的则是解决问题的方法（例

如“分治”）。

图　3-2　区分算法中使用的各种概念的符号

伪代码描述应该保持简洁，并且不应该超过一页的3/4。关键字和

函数名字用粗体字。所有的变量使用小写字母，数组名称大写，元素

采用A[i]这样的表示形式。伪代码的意图是描述条件语句和循环语句。



函数中的所有表达式在单独的章节中都会具体描述（如果必要的

话）。

你应该阅读上面的详解表，并且在阅读源代码实现的时候将其作

为参考。在详解中，用一个简单示例来解释算法的执行。一般来说，

为了表示算法的动态性能，算法的每一步都被顺序地纵向描绘出来，

表示基本情况介绍表上时间是向下流动的。



设计格式

我们为解决方案提供了一系列的UML类图，这些解决方案是用

C++或者Java编写的。这些图非常有用，能够帮助我们更好地理解那些

利用了类继承和多态的代码。图3-3包含了一个小小的类图，图中展现

的是一个超类Segment Tree Node和两个子类，DefaultSegmentTreeNode

和StoredIntervalsNode的关系，这两个子类使用继承的方法扩展

SegmentTreeNode（箭头指向的类）。每一个类匣有两个部分：上部列

出了实例变量，下部列出了实例方法。每个属性或者方法名称前的符

号是非常重要的。



图　3-3　UML图样例

#(protected)



声明这个方法或者属性只对这个类或者其子类可见；如果是使用

Java实现的话，那么这个方法或者属性只对在同一个包中的类可见。注

意在C++实现中，我们不会使用多重继承或者友元，所以在本书的这两

种语言实现中，这个语法是相同的。

～(package-private)

声明这个属性或者方法只对同一个包内的类可见，只在Java中使

用。

-(private)

声明这个属性只对定义了这个属性的类本身可见。我们没有在类

图中列出任何可能存在的私有方法。

+(public)

声明这个属性或者方法对任何类可见，并能被任何类存取。公共

属性一般来说都会用"final"修饰，表示它们即使在相同的类中，也都是

常量。

类方法都会声明返回类型（有可能是void）以及参数列表（也可能

是空的）。构造器的名称和定义这个构造器的类名相同。析构器（仅

仅在C++）能够很容易地从其名称前的“～”辨识出来。当然，读者也许

会混淆C++的析构器和Java的package-private方法，因为它们使用了相



同的符号。看看算法章节中的附带文字，这些能够帮助你区分这两种

情形。

在Java中，类和类实现的接口之间有一种特殊的关系。例如，如果

SegmentTreeNode实现了IInterval，那么SegmentTreeNode必须实现

IInterval中的方法。这种关系在图3-3中用一个带箭头的细虚线描述出

来。



基于经验的评价格式

每一个算法都会运行一系列的基准测试来证明性能。附录提供了

性能计时机制的更多细节。一般来说，我们在两个不同的平台上运行

算法：一个是通用的桌面环境，另一个是高端的Linux集群。这些平台

基本上就是现有系统运行的平台了。为了正确地评测性能，一个测试

套件由k个独立的实验组成（通常k≥10）。最好和最坏的结果将会作

为离群点抛弃掉，剩余的k-2次实验结果会综合在一起，计算出平均值

和标准方差。有一张表会表示问题样本的规模n，n从2～220。



领域和算法

在20世纪80年代后期，当研究人员开始研究如何通过面向对象原

理推动软件复用的时候，围绕着领域的讨论开始变得流行起来。在复

用的使用环境中，领域是应用程序具有共性的区域。每一个领域都有

自己的词表，这个词表提供了描述领域的语言。这个语言帮助程序员

设计适合特殊领域的系统和复用组件。领域专用语言（DSL）用来建

立领域的模型，产生专有领域的软件，而不是手动地构建它。

算法，就像应用程序一样，也有领域一说。这个领域和专有应用

领域是正交的。算法领域告诉我们应用领域是和特定算法有关的。例

如，如果一名开发人员希望开发一个能够从移动电话上访问Web服务

的应用程序，那么应该使用那些专为空间使用和额外存储优化的算

法，而不是使用总体运行时间最快的算法。

算法领域并不像应用领域那样良好地被定义，算法领域更加的泛

化，并且扩展了一些应用领域。算法领域和计算机科学领域更加的紧

密。例如，我们可以看到，查找和图遍历算法而不是数值算法在人工

智能领域中被频繁地使用。数据库管理系统有着它们自己的算法，这

些算法比在其他的应用领域中使用得都要频繁。



在我们的算法模式中，我们并不指明一个算法适用的领域，因为

没有一个标准的对照表存在。但是，每一个算法出现的使用环境给读

者指明了这个算法适用的特定领域。当一个人对算法越来越熟悉，以

及开始考虑算法模式方面的事情时，一个能够良好映射应用领域和算

法领域的分类就显得尤为重要。

开发一个算法领域和应用领域的映射关系是一个非常有趣和重要

的研究领域。一个适当的分类能够帮助我们开发和生产更好的软件组

件和应用。研究人员将高级数学分析应用到了分类研究中（Algorithm

Formalization，2007）。

从一个从业者的观点来看，算法的分类通常情况下是决定于自己

的经验或者经历过的一些印象特别深刻的情境（Skiena，1998）。在

使用特定类型的算法时，这些情境给予了软件开发人员更敏锐的直觉

和自信。文献，包括学术和工业的文献，充满了关于算法的这些令人

印象深刻的故事，我们鼓励你得到自己的这些故事。这样一种锻炼能

够帮助你更好地研究算法，并且成为一名更好的软件开发者。算法之

美是在于算法领域和适用性是在不断扩展的。新的算法不断地开发出

来，但更重要的是，更多使用现存算法的新应用不断被发现。思考算

法领域将能够帮助你更好地掌控这种一直非常复杂的关系。



浮点计算

计算机是有限机，设计初衷是对存储在CPU寄存器的值进行基本

计算。随着计算机架构从20世纪70年代流行的8位Intel处理器增长到如

今广泛接受的64位架构（如Intel的Itanium以及Sun的Sparc处理器），寄

存器的大小也发生了变化。对存储在寄存器的整数来说，例如ADD、

MULT、DIVIDE和SUB这些基本操作通常都由CPU支持。浮点运算单

元（FPU）能够高效地处理浮点数，当然这些浮点数必须遵守IEEE关

于二进制浮点算数的标准（IEEE754）。

整数值（如布尔型、8位短整型，以及16位或者32位整数）的计算

通常能被处理器高效地执行。高效程序一般都会利用浮点数和整数算

术的性能差异来改善程序的执行效率。当编写含有浮点计算的程序的

时候，有一些问题是软件开发人员必须注意的（Goldberg，1991）。我

们在这本书的算法和代码中也会考虑到这些问题，下面我们就看看这

些重要的问题究竟是什么。

舍入的错误

由于浮点数本身的表示方法，任何使用浮点数的计算都必须关注

一下舍入的错误。一般来说，最初设计浮点数的时候，是用一个有限



数来近似地表示一个实数，也许这个实数是无限小数。表3-1给出了

3.88的浮点表示和特有的表示。

用1位来表示符号，8位表示指数，23位表示尾数（也就是有效

数）。在Java的浮点表示中，“将指数部分作为一个正数，然后从这个

正数中减去一个基准值，得到2的幂。对于一个浮点数来说，这个基准

值是126”（Venners，1996）。指数部分是128，所以实际的指数值是

128-126，或2。



为了得到最高的精确度，尾数必须是规格化的，所以最左边的数

字永远是1。在之前的例子中，尾数是.[1]11110000101000111101100=

[1/2]+1/4+1/8+1/16+1/32+1/1 024+1/4 096+1/65 536+1/131 072+1/262

144+1/524 288+1/2 097 152+1/4 194 304，在进位之后，这个值是

0.9700000286102294921875。

因此，当使用这种表示方法存储3.88f时，近似值是

+1*0.9700000286102294921875*22，也就是3.88000011444091796875。

固有误差是～0.0000001。描述浮点复查的最常用方法是使用相对误

差，相对误差计算的是绝对误差和期望值的一个比率。在这里，相对

误差是0.0000001144091796875/3.88，或者写作2.9E-8。低于百万分之

一的相对误差是相当普遍的。



值之间的比较

因为浮点值只是近似的，所以即使是最简单的浮点操作都变得不

可信任。看看如下表达式：

这个表达式是真的表示两个浮点数完全相等吗？或者是表示这两

个数近似相等吗（我们使用≌这个符号）？如果两个值是不同的，但是

相差非常小，那么它们是否应该被认为是相同的呢？在笛卡儿坐标系

上给定三个点，p0=(a,b)、p1=(c,d)和p2=(e,f)，表示两个有向线段

（p0,p1）和（p1,p2）。我们能够使用(c-a)(f-b)-(d-b)(e-a)这个式子来计

算这两条线段是否共线（也就是在同一条线上）。如果这个式子的结

果是0，那么这两条线段共线。让我们看看表3-2，就能够知道Java浮点

计算中，误差是如何出现的。



你能够很快地看出，这三个点是共线的，直线方程是y=5*x。当计

算浮点数的时候，浮点计算的固有误差影响了这个计算过程。使用浮

点数，计算结果是0.00048828125。使用双浮点数，计算结果事实上是

一个很小的负数！现在我们能够引入一个小值d，来决定两个浮点数是

否存在≌关系。如果|a-b|＜δ，那么我们认为a和b是相等的。否则，就有

可能是x≌y和y≌z，但是可能不是x≌z。这个违背了传递性，增加了我

们写出正确代码的难度。



特殊的量

当浮点数能够用64位来表示的时候，IEEE标准定义了一些值来表

示特殊的数字（并且不会被标准的数学计算操作所使用，例如ADD或

者MULT），见表3-3。设计这些值是为了易于从共同误差中恢复，例

如除以0，平方根是负数，计算时的上溢和下溢。注意正零和负零也在

这张表中，虽然它们能够在计算中使用。

这些特殊量是在计算出现异常时的结果。例如，正无穷在Java中作

为double x=1/0.0的结果。有趣的是，如果这个表达式换成double

x=1/0，Java虚拟机将会抛出java.lang.ArithmeticException异常，因为这

个表达式是计算的两个整数的除法。



性能

一个广为接受的观点是整数计算会比浮点计算高效得多。表3-4列

出了在高端计算机上，进行10 000 000次计算的时间。第三列是一台

1996年的Sparc Ultra-2的结果。你可以看到，单个操作的性能根据平台

的不同，会有很大的变化。



手动内存分配

大多数现代编程语言都允许程序员在程序执行的时候从堆（与栈

相对）中分配动态内存。看看例3-1中的C程序：

例3-1：分配内存的样例程序



当程序执行的时候，函数的局部变量（如main的argc和argv）都是

在执行栈中，执行栈存储的是程序执行的过程。动态分配的内存（如

main中的a r1）是存储在堆中的，堆是内存的一块单独区域，用来进行

存储空间的分配。变量的地址表示哪儿能够寻找到存储的空间。表3-5

表示了一个可能的变量赋值过程（在Linux i686平台上）。



注意，这些变量的地址相差不远，意味着它们在同一个程序中。

*main.ar1的地址是从属于堆的地址范围的。在传统的计算机图表中，

栈是在内存中“向下增长”，而堆是“向上增长”，如图3-4所示。

图　3-4　堆和栈的动态行为

地址的变化揭示了计算机从处理main函数转移到处理f函数的过

程，变量的地址是不断地向下增长的。如果栈太大的话，程序就会崩

溃，因为独立栈帧的内存将会覆盖一些内存，而堆却在安全地保护着



这些内存。这种交叉的发生与硬件平台以及为操作系统进程初始分配

的内存有关。

在例3-2中，这个无限循环在第393 060次循环调用的时候，产生了

一个“段错误”，这个时候执行栈的大小已经超过了12 577 888字节。

例3-2：无限循环的代码

程序执行时不断地调用函数和从函数中返回，执行栈在不断地收

缩。所有属于栈的内存都会被自动地回收。但是，属于堆的内存是在

程序员的控制之下，必须显式地释放。在多数情况下，如果一个程序

释放内存失败，它也许可以继续正常运行（当程序结束时，它使用的

内存会被操作系统回收）。



一个程序可能超出堆的空间（虽然这是一个典型的严重缺陷的标

志），如果堆变得过大，那么就存在和执行栈相互干涉的风险。考虑

例3-3的程序，这个程序反复地请求分配内存来存储字符串。

例3-3：内存泄漏的代码



malloc调用向内存分配系统请求一个固定大小的内存（单位是字

节）。如果有足够的堆空间，分配的内存地址就会返回给程序员（否

则返回空地址0x0）。在这个例子中，没有任何释放内存的操作，在经

过了356 331 411次迭代之后，这个程序被手动地结束了[1]。每一次迭代

分配26个字节内存，这个程序结束的时候大概分配了这台机器上16G内

存中的15.9G。一旦内存不再需要（由程序员决定），那么就必须释

放，内存空间会返回给堆以备将来之用。

[1]如果你是在一台与别人共享的机器上运行这段代码就要小心了，因

为它会占用所有的CPU及操作系统资源直到程序结束。



选择一门编程语言

在本书中，我们使用了一系列的语言来阐述算法。没有一种算法

能够适用所有情况。有的时候，一种特定的语言会简单被经常使用，

因为它会使用在一系列的简单的工程中。如果你对算法感兴趣，那么

你应该会希望你的实现运行得尽可能快。虽然我们描述了一些实例，

这些实例被仔细地进行代码优化，性能上有了可观的改进，但是这种

优化或者调整超出了本书的范围。选择一种语言通常依赖于以下因

素：

垃圾收集器与手动内存分配

在前面一节我们描述了C程序执行时，数据底层存储方式的细

节。使用标准的内存分配函数，大多数C程序员手动地按需分配和回

收内存。一个替代的方法是使用Java或者Scheme这些内置了管理分配

内存的垃圾收集器的语言。垃圾收集技术发展非常快速，已经存有一

些包可供使用，这些包使得即使是C程序也能将垃圾回收器和默认的

内存分配模式集成在一起。

字节码解释与编译代码



通常的看法是编译代码每次都能够在性能上比字节码要表现得

好。例如，在Java中，Java编译器产生字节码，然后由JVM解释和执

行。你应该认真地考虑是否使用像Java那样的语言，来增强代码的可

读性，即使可能会导致性能上的损失。

动态与静态类型

静态类型语言增强了类型的规则，使得能够在编译的时候检测到

错误，这样能够提高生产率，因为错误能够被迅速发现而不是等到运

行的时候才找到。对于强类型函数式语言，例如ML，在函数语言社

区，有一个普遍的看法是类型系统可以避免大多数缺陷。动态类型语

言经常是解释性的，而且变量的值只有在运行时才能知道，因此不可

能被静态地查找出来。很多脚本语言都提供了动态类型。
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第4章 排序算法

概述

图4-1给出了一个状态列表，从这个列表中判断状态"Wyoming"是

否存在，你需要多久可以完成？也许你用不了1秒就能回答这个问题。

那么如果这个列表增至1000个单词，你需要花多少时间呢？乐观地估

计需要100秒吧，因为这个问题的数量级增加了100倍。那么，给定同

样的状态列表，你能告诉我出名字以s结尾的状态的数量吗？这个问题

非常简单，你能够很快地找出答案，因为这些状态是以名字的末尾字

母升序排序的。类似地，如果这个列表包含了1000个单词呢？也许只

要再多花几秒就能答出来，因为你可以利用状态的有序特性。

图　4-1　10个状态的列表



大量计算任务和作业因为进行了合理的排序预处理而变得简单。

所以在计算机发展的早期，研究人员将大多数精力放在寻找高效的排

序算法上。实际上，很多早期的算法研究都关注于大数据量的排序，

早期计算机的内存不能完整地存储那些数据。相比50年前的计算机，

现代计算机在计算能力和速度上都有了惊人的发展，这些需要处理的

数据的数据量现在通常已经达到了太字节（Terabyte）的级别。虽然不

会有人让你手工排序如此巨大的数据集，但是你还是有可能需要给数

万或者数十万的数据集进行排序。在这章里，我们将介绍那些最重要

的排序算法，并且根据我们的标准给出评估结果，或者告诉你哪一个

算法适合解决你的问题。

术语

现在有一个可比较的数据集合A需要进行排序，我们用A[i]和ai来

表示这个集合中的第i个元素。从习惯上来说，这个集合中的第一个元

素被记做A[0]。为了标记方便，我们用A[low,low+n]表示含有n个元素

的从A[low]到A[low+n-1]的子集合，但是A[low,low+n]却表示含有n+1个

元素的从A[low]到A[low+n]的子集合。

对这个集合进行排序的要求是：如果A[i]＜A[j]，那么i＜j。如果

有重复的元素，那么在结果集合中，这些重复的元素必须被相邻地排



列在一起。也就是说，在一个有序的集合中，如果A[i]=A[j]，那么不

存在k，使得i＜k＜j并且A[i]≠A[k]。

有序序列A是一个从原始的A序列的元素的排列。虽然有人认为根

据原始的无序序列来生成新的有序序列是简单可行的，但出于对效率

的考虑，下面描述的算法将会用排好的序列覆盖原始的序列。



表述

这个集合可能已经存储在计算机的随机存储器（RAM）中，当然

也有可能只是存储在文件系统的某个文件上，而文件系统通常叫做二

级存储器。这个数据集合也有可能被存档在一个第三级的存储器上，

此时在存储器上寻找数据就需要额外的处理时间。而且，这些数据在

处理之前需要复制到第二级存储器上。第三级存储器一般包括磁带和

光学光碟柜。

数据在随机存储器上一般以两种形式保存：基于指针的存储和基

于值的存储。假设有人想排序"eagle"、"cat"、"ant"、"dog"和"ball"这些

字符串。使用基于指针的存储，如图4-2所示，一个数组（图中连续的

方块）包含了指向实际信息（椭圆中的字符串）的指针，而不是直接

将信息存储在数组元素的存储空间里面。使用这种方式，我们能够灵

活地存储和排序任意复杂结构的数据。

图　4-2　使用指针排序



相反地，基于值的存储将n个元素的数据集合打包存储在固定大小

的记录块中，这个固定大小定为s（这种方法比较适合于第二级或者第

三级存储器）。图4-3表示了如何使用每个大小为5字节的连续存储块来

存储图4-2中的数据。在这个例子中，我们处理的数据是字符串，不过

同样也可以是其他的结构化的基于记录的信息。“¬”字符表示字符串的

结束。在编码中，长度为s的字符串并不包含终止字符。这个字符串集

合中的字符串是紧挨着的，并且可以看做是一个一维的数组B[0,n*s)。

注意，B[r*s+c]表示第r个单词的第c个字符（c≥0，r≥0），同样的，这

个数据集合的第i个元素（i≥0）是子序列B[i*s,(i+1)*s)。

图　4-3　基于值的排序

在第二级存储器上存储的信息一般都是基于值的连续字节集合。

在第二级存储器上保存一个整数值来表示指针，指向一个有序集合存

在磁盘文件的偏移量是可行的。本章将要介绍的算法也能够对磁盘上

的数据进行排序，只需要简单地实现在磁盘文件之间交换字节的函数

即可。但是，因为对第二级存储器的存取操作会增加很多输入输出请

求，性能将会大幅下降。



无论是基于指针的存储还是基于值的存储，一个排序算法都使得

数据（在两种情况下，方框均表示数据本身）变得有序。为了简单起

见，即使是使用基于值的存储时，我们都将使用A[i]来表示第i个元

素。



可比较的元素

在待排序的数据集合中的元素必须是全序的。也就是说，对于数

据集合里的任意两个元素，它们之间的关系只有以下三种表述的一

种：p=q、p＜q或者p＞q。通常排序的原始类型包括整数、浮点值和

字符。当复合元素（如字符串）需要被排序时，复合结构中的每个对

应元素的词典序就用来决定这些复合结构的顺序位置，这样就将复杂

的排序降为原始类型的排序了。例如，单词"alphabet"被看做

比"alternate"小但是比"alligator"大，这是按照这样的规则来排序的，从

左至右对比每一个字母直到一个单词末尾或者这个单词中的字母比其

他单词中的同样位置的字母大或者小（如ant比anthem小）。考虑了如

下因素之后，排序问题就变得复杂了，例如大小写（"A"是否大

于"a"），变音符号（“è”是否小于“ê”）和双元音（“æ”是否小

于"a"）。注意，强大的Unicode标准（参考

http://www.unicode.org/versions/latest）对字符进行了编码，例如UTF-

16利用4个字节来表示每个字符。Unicode协会（www.unicode.org）已

经开发了一个排序标准（叫做“校对算法”）来处理不同语言和文化中

的各种各样的排序法则（Davis和Whistler,2008）。

对于本章中将要讨论的算法，我们假设存在一个比较函数，叫做

cmp，用来比较p、q两个元素，如果p=q，返回0；p＜q返回负数；p＞



q返回正数。如果元素是复杂结构的数据，cmp函数也许只是比较这些

元素的“键值”。例如，一个有着视频显示的机场候机楼只是按照目的

地或者离港时间升序显示离港航班，而航班号却是无序的。



稳定排序

在排序函数cmp认为原始无序集合中的两个元素ai和aj是相等的时

候，在有序结果集合中维护这两个元素之间的相对顺序也许是很重要

的，也就是说，如果i＜j，那么ai的最终位置必须在aj的最终位置的左

边。能够保证这种性质的排序算法都被认为是稳定的。例如，在图4-4

的顶部表示了一个已经按照当天航班时间（忽略航线或者目的地这两

个参数）排好序的航班信息集合A。如果A使用一个排序函数

（cmpDestination）按照目的地来对航班进行排序，得到的一个可能结

果如图4-4的底部所示。



图　4-4　机场候机楼信息的一个稳定排序

你将注意到所有具有相同到达地点的航班按照既定离港时间排好

序了，因此，这个排序算法是稳定的。一个不稳定的算法不会关注原

始集合中的元素位置之间的关系（也许它会维护相对顺序，也许不

会）。



分析技术

讨论排序时，肯定得分析一个算法在最好情况、最坏情况和平均

情况下的性能（在第2章中讨论过）。平均情况的性能分析一般是最难

进行准确量化分析的，而且需要高级的数学技巧。一个合理的可能性

理解是，我们假设输入也许是部分有序的。即便是当一个算法在平均

情况下已经被认为有一个令人满意的表现时，它却可能不那么适合于

实际应用。对于本章中的每个排序算法，我们都分析了它们的理论性

能和实践中的真实性能。

计算机科学中的一个基本结论是：无论是在平均情况还是在最坏

情况下，一个基于比较的排序算法不可能得到比O(n log n)更快的性

能。我们现在简要地证明一下这个结论。给定n个元素，有n!种排列。

每个使用两两比较的排序算法都相当于下面的二叉决策树。决策树的

叶子就相当于下面的一个排列，每个排列至少在树中与一个叶子相对

应。每条路径从根到叶子上的节点就相当于一个比较序列。这棵树的

高度就是从根到叶子的最长路径上的比较节点的数目，例如，图4-5中

的树的高度就是5，因为在所有的情况下，五次比较是必需的（虽然在

四种情况下只需要四次比较）。



图　4-5　对四个元素进行排序的二叉决策树



构建一个二叉决策树，使得每个内部节点表示一个ai≤aj的比较行

为，叶子表示n!的一个排列。对一个含有n个元素的集合进行排序，从

根节点开始向下遍历，对在每一个节点中的表达式进行求值。如果表

达式为真则向左遍历，否则向右遍历。图4-5表示了一个有四个元素的

决策树。

一个数据集合可以构造大量的二叉决策树。即便这样，我们给定

任意一个对n个元素进行比较的二叉决策树，我们都能够计算它的最小

高度，也就是说，肯定存在含有一些叶子节点，从根节点到达这些叶

子节点只需要经过h个比较节点。考虑一个高度为h的完全二叉树，这

棵树所有的非叶节点都有左右子节点。这棵树总共包括n=2h-1个节点，

高度h为log(n+1)。如果这棵树不是完全二叉树的话，也许在某些特殊

情况下并是不平衡的。但是我们知道h≥ log(n+1) [1]。已经证明了任何

具有n!个叶子节点的二叉决策树最少含有n!个节点。我们只需要按照h=

log(n!) 来计算任何一个二叉决策树的高度即可。在这里，我们利用

了对数的如下性质：log(a*b)=log(a)+log(b)和log(xy)=y*log(x)。

h=log(n!)=log(n*(n-1)*(n-2)*……*2*1)

h＞log(n*(n-1)*(n-2)*……*n/2)

h＞log((n/2)n/2)

h＞(n/2)*log(n/2)



h＞(n/2)*(log(n)-1)

因此h＞(n/2)*(log(n)-1)。这个公式的含义是什么？给定n个元素对

其进行排序，那么至少存在一条路径从根到叶子，路径长度为h，也就

是说，这个算法在排序的过程中进行至少需要h次比较。注意h是由一

个函数f(n)计算出来的，尤其在这里，f(n)=(1/2)*n*log(n)-n/2，表示任

何基于比较的排序算法至少需要大约O(n log n)次比较进行排序。在下

面的章节“桶排序”中，我们将会看到一种不一样的算法，这种算法并

不完全是基于元素之间的比较，因此在某些特殊条件下能得到比较好

的性能表现。

[1]如果x不是一个整数，那么cell函数⎡x⎤返回的是比x大的最小整数（它

将x的小数部分直接入到下一个整数）。



通用输入

对于每个排序算法，我们假设存储在内存中的输入数据要么是以

基于值的方式连续存储在一个内存块中，要么是用一个指针数组来指

向。为了获得最大的一般性，我们假设存在一个比较函数cmp(p,q)，

就像之前描述的那样。



插入排序

在桥牌游戏中，为每个人派发13张牌，牌的正面朝下。一种排列

手中牌的方法是，一次挑出一张牌来，然后插入到适当的位置。需要

保持的一个特征是手中的牌必须按照花色和大小排好序。首先拿出一

张牌抓在手中，这时候手中的牌是（平凡）有序的。然后对于每一张

拿到的牌，找到合适的位置并且插入，这样就保证了手上的牌是有序

的状态。当所有的牌都拿到之后，这个特征仍然不变，这就是算法如

何工作的。当牌在你手上时，在合适的位置插入一张牌是一件非常容

易的事情，因为其他的牌只需要移出一个位置即可。当数据集合存储

在内存中时，排序算法就必须做更多的工作来移动数据，以使得能够

留出一个位置来给插入的元素。

图4-6的伪代码描述了插入排序反复地调用insert helper函数来确保

A[0,i]是严格有序的，最后，i到达了最右的元素，会对整个A排序。图

4-7描绘了插入排序是如何在运行在一个无序的小数据集A上的，A的大

小为16。接下来的15行阐述了每一次插入之后A的状态。pos从1增长到

n-1的过程中，算法不断将A[pos]插入到不断增长的有序区域A[0,pos]

（这个区域被用粗体竖线隔开）的正确位置，最后A成为一个有序序

列。灰色的元素被移到右边确保为即将插入的元素腾出位置，总体来

说，插入排序执行了60次移位（一次将一个元素移动一个位置）。



图　4-6　插入排序详解



图　4-7　插入排序在小数据集上的执行过程

使用环境

如果你有小规模数据需要排序，并且初始数据几乎是有序的，这

个时候可以使用插入排序。什么样的数据集是小规模的，这个根据编

程语言和机器的不同而存在不同的答案。事实上，元素的类型也是很

重要的。



驱动因素

插入排序需要一个额外的存储一个元素的空间来更好地执行。对

于基于指针的排序，这是没有必要的，但是对于基于值的排序来说，

程序就需要分配足够的内存来存储值（请求一个固定的值s，在“表示”

一节中描述过）来为排序服务，排序完毕之后这块内存可以被释放。

这个算法中没有复杂的嵌入循环，简单地调用一个cmp比较函数，一

个通用的函数就能够排序很多不同类型的元素。对于基于值的排序，

大多数语言的库都提供了内存块的移动函数，以使算法更加高效。



解决方案

当数据使用指针进行存储时，例4-1的C程序对一个数组ar进行排

序，并且其中的元素可以用提供的比较函数cmp进行比较。

例4-1：基于指针的插入排序

当A是基于值的形式存储时，这个数组被装入n行，并且分配给它

一个固定大小的内存s。使用比较函数对值进行比较，也就是将值从一

个位置复制到另外一个位置（比较函数的栈中）。例4-2给出了一个C

程序，这个程序使用了memmove来高效地移动数据。

例4-2：基于值的插入排序





结论

如图4-7所示，插入排序需要移动60个已经有序的元素。由于只有

15次迭代，平均每次迭代要移动4个元素。最优性能出现在数组是顺序

有序的时候，如果数组是逆序有序的时候，那么很显然是最坏的情

况。如果这个数组是已经几乎有序，插入排序将会做得很好，因为只

需要移动很少的元素。



分析

在最好情况下，n个元素中每一个元素都在其正确的位置，因此插

入排序将花费线性时间O(n)。不过提这个也许看起来是没有价值的

（你会有多大几率排序一个有序序列呢？），不过却是很重要的，因

为插入排序是本章中讨论的唯一基于比较的排序算法。

很多现实世界的数据都已经是部分有序了，所以若要使插入排序

在现实数据上高效运行，优化和现实就会发生冲突。但是很不幸的，

如果每一种输入数列排列出现概率是相等的，那么最优数据（所有元

素已经有序）的概率仅仅是1/n!。当n=10时，360 000个输入数据才会

出现一个。注意重复元素越多，插入排序的效率越高，因为插入排序

需要执行更少的交换操作。

不幸的是，插入排序在随机数据面前太过于保守。如果所有n个元

素都是不同的，而且数组是随机（数据的所有排列出现概率相等），

那么每一个元素离其最终的位置平均距离是n/3[1]。所以在平均情况和

最坏情况下，n个元素中的每个元素会被移动一个线性的距离，插入排

序是二次方的运行时间，O(n2)。

插入排序对于基于值的数据效率很低，因为很多内存需要移位，

以给新的值腾出位置。表4-1包含了在直接比较。我们将会执行10次随



机实验，排序n个元素，最好和最坏结果将会被抛弃。这个表给出了剩

余8次结果的平均值。注意这个实现是如何通过内存块移动而不是通过

单独的内存交换来改善性能的。当数组大小加倍的时候，执行时间大

约也会乘以4，整好验证了插入算法的O(n2)性能。即使使用了内存块移

动来改善性能，插入排序仍然是二次的，因为使用内存块移动的插入

排序的性能是原生插入排序性能的常数倍（大约1/7）。插入排序的问

题是它是一种保守的算法（叫做本地移位排序），这类算法每个元素

一次移动一个位置。

当插入排序排序基于值的数据时，交换元素的操作将会更加的高

效，编译器能够产生更高效的代码，以图最少地执行高开销的内存存

取操作。

[1]代码库中的num Transpositions程序对于较小的n（n≤12）从经验上验

证了这种说法，还可见Trivedi（2001）。



中值排序

在计算机科学中，分治是一种非常常见的方法，它将一个问题分

成两个独立的子问题，每个子问题的规模是原始问题规模的一半。下

面让我们来看看中值排序（图4-8），在对一个包含有n≥1个元素的数组

A排序时，它交换中值元素A[me]和A的中位元素（第2～4行），将数

组分成左右各一半。中值排序然后将左边大于A[mid]的元素和右边小

于等于A[mid]的元素互换（第5～8行）。这样将原始数组细分成两个

不同的子数组，每一个子数组的大小是原始大小的一半，这两个子数

组也同样需要排序。中值排序就这样递归地应用在每一个子数组上

（第9～10行）。



图　4-8　中值排序详解

在图4-9中，我们一步一步地解释了中值排序的行为，图中的每一

行都表示对此算法的一个递归调用。每一步问题的数量都会加倍，但

是每一个问题的规模都会减少一半。因为子问题之间都是相互独立

的，一旦递归结束，我们也就得到了最终排序的结果。



图　4-9　在一个小数组上进行中值排序

行1a表示最初的无序数组，中值元素A[me]被用灰色方块标示出

来。在行1b中，A[me]和中位元素（黑色方块表示）进行交换，然后大

于中值元素的元素（行1b中点左边的灰色方格）和小于等于中值元素

的元素（行1b中点右边的灰色方格）互换，得到行1c中的分割后的数

组。在递归的每一步，每一个子数组都会被排序，行2a～2c，3a～3c和

4a～4c表示了这个过程。



使用环境

使用中值排序的关键在于高效地从无序数组中选择出中值元素。

我们先不回答这个问题，我们来看看另一个在计算机科学中非常典型

的问题，这个问题最终能够给我们的初始问题一个很好的解决方案。

想象一下一个人给了你一个函数p=partition(left,right,pivotIndex)，这个

函数将元素A[pivotIndex]作为一个特殊的中枢值，其将数组A[left,right]

分成两半，其中一半中所有元素都小于等于中值元素，另一半的所有

元素都大于等于中值元素。注意left≤pivotIndex≤right，返回值p是p在子

序列A[left,right]的最终位置。例4-3是这个partition函数的C实现。

例4-3：根据给定的中枢值切分数组ar[left，right]的C语言实现



我们是如何通过使用partition更加高效地选择中值呢？首先，让我

们看看这个方法的结果，以一个16个元素的无序数组为例。首先第一

步是将中枢值和最右边的元素交换。在partition每一次执行循环的时

候，关键的变量如图4-10所示。store这个值用来区分执行的是哪一次循

环。图4-10中的后继行表示了每一次执行partition的循环都挑选出来了

一个A[idx]，这个元素小于或者等于中枢值（在这里是元素“06”）。一

旦不再有元素小于或者等于中枢值，store这个位置的元素将会和最右

边的元素进行交换，这样安全地将中枢值放到了适当的位置。



图　4-10　partition(0,15,9)返回5，并且相应地更新了A

partition(0,15,9)执行并且返回p=5，你能看到A[left,p）中的所有元

素都小于等于中枢值，反之，A[p+1,right]中的元素都大于等于中枢

值。选择出中值元素的过程是怎样的呢？注意到p是在中值在有序数组

的最终位置的左侧（标记为“中值位置”的黑色元素）。因此，p的左边

没有元素会是中值！我们只需要反复调用partition（这次是一个不同的

在A[p+1,right]中的A[pivotIndex]）知道其返回p等于中值位置。

注意到partition高效地将数组组织成两个不同的子数组，但是并没

有排序每一个元素。partition返回中枢值的位置p，p能够用来递归地在

A[left,right]中检查第k个元素，对于任何1≤k≤right-left+1，如下所示：

如果k=p+1



选择的中值元素是第k个值（回忆一下数组索引是从0开始的，但

是这里的k却是从1开始）。

如果k＜p+1

A的第k个元素是A[left,p]的第k个元素。

如果k＞p+1

A的第k个元素是A[p+1,right]的第k-p个元素。

图4-10的目标是确定A的中值位置，或者换句话说，第八大

（k=8）的元素。得到了调用partition的返回值p=5，我们下一步递归地

在A[p+1,right]中寻找第二大的元素。

这个定义反复地在递归中使用，不过它也能够迭代地在一个循环

而不是在一个尾递归函数中定义（可以参考代码库中的这个例子）。

selectKth是一个平均时间为线性的函数，给定一个适当的pivotIndex，

其返回了数组ar中的第k个元素，例4-4是它的一个实现。

例4-4：selectKth的C语言递归实现



selectKth函数必须为数组A[left,right]选出pivotIndex来在递归中使

用。如何选择这里存在多种策略，包括：

·选择第一个位置（左边）或者最后一个位置（右边）。

·选择一个随机位置（left≤random≤right）。

如果多次出现选择了不好的pivotIndex，那么这个函数的性能将会

退化成为O(n2)；但是，其最好和平均性能都是线性的，即O(n)。



驱动因素

由于selectKth的特殊尾递归结构，一个非递归的实现会更直接一

些。



解决方案

现在将讨论回到中值排序上来，你也许会非常惊讶，因为注意到

无论pivotIndex的值是多少，selectKth都能很好地运行。而且，当

selectKth返回的时候，不需要执行中值排序算法的第5～8行代码（图4-

8），因为切分已经完成了。也就是说，左半部的元素都是小于或者等

于中值的，反之，右半部的元素都是大于等于中值的。

例4-5的中值排序函数将要对A[0,n-1]进行排序。

例4-5：中值排序的C语言实现



结论

中值排序做了很多不需要做的事。虽然生成的子问题是最优的

（因为它们都是原始问题规模的一半左右），但产生子问题的额外开

销应该考虑。在“快速排序”一节中，我们将会看到，随机地选择

pivotIndex就足够了，这样就能够避免退化的情况（如果原始数组是有

序的，这种情况很可能会发生）。



分析

中值排序保证递归子问题的规模都大致一样。这就意味着中值排

序的平均性能是O(n log n)。但是，在最坏情况下，partition函数执行时

间为O(n2)，这样就使得中值排序的性能退化到O(n2)。因此，当n个元

素几乎有序的时候，即使待递归排序的子问题是非常理想化的，总体

性能也会受到影响。我们在中值排序中使用一个随机化的select Pivot

Index函数，来对最坏情况的数据进行测试，在这些数据上，

selectPivotIndex总是返回最左边的位置。我们进行了10次试验，最好和

最坏的结果都被排除，剩余8次实验的平均结果见表4-2。注意观察在最

坏情况下，随着问题规模的加倍，中值排序的时间增加了4倍多，这就

是经典的二次方算法的标志。



因此，看起来，任何依赖于切分的排序算法的最坏情况都会退化

到O(n2)。事实上，因为这个原因，我们在图4-8已经指定了最坏情况。

幸运的是，有一个线性时间的选择算法，能够确保最坏情况仍然

是O(n log n)。这个选择算法被称为BFPRT（Blum-Floyd-Pratt-Rivest-

Tarjan）算法（Blum等，1973），其性能见表4-2的最后一列。在统一

生成的随机化数据上执行10次试验，最好和最坏的结果都被舍弃。表4-

3给出了使用不同的切分子数组方法的中值排序的性能。平均情况下，

使用随机中枢选择算法的计算趋势线（见表4-3）是：

1.82*10-7*n*log(n)

而BFPRT的趋势线是：



2.35*10-6*n*log(n)

因为复杂的BFPRT算法的常数更高，所以10次运行都比较缓慢，

即便如此其平均情况下的执行时间为O(n log n)。

BFPRT选择算法能够保证性能稳定，因为这个算法在一个无序数

组中选择的是一个可接受的近似中值。简单来说，BFPRT将含有n个元

素的数组聚集成n/4个集合，每个集合有4个元素（忽略不能组成一个大

小为4的集合的元素[1]）。BFPRT然后寻找到每一个4元集合的中值，这

一步的开销是多少？从早前的图4-5的二叉决策树中，你能够回忆起来

只需要5次比较就能给排序4个元素，所以这一步的开销最多是

(n/4)*5=1.25*n，仍然是O(n)。得到这些4元集合，每一个中值是其第三

个元素。我们将这些集合的中值作为集合M，M的中值（me）和原始



集合A的中值非常近似。BFPRT算法用到的一个小技巧是递归地在集合

M上使用BFPRT算法。编码这个算法是非常有意思的（例4-6是我们的

实现，在这里我们通过递归地寻找固定距离、间隔的元素，最少化了

元素交换操作）。注意到A中元素的3*n/8个是显而易见的小于或者等

于me，2*n/8个也是显而易见的大于或者等于me。因此我们能够保证切

分的递归调用在左子数组不会坏于37.5%，在右子数组不会坏于75%。

这样就保证了BFPRT的总体最坏性能是O(n)。

例4-6：BFPRT算法的C实现









[1]文中描述的BFPRT算法将集合分成大小为5的组，但是在基准测试

中，我们的实现在分组大小为4的时候更快。



快速排序

如果我们仔细考虑中值排序的性能，我们会发现随机选择

pivotIndex将仍使selectKth的性能为线性时间。我们可以简化算法但是

不会引起额外的性能开销吗？在某些情况下，这种简化实现能够快些

吗？C.A.R.Hoare发明的快速排序虽然使用了大致相同的思想（这就是

为什么我们首先介绍中值排序），但事实上确实比中值排序简单。

在快速排序中，我们不再寻找中值，而是通过某些策略（有时是

随机的，有时是最左的，有时是中间的）来选择一个元素，这个元素

将数组切分成了两个子数组。快排包含两步，如图4-11所示。首先数组

根据中枢值分成两个数组，左子数组的元素都小于或者等于中枢值，

右子数组的元素都大于或者等于中枢值。然后每个子数组被递归地排

序。



图　4-11　快速排序详解

就像描述的那样，此算法的随机性使得我们很难证明平均情况下

的性能仍然为O(nlogn)。在这里我们不会介绍得到这个结果所使用的高

级数学分析工具，更多的细节在Cormen等（2001）中可以找到。

图4-12中的是快速排序的行为。图中的黑色方块表示切分函数第一

行中的中枢值。选择的第一个中枢值是“2”，这是一个质量比较差的选



择，因为这个值将数组切分成两个数组，一个大小为1，另一个为14。

在下一次快速排序的递归调用，右边数组中的“12”被选中作为中枢

值，这个中枢值切分成两个大小为9和4的子数组。在这里，你已经可

以看到使用切分的好处，因为数组中的最后四个元素是最大的四个。

因为中枢值选择的随机性，所以会有很多不同的行为。在不同的执行

过程中，如图4-13所示，第一次选择的中枢值精确地将这个问题细分成

两个可比较的问题。



图　4-12　快速排序的样例



图　4-13　快速排序的不同行为

使用环境

在每一个递归步骤中，大小为n的数组都被切分成两个集合，如果

其中一个集合为空，另外一个集合的大小为n-1，快速排序将会退化成



最坏的二次方行为。

在每一次切分后，中枢值的选择强烈地影响了两个子数组的大

小。我们可以选择k（k为奇数）个随机元素的中值，而不是选择一个

随机元素。在随后的“变种”一节中，我们将讨论不同的选择中枢值的

策略。



解决方案

例4-7中实现的快速排序使用了一些在“中值排序”中已经介绍过的

函数。我们使用了一个标准的优化技术，即当待排序的数组大小低于

某个预先设定的值时，我们使用插入排序。

例4-7：快速排序的C语言实现



中枢值的选择是使用一个外部函数selectPivotIndex(ar,left,right)，这

个函数选择出来了切分数组的中值。



结论

令人惊奇的是，随机选择中枢值的算使得快速排序在平均情况下

表现得比其他排序算法要好。不仅如此，大量的对快速排序的优化和

强化研究使得快速排序成为最为高效的算法。稍后我们将会在“变种”

一节中讨论各种变种的细节。



分析

在理想情况下，切分操作平分原始数组，如果在每一次递归的时

候都能够保持平分，那么性能将会和中值排序一样，而且不会有额外

的性能开销。我们定义t(n)，表示快速排序n个元素的数组所花费的时

间。因为快速排序是递归的，所以我们能够认为：

t(n)=2*t(n/2)+O(n)

O(n)表示切分数组需要花费线性时间。第2章已经介绍过，如果一

个算法能够用这样的t(n)来定义行为，那么其性能为O(n log n)。从大

量实践的经验上来看，因为被抽象成为O(n)的常数比较小，快速排序

要比中值排序快。快速排序的总开销也比较少，因为它不需要在构建

子问题时寻找中值元素。实际上，在实践中，即使是随机选择中枢值

也已足够，这样的话，在快速排序每一次递归的时候只需要进行一次

切分操作（而中值排序需要递归地调用切分操作来寻找中值元素）即

可。

最坏情况下，最大或者最小的元素被挑选成为中枢元素。当这种

情况发生的时候，快速排序将会遍历一遍数组中所有的元素（线性时

间），仅仅排序数组中的一个元素。在最坏情况下，这个过程将会重

复n-1次，导致性能退化到O(n2)。



变种

快速排序是大多数系统选择的排序算法。在基于UNIX和Linux的

系统中，有内建的库函数qsort[1]。操作系统经常使用的是优化过的快

速排序算法。在论述如何优化的资源中，两个经常被引用的是

Sedgewick（1978）和Bentley与McIlroy（1993）。

各种各样的优化：

·利用存储子任务的栈来消除递归。

·选择基于三中值分区的中枢值。

·设定一个使用切分时数组长度的最小值，如果小于这个值，就使

用插入排序（这个值根据实现和机器架构的不同而不同；例如，在

Sun4架构上，这个最小值根据经验，一般设定为4）。

·当处理子数组的时候，首先将大的子数组压入栈中，这样来最小

化栈的总大小，确保小的问题首先被解决。

认识到这样一个问题是非常重要的，那就是这些优化都不能够使

最坏情况下快速排序的性能高于O(n2)。唯一能够确保最坏情况下O(n

log n)性能的是使用例如BFPRT的选择算法，虽然使用这个算法会使平



均情况下的性能降低，例4-6描述了BFPRT算法。如果要求最坏情况下

O(n log n)的性能，那么考虑使用堆排序，这个算法将在接下来讲述。

选择中枢值

从一个子数组A[left,left+n)中选择一个中枢元素的操作必须是高效

的，不应该需要检查子数组中的所有n个元素。有一些改进如下：

·选择第一个或者最后一个：A[left]或者A[left+n-1]。

·在A[left,left+n-1]中选择一个随机元素。

·选择k中值：在A[left,left+n-1]随机选择k个元素，然后选择这k个

元素的中值。

通常我们都选择k=3，这个变种叫做三中值。Sedgewick描述了这

个方法，并且认为这个改进能够有5%的性能提升，不过他注意到数据

的某些排列将会使得算法，包括这个改进的性能在一般水准以下。一

个五中值的中枢值选择也投入使用。这个改进进行更深入的计算来选

择合适的中枢值，由于带来了过多开销，所以很少能够得到性能提

升。这种改进使得性能和中值排序的性能很接近（事实上，中值排序

也会接受这种选择n中值的极端变化）。

处理切分



在例4-3所示的切分函数中，小于或者等于中枢元素的值的元素都

被插入到子数组的前端。如果数组中有很多和选择的中枢元素重复的

元素，这个方法也许会使得子数组的大小不平衡。一种减少失衡问题

的解决方法是将等于中枢元素值的元素轮流地插入到第一个和第二个

子数组中。

处理子数组

快速排序通常在切分出来的两个子数组上分别进行递归调用快速

排序。当处理一个子数组时，另一个的活动记录将会被压入执行栈

中。如果大的子数组首先被处理，那么此时栈中可能存储了线性数目

的活动记录（虽然现代编译器也许会观察到并且消除这个开销）。为

了最小化栈的可能深度，那么首先处理小的子数组。

如果系统栈的深度是可预见的，那么快速排序也许不适合你的应

用程序。一种打破这个僵局的方法是使用一个栈的数据结构来存储将

要解决的子问题，而不是依赖于递归。

为小数组使用简单的插入排序

在小数组上，插入排序比快速排序要快得多，当处理大数组时，

快速排序最终还是将大数组切分成无数的待排序的小数组。为了改善

快速排序的递归性能，一个广泛使用的技术是在排序大子数组时调用

快速排序，在排序小子数组时使用插入排序，如例4-7所示。



Sedgewick（1978）建议在快速排序中结合三中值和在排序小数组

时使用插入排序这两种手段，这样能够相比纯快速排序提高20%～

25%的性能。

内观排序

是否切换到对小数组的插入排序取决于数组的大小。

Musser（1997）介绍了一个快速排序的变种，叫做内观排序

（IntroSort），这个算法监视快速排序的递归深度，以确保高效地处

理。如果快速排序的递归深度超过log(n)级，那么内观排序切换到堆排

序。C++STL的SGI实现使用了内观排序作为其默认的排序算法

（http://www.sgi.com/tech/stl/sort.html）。

[1]值得注意的是，有些版本的Linux操作系统是使用堆排序来实现qsort

的，在接下来的“堆排序”一节中将会讲到。



选择排序

给你一堆标上数字的牌，一个通常的排序方法是选择并且拿走最

大的牌，然后重复这个过程直到所有的牌都被拿走。这个方法描述了

选择排序的过程，如例4-8所示。

例4-8：选择排序的C语言实现



选择排序在本章描述的算法中是最慢的，即使在最好情况下（如

数组已经有序）它都需要二次方时间。它重复地进行着几乎相同的工

作，而不会从每一次迭代中学到什么东西。在数组A选择最大的元素

max需要n-1次比较，选择第二大的需要n-2次比较。很多比较都是浪费

的，因为如果一个元素比第二大的元素小，那么它不可能是最大的元

素，所以就不会对max的选择有任何影响。我们将不会阐述关于这个低



效算法的更多细节，现在我们看看堆排序，这个算法展示了如何高效

地应用选择排序背后隐藏的原理。



堆排序

在数组A[0,n)中寻找最大的元素最少需要n-1次比较，但是我们希

望能够最少化直接比较的元素。在体育领域，通过锦标赛在n个队伍中

寻找“最好的”队伍，而不是强制最终的优胜者和所有其他的n-1支队伍

比赛。NCAA冠军锦标赛是美国最流行的篮球赛事之一，这项赛事有64

支学校的代表队参加，角逐冠军头衔。最终的冠军队伍在进入决赛之

前会和5支队伍进行比赛，所以它需要赢得6场比赛。非常巧合的是

log(64)=6。堆排序则表明了如何应用这种行为来排序元素，其伪代码

描述如图4-14所示。



图　4-14　堆排序详解

一个堆就是一棵二叉树，它具有以下两个性质：

外形的性质



如果深度k-1存在2k-1个节点，那么深度k（k＞0）上存在叶子节

点。另外，在一个部分填充的深度级上，节点是“从左到右”添加的。

堆的性质

树中每一个节点的值都大于或者等于任意一个子节点的值（如果

有的话）。

图4-15标记为a的堆就满足这些性质。二叉树的根节点的值必须是

树中最大的，但是，注意到最小的元素可以是任何一个叶子节点。虽

然二叉树的有序信息受限于这样一个事实：一个节点大于任意一个子

节点。堆排序表明了如何利用这个外形的性质来高效地排序元素。

给定严格满足外形性质的一个结构，堆能够存储在一个数组A中，

而不损失任何结构信息。图4-15b描绘了给堆中每一个节点都赋予一个

整数值标签。根节点被标记为0。对于每一个标记为i的节点，其左子节

点（存在的话）被标记为2*i+1；其右子节点（如果存在的话）被标记

为2*i+2。类似地，对于一个标记为i的非根节点，其父节点被标记为

(i-1)/2」。使用这个标记，我们能够将堆存储在一个数组中，节点存储

在数组中的位置就是其标签。图4-15 c表示了存储在数组中的对。A中

元素的顺序从左至右能够被简单地看做节点被发现的深度。

堆排序在排序数组的时候，首先会将数组中的元素放到堆中“合适

的位置”。事实上，图4-15所示的堆是在一个已经有序的数组上执行



build Heap（图4-14有这个函数的伪代码）得到的结果。buildHeap执行

的过程如图4-16所示。如果A[i]的两个子节点A[2*i+1]和A[2*i+2]至少

有一个比A[i]大，heapify(A，i，n)通过交换A[i]和两个子节点中较大的

来更新A。如果交换过程发生了，heapify递归地检查其孙子节点来正确

地维护A的堆性质。你能够看到，在结果堆中，最终大数会被“抬升”

（意思是它们会和左边的较小元素交换）。图4-16灰色的方格描述了

heapify在第9行被交换的元素。

图　4-15　（a）有16个不同元素的堆；（b）这些元素的标签；（c）

存储在数组中的堆



图　4-16　在一个初始有序的数组上执行buildHeap操作

在排序一个大小为n的数组A，堆排序将其切分成两个相异的子数

组，A[0,m)和A[m,n)，分别表示一个大小为m的堆和一个有n-m个元素

的有序子数组。随着i从n-1迭代到1，堆排序交换堆中的最大元素（位

置是A[0])和A[i]，使子数组A[i,n)的大小不断增长；然后堆排序执行

heapify重构A[0,i)使其成为一个有效堆（图4-14描述了伪代码）。结果

非空子数组A[i,n)将会有序，因为堆中的最大的元素保证比这个有序子

数组中的任何一个元素都要小。



使用环境

堆排序不是一个稳定的排序。因为它非常频繁地移动元素，所以

它不能使用基于值的数据。



驱动因素

堆排序避免了很多导致快排性能退化的令人讨厌的（大都是令人

尴尬的！）情况。尽管如此，平均情况下，快速排序比堆排序表现要

好。



解决方案

例4-9给出了堆排序C语言的实现。

例4-9：堆排序的C语言实现



堆排序的优点在于其heapify函数。它要使用两个不同的空间，虽

然都是为一个共同的目的。



分析

堆排序的核心函数是heapify。在buildHeap中，这个函数将会被调

用 n/2」-1次，在实际排序中，它也会被调用n-1次，总共调用了

3*n/2」-2次。如你所见，这是一个递归的操作，在到达堆的底部之前

会执行固定数目的计算。因为形状的性质，堆的深度将会是(

3*n/2」-2)* log(n)」，n是堆中元素的数目。性能是O(n log n)。



变种

也有一些非递归的堆排序实现，表4-4列出了对两种实现执行1000

个随机测试的结果，抛弃了最好和最坏的结果。剩余结果的平均值如

表4-4所示。



计数排序

一个会计师负责对一个小饭店的账本进行审核。每天晚上饭店打

烊时，饭店主人记录白天的总销售额，然后打印出有总额和日期的收

据。这些收据存放在一个大盒子里面。每年年终，会计师审核盒子中

的这些收据，检查是否有的已经丢失。你能想象，盒子中的收据都是

无序状态的。

会计师可以按照日期降序地排列所有的收据，然后审核。另一种

方法是，他找到一个当年的空白日历，从盒子中一条接一条取出收据

来，然后在日历上相应日期用X标记。一旦盒子为空之后，会计师仅仅

需要检查一下日历上哪些日子没有标记。注意第二种方法中，从来没

有两个收据会相互进行比较。如果饭店已经营业了60年，并且会计师

有60年的日历，如果盒子中只有5张收据，那么这个方法将会非常低

效；但是有20 000张收据的话，这将是一个有效的方法。收据的数量与

总日子的比例决定了方法的效率。

在本章开头，我们证明了基于比较的排序算法不可能好于O(n log

n)的时间排序元素。令人惊异的是，如果能知道这些元素的更多信息，

那么就会有其他的排序方法。例如，假设你被指定排序n个元素，并且

告知你每一个元素的值范围都在[0,k)之间，k比n小得多。你就能够利

用这个信息，使用一个线性的排序算法，叫做计数排序。



使用环境

计数排序，如图4-17所示，不需要一个比较函数，是对范围固定在

[0,k)的整数排序的最佳选择。即使k个元素的全序能够被决定以及每一

个元素的值都是唯一的，这个算法也可用。例如，如果排序一系列形

如1/p（p为整数）的小数，p的最大值为k，那么每个小数1/p能够被分

配一个唯一的值k-p。



图　4-17　计数排序详解



驱动因素

因为元素的k值形式的全序关系，所以计数排序能成功进行排序。



解决方案

计数排序创建了k个桶用来存储输入数列中第k个元素值出现的次

数。计数排序将对输入数列进行两次遍历。在第一次遍历中，计数排

序增加桶的计数。在第二次遍历时，通过处理桶中得到的全序的计数

值，计数排序重写原始的数列。例4-10是计数排序的一个实现，k的值

是函数的一个参数。

例4-10：计数排序的实现





分析

计数排序对整个数组进行了两次遍历。第一次处理输入数列中的

所有n个元素。在第二次遍历时，内部的while循环将会执行B[i]次，对

于每一个0≤i＜k；因此表达式ar[idx++]恰好执行n次。这个是实现中的

关键表达式执行了2*n次，结果总的性能是O(n)的。

因为待排序的数组中的元素必须是从有限的k个元素中得到，计数

排序的使用受到了限制。我们现在讨论桶排序，这个排序方法克服了

这个限制，每个元素都能够映射到一个桶中。



桶排序

当计算集合中的n个元素时，如果能够构建一个小得多的k个值的

集合，那么这个时候就可以使用计数排序。给定n个元素的集合，桶排

序构造了n个桶来切分输入集合，因此桶排序能够降低处理时其在额外

空间的开销。如果一个散列函数，hash(Ai)，用来均匀地将n个元素分

配到n个桶中，那么如图4-18所示的桶排序在最坏情况下也能够以O(n)

的时间进行排序。如果希望使用桶排序，那么需要满足以下两点。

图　4-18　桶排序详细介绍



均匀分布

输入数据需要均匀分布在一个给定的范围内。基于这种分配，算

法创建了n个桶来平分输入数据。

有序散列函数

桶必须是有序的。也就是说，如果i＜j，桶bi中的元素要字典序小

于桶bj中的元素。

桶排序不适合排序随机字符串，但是，它能够被用来排序在区间

[0,1)间均匀分配的浮点数。

一旦所有待排序的元素都被放入桶中，桶排序从左至右对每个桶

中的值使用插入排序。每一个桶中的元素按照顺序从左至右抽取出来

重新构造原始的数组。



使用环境

当待排序元素能够使用一个快速散列函数均匀分配时，桶排序是

最快的排序法。



驱动因素

如果存储空间不重要，而且元素服从一个全序关系，桶排序就能

够利用这些信息，节省大量开销。



解决方案

在桶排序的C语言实现中，如例4-11所示，每一个桶存储一个元素

的链表，每个元素都是使用散列映射到这个桶中。适用于输入数据的

函数numBuckets和hash是外部提供的。

例4-11：桶排序的C语言实现





对于从[0,1)中均匀选择的数字，例4-12即hash和numBuckets函数实

现的例子。

例4-12：处理[0,1)范围内的元素时使用的hash和numBuckets函数



桶也能够用固定大小的数组来存储，当桶都满之后，数组可以重

新分配空间，但是链表的实现要快30%～40%。



分析

在例4-11的sortPointers函数中，输入中的每一个元素根据提供的

散列函数，被插入到相应的桶中，花费是线性时间O(n)。桶中的元素

并不是有序的，但是由于仔细设计的散列函数，我们知道，如果i＜

j，在桶bi中的所有的元素都小于bj中的所有元素。

随着值从桶中抽取出来并且写回到输入数组，当一个桶包含多个

元素的时候就要使用插入排序。对于表现出O(n)性能的桶排序，我们

需要保证排序每个桶所花费的总时间为O(n)。我们定义ni是分到桶bi的

元素数目。我们能够将ni看做随机变（使用统计理论）。现在考虑ni的

期望值E[ni]。输入中的每一个元素插入到一个给定的桶中的概率为

1/p，因为每个元素的值是从[0,1)之间均匀抽取的。因此E[ni]=n*p=n*

(1/n)=1，方差Var[ni]=n*p*(1-p)=(1-1/n)。考虑方差是非常重要的，因

此有些桶可能是空的，而其他的可能有多于一个元素；我们需要保证

没有桶包含过多的元素。我们再一次通过统计理论得到下面的等式：

从这个等式我们能够计算出ni
2的期望值。这个计算是非常关键

的，因为这是决定插入排序开销的关键因素，插入排序的最坏情况性

能为O(n2)。我们计算出E[ni
2]=(1-1/n)+1=(2-1/n)，可以看到E[ni

2]是一



个常数。这个意味着当我们将在n个桶上执行插入排序的总开销加起来

之后，总的期望性能为O(n)。



变种

在散列排序中，每一个桶代表的是散列函数返回的唯一值。散列

排序并没有创建n个桶，而是创建了k个桶，随着k的增长，散列排序的

速度不断加快。散列排序的关键在于散列函数hash(e)返回的整数值，

对于每个元素e，如果ai≤aj，那么hash(ai)≤hash(aj)。

例4-13定义了散列函数hash(e)，这个函数计算仅仅包含了小写字母

的元素。它将字符串的前三个字符转换成一个值（基准值为26），对

于字符串"abcdefgh"，它的前三个字符（"abc"）被抽取出来然后转换得

0*676+1*26+2=28。这个字符串将插入到标为28的桶中。

例4-13：散列排序的hash和numBuckets函数



散列排序的性能和桶的大小以及输入的规模有关，具体可参考表4-

5。我们将一个使用了三中值方法来选择pivotIndex的快速排序和散列排

序进行比较，并且给出了一个可以比较的排序时间。



注意在17 576个桶，n＞8192个元素的情况下，散列排序的性能要

优于快速排序（并且这个趋势随着n的增长继续保持）。但是，仅仅只

有676个桶，n＞32768（平均每个桶48个元素）的话，散列排序随着数

据集的增长，执行插入排序的开销也不断增长，速度越来越慢。事实

上，在26个桶，n＞256的情况下，随着n的加倍，散列排序所需的时间

增加3倍，在桶很少时，散列排序的性能是O(n2)。



选择排序算法的标准

选择一个排序算法时，考虑表4-6的定性标准。这些标准可能能够

帮你做出最初的决定，但是你需要更多量化标准作为指引。

在为不同的数据选择合适的算法的时候，你需要知道输入数据的

一些性质。我们创建了一些基准测试数据来比较本章所讲述的算法。

注意表中的实际值是并不重要的，因为它们和基准测试运行的硬件相

关。然而，你需要注意算法在这些数据集合的相对性能。

随机字符串

通过本章的论述，给定n!个字符串，或者大约4.03*1026个字符串，

并且这些字符串很少重复，不仅如此，比较元素的开销不是常数。因



为有时候会需要比较多个字符。通过计算这样的数据，我们可以知道

明白了当排序26个字母的字符串时各个排序算法的性能。

双精度的浮点值

使用在大多数操作系统上可用的伪随机数生成器，我们得到了一

系列范围在[0,1)的随机数。在这个数据集合中基本上没有重复的元

素，比较两个元素的开销是一个固定的常数。

给排序算法的输入数据可以被预处理，为了确保以下性质（并不

是都相容的）。

有序

输入数据可是预先有序的，降序或者升序（最终目的）。

三中值方法的反例

Musser（1997）发现了一个排列的顺序，这个顺序能够确保快速

排序在使用三中值选择中枢值的时候需要O(n2)次比较。

几乎有序

给定一个有序的数据，我们选择相距d的k对元素进行交换（如果d

为0则表示任意两个元素能够交换）。这样就能够构造一个和输入很相

似的数据。



接下来的表中的列是按照算法在表最后一行的性能表现从左到右

排好序。每一节有四个表，分别表明在本章早些描述的四种情况下的

性能。

综合分析基准测试结果

因为插入排序和选择排序是本章中在随机均匀数据（提升一些数

量级）最慢的两个算法，所以我们在表4-7～表4-11中忽略这两个算

法。但是，这两个算法值得处理有序数据（表4-8）和几乎有序数据

（表4-10和表4-11）。插入排序比其他算法表现要好，通常要快一个数

量级。为了得到表4-7～表4-11的结果，我们在高端计算机上执行了100

次实验，抛弃最好和最坏的结果，把剩下的98次结果的平均值填在表

中。标记为Quicksort BFPRT4minSize=4的列表示一个快速排序的实

现，它使用了BFPRT（集合大小为4）来选择切分值，并且在子数组规

模少于4个元素的时候切换到插入排序。







双浮点数的基准测试结果

使用双浮点数的基准测试（表4-12～表4-16）消除了很多字符串比

较时候产生的总开销我们再一次在这些表中忽略了插入排序和选择排

序。
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第5章 查找

概述

我们可能会在一个给定的元素集合C上执行下述三个基本查询：

存在性查询：C包含一个目标元素t吗？

很多时候我们只想知道一个给定集合C中是否包含一个特定的值

t。如果这样的元素存在并且其值和t相等，那么这个查询的结果将是

真，否则的话就是假。

检索查询：返回C中值和t匹配的元素。

当复杂的元素存储在该集合时，元素匹配的定义是基于键值或者

元素的属性集合的子集匹配。例如，当在一个从机动车辆部门获得的

信息集合中检索时，查询者需要提供驾驶员的驾照号码来获得许可驾

驶员的全部信息。

关联查找：返回集合中和目标键值元素k关联的信息。

在复杂的结构中存储额外的信息是非常常见的。我们可以将额外

的信息和集合中的元素k相关联，然后根据需要检索和操作。



对于本章讨论的算法，我们假设存在一个集合U，并且U包含了将

要检索的值e。集合C是U的一个子集，目标元素t是U的一个元素。如

果t是一个键值，那么U是一个可能的键值集合。

正如我们所见，知道C中的元素能否被随机存储或者能否被遍历

是非常重要的。当集合能够为任意元素建立索引时，我们使用记号A

来表示这种集合，用A[i]表示集合中的第i个元素。为了方便起见，我

们使用值nil来表示不在U中的元素，当查询要求返回集合中的特定元

素，但是元素又不是当前指向的元素时，这个值是非常有用的。一般

来说，我们假设不可能在集合中寻找nil。

本章的算法描述了特定的方法来结构化数据，以便于更加高效地

处理这些请求。一种方法是考虑使用第4章介绍过的排序算法对集合C

进行排序。我们将会看到，处理查询的效率的确会得到改善，但是在

维护有序集合时，会有一些其他开销，尤其是在可能会有对几何中的

元素进行大量的删除和插入操作的时候。你首先必须选择合适的结

构，并不仅仅是为了加速某一类查询的性能，同时也要在面对随机存

储和大量重复的查询，维护集合结构时，降低整体的性能开销。



顺序查找

顺序查找也叫做线性查找，是最简单的查询算法。它通过穷举来

寻找集合C中的单独目标元素t。它从集合中的第一个元素开始查找，

然后检查每一个随后的元素，知道匹配的元素查找到或者集合中每一

个元素都被查找过。

考虑这样一个案例，一个中等规模的饭店有10～20张桌子可以被

顾客预定。这个饭店靠近一个大型的医疗中心，这个饭店的很多顾客

都是中心的医疗人员或者病人家属。饭店宣传说他们能够在紧急时刻

定位任何一位顾客，然后顺序地将信息传递给这个人。当顾客在指定

的桌子旁坐下来，饭店老板将记录下这张桌子的顾客的名字，在他们

离开时会擦除名字。为了能够在任何时候寻找到饭店中的顾客，饭店

老板将简单地浏览记录中每张桌子的顾客姓名。

输入/输出

肯定有多种方法来从查找的集合中获取元素，顺序并不重要。如

果一个集合A支持索引，那么能用索引值i来获得元素A[i]。一个集合C

通常只能通过一个只读的迭代器来获得其中的每一个元素（例如，一



个和SQL查询语句相关数据库的游标）。使用游标存取这些元素的方

法在图5-1的下半部描述。

输入

输入包括一个集合C，包含n≥0个元素，以及需要寻找的元素t。

输出

如果t属于C，那么返回真，否则返回假。

图　5-1　顺序查找详解



使用环境

有时你需要在集合中定位元素。你也许不得不在一个未知是否有

序的集合中频繁地查找元素。当无法知道集合中更多的信息时，顺序

查找能够以穷举的方式完成这个工作。如果集合只能通过迭代器来存

取，并且一次只能返回集合中的一个元素，那么顺序查找就是你能使

用的唯一查找算法。



驱动因素

从集合C中的元素个数n以及你将要执行的查找次数来看，顺序查

找也许是最有效的查找算法。如果n相当低效，或者你不经常执行查找

操作，那么对元素排序或者使用一个复杂的数据结构将得不偿失。

如果集合是无序的，并且是以链表的形式存储的，那么插入元素

是一个常数时间的操作（仅仅简单地插入到表头或者表尾）。频繁地

插入到一个数组形式存储的集合需要动态的数组管理，这个特性要么

由编程语言提供，要么需要程序员自己处理。在这两种情况下，寻找

一个元素的期望时间是O(n)，因此，移除一个元素需要至少O(n)时

间。

顺序查找在元素的类型上限制最少。唯一的要求就是必须有一个

匹配函数来决定是否目标元素和集合中的当前元素匹配，这个功能适

合元素本身相关的。对于是否有序没有额外的要求。



解决方案

顺序查找的实现是最简单的。如果集合存储形式是数组，你仅仅

需要从第一个元素开始进行比较，如果匹配，返回真，否则的话移动

到下一个元素并且继续比较，直到你寻找到想要的元素。如果你到了

数组的末尾还没有寻找到，那么返回假。

例5-1是顺序查找数组的Ruby代码。

例5-1：Ruby的顺序查找

代码是如此的简单。这个函数的输入是一个集合和需要寻找的目

标元素。集合可以是个数组或者是Ruby中任何一种能够支持each方法

的集合。查找中的元素必须支持==操作符；否则的话，你需要使用

Ruby支持的其他类型的相等操作符。例5-2是相同例子的Java实现。

SequentialSearch类有一个类型参数，T表示集合中的元素类型，T必须

提供一个有效的equals(Object o)方法。



例5-2：顺序查找的Java实现

例5-3是顺序查找的C语言实现，集合是存储在数组a r中，并且两

个元素如果匹配，比较函数返回0。

例5-3：顺序查找的C语言实现





结论

对于无序的小集合来说，顺序查找是最容易实现的并且总体上很

有效率。最坏情况是你要寻找的元素不在集合中，因为你需要检查集

合中的每一个元素。如果查找的结果普遍都是假，那么你需要考虑一

下使用一个不同的查找算法，即使集合相对来说比较小。

有些时候，一个已索引的集合也许会有一些“空洞”。也就是说，

集合中有一些索引指向的是空元素[1]。在这样的情况下，你需要在实现

中添加代码来检查索引值，确保其指向的元素不为空。我们将例5-1的

代码加上了额外的校验，如例5-4所示。

例5-4：增加了校验空元素的顺序查找

如果时间要求很高并且集合很大，那么元素之间的额外比较就需

要引起注意，所以这里存在另外一个解法。不在空槽中放入nil，而是

放入一个特定的标记元素。当检查这个标记是否和其他元素相等时候



总是返回假。例如，如果已知寻找的t是一个正整数，那么你可以使

用-1作为标记来避免额外的比较[2]。

[1]更确切地说，数组的第i个元素A[i]可能等于一个特定值nil。对于数组

来说通过迭代器访问来给出nil值的用法很少见。

[2]在Ruby中，nil可以和任何对象进行值比较。这意味着在示例5-4中额

外的比较实际上是不需要的。



分析

如果寻找的元素属于集合并且在任意索引位置的概率是相等的

（换句话说，它被迭代器在任意位置找到的几率是相等的），那么这

就是平均情况下顺序查找（如我们在第2章所述）。

也就是说，对于每个目标元素来说，你将需要寻找集合中大约一

半的元素。最好情况即待查找的元素是集合中的第一个。算法在最坏

和平均情况下都是线性增长的。如果你加倍集合的大小，那么查找的

时间也大约会是两倍。

为了得到顺序查找的实际性能，我们构造了一个包含n个整数（范

围为[1,n]）的有序集合。虽然这个集合是有序的，但是查找时并没有

用到这个信息。我们将会进行100次试验；每一次试验我们执行1000次

查找随机值t。我们抛弃最好和最坏的结果，然后对剩余的结果取平均

值。表5-1是四个特定的p值，剩余98次的平均时间。注意当集合的大小

加倍时，执行时间也大约加倍。你也需要看到，对每一种输入集合的

大小来说，最后一列表示最坏情况的时间。



在最好情况下，集合的第一个元素就是需要的元素，这样仅仅需

要花费O(1)常数时间。最坏的情况是寻找的元素不在集合中，在这种

情况下，你需要检查集合中的所有元素，导致了O(n)的性能，平均情

况下（如第2章所述，并且如表5-1所示），性能是O(n)。



变种

当目标元素并不是均匀分布时，有时就有一些变种可以来改善顺

序查找的性能，而不是给程序员添加额外的负担。我们本能地希望待

查找的元素能够尽可能地靠近数组的最前面。如果你知道一些目标元

素的信息（尤其是你查找的顺序），这里有一些策略能够改善顺序查

找的性能。这些策略是非常有用的，但是仅仅对于能够按照如下的查

找过程来修改的索引数组：

成功查找到则移动到最前面

这个策略适用于一个查找的元素t有更大的可能被再次查找到。当

t在位置i找到时，将A[0,i-1]的所有元素移动到A[1,i]，然后把t移动到

A[0]。这个就是最多最近使用（MRU）分页算法的基础。

成功查找到则移动前一位

这个策略适用于如果一个查找的元素t有更大的可能能够被再次查

找到；并且，这里可以避免移动大量元素所带来的开销。当t在位置i

找到时，交换A[i-1]和A[i]（除非当i在集合的最前面）。直观地看，如

果元素非常频繁地被找到，它们就会最终冒泡到集合的最前面，并且

总开销非常小（仅仅是一个元素的交换）。



成功查找到则移动到最后

如果一个元素不会被多次查找，那么当它被查找到一次之后移动

到集合的末尾将会改善未来查找的性能，将A[i+1,n)移动到A[i,n-1)，

然后将找到的元素移动到A[n-1]。

这些变种的性能都各不相同，但是都是基于某个查找元素的概

率。根据你对数据集合的深刻理解和目标元素，选择这些策略中的一

个。分析这样的算法是众所周知的难，需要的高级数学技巧已经超出

了本书范围。



二分查找

二分查找（图5-2）在预先排好序的集合上表现出了比顺序查找更

好的性能。二分查找每次将有序集合折半直到找到待查找元素，或者

发现待查找元素不在当前的集合中。

图　5-2　二分查找详解

假设你有一本纽约电话簿，并且需要找到"David Mamet"的电话。

如果你使用顺序查找的话，你也许需要花费下午的大部分时间来寻找

他的电话号码，或者更坏的是，在知道他的号码是否已经列出之前，

你不得不检查电话簿中的每一个条目。很明显的，这个方法没有利用



电话簿上名字有序这个特性。所以，你可以翻到电话簿的中页看

看"David Mamet"是否在那页上。如果"David Mamet"这个条目在那一

页，那么就到此为止。如果不在，并且"Mamet"在字典序上比这一页上

任何一个姓都要靠前，那么你需要在电话簿的前半部去寻找。否则的

话，你就需要在电话簿的后半部寻找。这个过程是一种“分治”的策

略，能够快速地定位想要找的目标。注意，如果你翻到某一页，这一

页上"Mamet"应该出现但是没有出现，那么你知道不用再去查找任何一

页，因为Mamet的电话不在这本电话簿上。

输入/输出

二分查找的输入是一个索引集合A。每一个元素A[i]有一个键值ki

能够用来区分元素。这些键值是有序的，意思是，给定两个键值ki和

kj，要么ki＜kj，要么ki=kj，或者ki＞kj。我们构造了一个数据结构来保

存这些元素（或者这些元素的指针）和维护键值的有序。我们也必须

能够将这个数据结构分成数个子集进行查找，这样我们就使用了“分治

法”来解决这个问题。二分查找的输出是真或者假。



使用环境

无论查找一个数字集合或者是一个字典序的名字列表，这个方法

都能够很好地处理。我们能够看到在最坏时间下需要对数次数的检

查。



驱动因素

元素的键值必须是全序的，使得你能够知道一个元素是“大于或者

等于”另外一个元素。二分查找能够支持不同种类的数据结构。如果集

合是静态的，那么元素能够被放入一个数组中。这样能够更方便快捷

地遍历集合。但是，如果你需要从集合中添加或者移除元素，这个方

法就变得非常笨拙。你可以使用很多数据结构，最著名的一个是二叉

树，将在“变种”中讨论。



解决方案

给定数组形式的一个有序集合，例5-5的Java代码是操作任何基类

T（使用Java的泛型）的二分查找的实现。Java提供了

java.util.Comparable接口，这个接口包含一个方法，compareTo。任何正

确实现了这个接口的类能够保证其实例的全序。

例5-5：二分查找的Java实现





在这个实现中使用了三个变量：low、high和ix。low是当前查找子

数组的最低索引，high是最高索引，ix是子数组的中点。这段代码的性

能取决于循环执行的次数。



结论

二分查找实现稍稍有点复杂但是却获得了巨大的性能提升。当集

合并不是存储在简单的内存中数据结构（例如数组）中时会增加实现

的复杂性。基于元素的自然序，必须有能够集合中直接在存取元素

A[i]（0≤i＜n）的方式，并且在Comparable接口中实现。较大的集合也

许需要存储在二级存储器中，例如在磁盘上以文件的形式。在这种情

况下，第i个元素能够根据其在文件中的偏移量来存取。如果使用二级

存储器，查找一个元素所需要的时间就主要是存取二级存储器所需要

的开销，其他和二分查找相关的解决方案也适用。参考算法的“变种”

一节，其中对这些问题进行了处理。



分析

二分查找每次执行循环时都会大约将问题折半进行处理。将大小

为n的集合折半的最大次数为log(n)，如果n是2的幂；否则的话，就是

log(n)」。如果我们仅仅使用一个操作来决定两个元素是相等，小于或

者大于（这个决定也许是有Comparable接口来做出的），那么仅仅需

要 log(n)」次比较操作，这个算法的性能是O(log n)的。

我们执行了100次实验，每次实验在集合中执行524 288次查找，这

个集合是存储在内存中的，大小为n（n的范围是从4096～524 288），

目标存在于这个集合中的概率是p（在1.0、0.5和0.0处采样）。表5-2列

出的是在抛弃最好和最坏的实验结果后，剩余98次实验的平均结果。



设计这些实验的目的是确保在p=1.0时，集合中的所有元素都能够

等概率地被查找到，如果不是这样的话，那么这个结果将是不可靠

的。对于顺序查找和二分查找来说，输入时一个有序的整数数组，整

数的范围在[0,n)。为了产生524 288个目标元素，并且这些元素都在这

个集合中（p=1），我们循环地产生n个元素524 288/n次。

表5-3列出了在本地磁盘上执行524 288次查找的时间。目标元素要

么总是存在于集合中（例如p=1.0）或者从不存在（例如，我们在集合

[0,n)中查找-1）。数据是一个简单的文件，文件存储的是按升序排列的

整数，每个整数是4个字节。磁盘存储的优劣势是非常明显的。因为表

5-3的结果相比表5-2的结果要慢近200倍。当n加倍时，你将会注意到查

找只是增加了固定的时间，这种特性非常明显地表明了二分查找是

O(log n)算法。



变种

如果你希望支持“查找或者插入”操作，那么图5-2中第10行的ix最

终值表示了缺失元素需要插入的索引值（所有较高的索引值都需要增

加）。

二分查找有两个主要的变种。第一个和处理动态数据有关，在允

许高效地插入或者删除时也需要维护一个可以接受的查找性能。如果

集合是以数组的形式存储的话，因为每一个数组的条目都是一个有效

的元素，所以插入和删除将会比较低效。因此，插入操作将会扩展这

个数组（从逻辑上或者物理上）并且平均需要移动一半的元素。删除

需要缩短数据并且也需要移动一半的元素。任何一个都是不可接受

的。

如果集合能够存储在内存中，那么一个好的方法是使用基于散

列，并且使用冲突链的查找。见下一节“基于散列的查找”，这个查找

描述了查找动态数据的方法。一个替代的方法是在内存中构造一个二

叉查找树。如果插入和删除操作是随机的，那么这个替代的方法实现

起来非常简单，并且树不会偏置。但是，经验告诉我们这种情况很少

发生，所以需要使用查找树的一个更复杂类型——平衡二叉树

（Cormen等，2001）。



第二种变种处理的数据是动态的，并且由于过大不能存放在内存

中。当这种情况发生时，查找时间就取决于二级存储器的输入输出操

作所花费的时间。一个更有效的解决方法是使用叫做B树的n元树。这

是一个多级树，并且在二级存储器上有较好的性能表现。在

http://www.bluerwhite.org/btree上你能找到B树的教程，还包含一些例

子。



基于散列的查找

前面讨论的查找算法在处理小数据量（顺序查找）或者有序的数

据集合（二分查找）时才使用。我们需要更加强大的算法能够查找较

大的集合，而且并不需要有序。最常使用的一个方法是使用散列函数

来将目标元素的一个或者多个特征转换成一个值，这个值用来索引一

个已经索引的散列表。基于散列的查找有着比本章描述的其他算法在

平均情况下更好的性能。很多算法的书籍都是在讨论散列表时才介绍

基于散列的查找，你也能够在数据结构的书籍中讨论散列表的章节中

找到这个算法。

在一个基于散列的查找（图5-3），集合C的n个元素首先会加载到

一个有着b个桶的散列表A中。键值的概念使得这个操作可行。对于每

个元素e∈C来说，它能够通过k=key(e)映射到一个值k，如果ei=ej，那么

key(ei)=key(ej)[1]。一个散列函数h=hash(e)使用了键值key(e)来将e插入

到桶A[h]中。一旦散列表A被构造好了，那么查找一个元素t也被转换

成在桶A[h]中寻找一个元素t，h=hash(t)。



图　5-3　基于散列查找详解

图5-4用一个小小的例子表示了基于散列查找的一般模式。基于散

列的查找包括：

·可能键值的全集U。每一个元素e∈C将映射到一个键值k∈U。

·散列表A存储着原始集合C的n个元素。A也许包含着元素本身或

者也包含了元素的键值。在A中有b个位置。



·散列函数hash，使用key(e)计算一个整数索引h。

图　5-4　散列的一般步骤

当实现基于散列的查找时，有两个需要注意的地方：散列函数的

设计以及如何处理冲突（当两个键值映射到A的同一个桶）。对于b＜

＜|U|，几乎在所有的情况下，冲突都会发生。注意，如果b＜n，那么A

中没有足够的空间存储原始集合的n个元素。当这种情况出现时，通常

的做法是在A中每一个桶中都存储一个元素集合（一般使用链表实

现），如图5-4中的“存储元素”和“存储值”的选项（注4）。



不适当的散列函数可能会导致一个不均匀的键值分布。这样会导

致两个结果：散列表中的很多桶会是没有使用过的，浪费了空间，而

使用的桶又会因为多个键值同时映射到了一个桶中，导致了大量的冲

突，这样使得性能更加糟糕。

对于大多数输入来说，冲突都是可能存在的。期望的冲突数量增

长时，处理冲突的策略对于算法的性能有着非常重要的作用。

输入/输出

寻找的目标元素t必须有一个或者多个特征能够用来作为键值，这

些键值组成了全集U。不像二分查找，原始集合C不需要是有序的。事

实上，即使C中的元素在某种程度上是有序的，散列方法在插入元素到

散列表A时也不会尝试去保持其有序性。

基于散列的查找的输入是散列表A，以及寻找的目标元素t。如果t

在A[h]的指向的链表中，算法返回真，这里h=hash(t)。如果A[h]是空或

者不在A[h]指向的链表中，那么返回假表示t不在A中（也就是说也不

在C中）。图5-3的伪代码是一个简化版，存储在A中的列表的元素本身

就是键值。

假设

变量n是元素集合C中的元素数目，b表示索引集合A中的桶数目。



[1]注意，由于键值不唯一，因此反过来可能不成立。



使用环境

假设我们创建了一个文本编辑器，并且希望能检查用户输入单词

的拼写。有一些免费的单词表可以从网上下载

（http://www.wordlist.com）。性能对于这个应用程序来说非常重要。

我们必须快速地查找这个单词表，否则即使是最慢的打字员，程序也

都是不可用的。我们也许需要一个单独的线程，这个线程用来获得文

档或者文件的最新修改，并且能够检查单词的拼写[1]。

我们必须将这些单词保存在内存中，因为磁盘操作将会导致性能

退化太多。一个典型的英语单词列表包含超过200 000个单词，而且能

够以数组的形式存储在内存中，占用大约2.5MB的内存（如图5-4所

示，这个包含了单词本身的空间以及指向单词的指针的空间）。我们

使用指针是因为单词的长度是改变的，而且我们希望能够使用最少的

内存。

在“二分查找”一节中我们得知，如果使用二分查找需要进行大约

18次字符串比较[2]。字符串比较是非常昂贵的，即使我们优化代码，也

需要循环比较字节。有时候我们使用汇编语言手动编写这些循环确保

能够在特定架构上进行优化，例如确保我们不会在大部分的情况下停

顿在流水线上以及在可能时展开循环来填充流水线。目标是最小化字

符串比较的次数。



图　5-5　存放基于散列的查找所使用的字符串

我们首先需要定义一个函数来计算字符串s的键值。这个键值函数

的一个目标是产生足够多的不同值，不过并不要求这些值都是唯一

的。根据初始字符串的每一块信息来产生值的一个流行的方法是：

s[i]是第i个字符（值在0～255之间），len就是字符串s的长度。计

算这个函数的值非常简单，例5-6就是这个函数的实现（根据Open JDK

源代码改写），chars是字符数组，即一个字符串[3]。根据我们的定

义，java.lang.String的hashCode()方法是key()函数。

例5-6：Java hashCode样例



因为hashCode方法尽量尝试优化，它缓存了已经计算过的散列

值，避免重复计算（例如，当且仅当散列是0时的计算值）。

下一步，我们构造散列表。我们有n个字符串，那么散列表A的大

小应该是多少呢？在最理想的情况下，A有b=n个桶，散列函数是一个

从字符串集合到整数[0,n)的一一映射函数。这是在正常情况下不可能

发生的，所以我们尝试着构造一个空桶尽可能少的散列表。如果我们

的散列函数平均分配键值，我们就能够获得一个比较理想的情况，数

组的大小和集合的大小差不多。我们定义hash(s)=key(s)%b，%是取模

运算符，返回key(s)除以b的余数。

高水平读者此时就会问基本的散列函数和散列表在这里会起什么

作用。因为单词表是静态的，所以我们能够通过构建一个完美的散列

函数来做得更好。一个完美的散列函数能够保证在一个特定的键值集

合中没有冲突产生。在这种情况下，一个完美的散列函数就能投入使



用，在接下来的“变种”一节中将讨论这个问题。让我们先在没有这个

完美散列函数的情况下尝试解决这个问题。

在我们第一次尝试解决这个问题时，我们选择了一个数组A，有着

217个桶，以及262 143个元素。我们的单词表包含213 557个单词。如

果我们的散列函数能够使字符串完美地分布，那么就会没有冲突产生

并且需要大约40 000个槽。但是情况并非如此。表5-4给出了我们单词

表中字符串的散列值[4]分布情况，散列表有着262 143个槽。正如你所

见，没有一个槽会存储超过7个字符串,对于非空槽来说，每个槽的平均

字符串数量大约是1.46。表5-4的每一行表明了使用的槽的数量以及有

多少字符串被映射到这些槽中。散列表中几乎一半的槽（116 186个）

没有字符串映射到。所以，这个散列函数浪费了大概500K的内存空间

——假设每个指针的大小是4个字节，我们不会使用在空条目上使用冲

突处理策略。你也许会非常惊讶这是一个非常优秀的散列函数，如果

需要寻找到一个比这个更好的，那么需要一个更加复杂的结构。对于

这个数据集来说，只有五对字符串有着相同的键值（例如，

hypoplankton和unheavenly有着相同的键值427 589 249）！



最后，我们需要决定采取什么策略来处理冲突。一个可行的办法

是在主散列表存储指向一系列条目的指针，而不是存储一个对象。这

个方法，如图5-6所示，叫做链式。

图　5-6　使用表结构来处理冲突



这个方法的总开销取决于你在每个槽中是元素列表还是nil值（表

示没有列表）。当一个槽只有一个元素时，它可以使用列表来存取。

作为我们的第一个近似的解决方案，我们将会使用这种方法并且在性

能成为瓶颈时改进它。

[1]在搜索之前基于散列的查找需要完整的单词，而使用二分查找，我

们并不需要一次性输入所有的字母，但是这样程序变得更加复杂了。

[2]log(200 000)=17.61

[3]代码可以从Open JDK的网站上下到，网址是http://openjdk.java.net。

[4]在这章中，每个Java类的hashCode方法使用的是之前描述过的key函

数，回忆一下hash(s)=key(s)%b。



驱动因素

选择散列函数是在实现基于散列的查找之前必须做的第一个决

定。散列已经被研究多年，并且有大量的描述高效散列函数的论文，

不过用在查找上使用这些函数简直是杀鸡用牛刀。例如，某些特定的

散列函数对于加密非常重要。对于查找来说，一个散列函数必须要有

一个好的分布，并且计算速度非常快。

存储器空间是设计基于散列查找时需要考虑的另外一个因素。主

存储器A必须能够足够大，以存下所有的查找键值，并且要给冲突键

值留下足够的空间。A的大小通常是一个素数。但是，如果我们不使

用开放定址的话（见接下来的“变种”一节），我们能够使用任何数字

作为A的大小。实践中一个好的选择是2k-1，即使这个值并不是素数。

存储在散列表的元素对内存有直接的影响。考虑图5-3的是如何在链表

中存储每个字符串的，所以存储在A中的元素看做链表元素。堆中包

含着指向元素的指针。每一个链表都有存储的开销，包含着指向链表

中的第一个和最后一个元素。如果你使用Java的LinkedList类，一些很

重要的附加字段和类使得实现非常灵活。程序员可以写一个简单得多

的链表类，只提供必需的功能，但是确实给基于散列查找算法带来了

额外的开销。



如果你使用LinkedList类，假设指针是四个字节，那么A中的每一

个非空元素都需要12字节内存。每个字符串元素不可以直接转换成

ListElement，需要12个额外字节。对于之前的那个有213 557个单词的

例子，我们需要5 005 488字节的额外存储。这种情况是：

·主表的规模：1 048 572字节。

·包含116 186个元素的规模：1 394 232字节。

·包含213 557元素的规模：2 562 684字节。

如果你使用Java的String类，那么存储字符串还会需要额外的开

销。每个字符串有12个字节的额外开销。因此我们就将增加213

557×12=2 562 684个额外字节，所以，例子中选择的算法需要7 568

172字节的内存来正常运行。单词表中字符串的实际字符数量只有2

099 075。我们的算法还需要大约是字符的存储空间4.6倍的额外存储空

间。

我们之后将会讨论一些优化内存使用的变种，当内存价格高高在

上时，你可以使用这些变种来节省开支。但是，如果你有足够的内

存，还有一个合理的并不会产生太多的冲突的散列函数以及一个可以

立即使用的链表实现，那么你为什么不选择JDK提供的解决方案呢？



只要散列函数能够将元素均匀分布，那么基于散列的查找将会得

到非常好的性能。查找一个元素的平均时间将是常数，也就是O(1)。

有其他的影响实现的因素。主要都是关于如何处理集合的静态或

者动态特性。在我们的例子中，我们知道我们的单词表有多大，并且

我们不会在单词表中添加或者删除单词，至少不会在程序执行时操

作。但是，如果我们有一个动态的集合，会做很多插入或者删除元素

的操作，我们必须为散列表选择一个合适的数据结构来优化性能。在

我们的例子中，我们的冲突处理策略工作得非常好，因为在链表中插

入元素只需要常数时间，删除元素的时间和链表长度成比例。如果散

列函数能够较好地分布元素，那么每一个链表相对都比较短。



解决方案

基于散列搜素算法有两个部分。第一个是创建散列表。例5-7的代

码表明了如何使用链表来存储元素。我们使用迭代器来从集合C中获取

元素然后输入。

例5-7：加载散列表



注意表A是如何由桶组成的，每一个链表的类型都是LinkedList＜V

＞[1]。同样我们也要注意表是如何在链表中存储集合C中的元素的，而

不是仅仅存储指针。

在表中查找元素是极为平常的。例5-8的代码做的就是这个工作。

一旦散列函数返回散列表的索引，我们需要看看相应的桶是否为空。

如果为空，返回空，表示查找的字符串不在集合中，否则我们在相应

的桶中遍历链表来查找字符串。

例5-8：查找元素

注意散列函数确保散列索引是在[0,tableSize)范围内的。如果在

String类上使用hashCode函数，散列函数必须考虑到hashCode内整数计



算可能会溢出并且返回负数。这个是必须要处理的，因为如果值是负

数的话，那么取模运算也会返回负数[2]，例如，在String类上使用JDK

的hashCode函数，字符串"aaaaaa"返回值为-1 425 372 064。

[1]＜v＞是HashTable中的类型参数，此处表示可以存放任何类型元素。

[2]在Java中，表达式-5%3=-2。



结果

也许相比其他的查找方法，基于散列的查找更能够反映出我们设

计的优劣，尤其是我们选择了什么样的存储元素的数据集合。理解输

入数据的动态性质是非常必要的，这有助于选择合适的数据结构。



分析

基于散列的查找有着非常优秀的性能特征。我们将简略地分析一

下。在散列表中查找一个元素可以分为如下几个部分：

·计算散列值。

·通过散列值索引到相应元素。

·如果有冲突，那么寻找到需要找的元素。

所有基于散列的查找算法都包含头两个部分；但是不同的变种处

理冲突的策略是不同的。

计算散列值的开销必须限制在常数时间内。如果你思考一下本节

的例子，计算散列值将会和字符串的长度成比例。对于任何有穷单词

集合来说，都存在一个最长的字符串，长度为k。如果tk是计算最长字

符串散列值的时间，那么它计算任何散列值需要≤tk的时间。计算散列

值因此被认为是一个常数时间的操作。

算法的第二部分也是时间的操作。如果表存储在二级存储器，根

据元素的位置以及在设备上定位元素所需要的时间可能会有相应的改

进算法，不过这个也是常数时间的操作。如果我们能够证明计算的第

三部分也是有着常数时间的上界，那么我们就能很容易地证明基于散



列的查找是常数时间的性能。当我们使用链时，我们将会定义一个负

载因子，α=n/b，b是散列表中桶的数量，n是存储在散列表中元素的数

量。负载因子表示的是在单个链中的平均元素数量。

在链中寻找元素的最坏时间是O(n)，只有在所有的元素都被映射

到表中同样的桶时。要查找的桶的平均数目是α。如果希望能够知道详

细的分析，请参见（Cormen等，2001）的第11章。

表5-5比较了例5-8的代码，它们都使用JDK类java.util.Hashtable，

只是大小有不同而已。对于标有p=1.0的测试来说，213 557个单词中的

每一个都会被用来作为目标元素。对于标记为p=0.0的测试来说，每一

个单词都会用*来替换最后一个字符，以确保目标元素不会在表中。注

意到我们在两种情况下都使用同样多的查找单词，确保散列的开销是

相同的。我们进行了100次实验，并且抛弃掉最好和最坏的结果。表5-5

表明了剩余98次实验的平均值。表5-6是我们在对散列表相关数据做的

统计。随着负载因子的降低，链表的平均元素数量也下降了，这直接

改善了性能。

散列表的规模加倍时，寻找一个元素的时间却下降了，因为链表

的长度变得更短，从实践中得知，在b=1 045 875时，没有链表包含超

过5个元素。因为一个散列表能够变得足够大，使得每个链表都很短，

所以其查找性能可以看做是O(1)。但是，即使是在（一直）有充足的

内存以及优秀的散列函数来分布元素到散列表中时，这也是很少发生



的情况。在b=1 045 875，并且采用例5-6中的散列函数时，213 557个单

词中大约81%被映射到唯一的桶中。

表5-6中给出了随着b增长，散列表的实际负载因子。注意当b足够

大时，只有一个元素的桶数目变得越来越多，而且链表的最大长度也

在下降。你可以看到当散列表的规模变得足够大时，查找的性能就是

O(1)。



已有的java.util.Hashtable类性能比我们的代码要优秀，但是随着散

列表规模的增长，节省的时间越来越少。因为java.util.Hashtable对List

类进行了优化，能够高效地管理元素链表。此外，当负载因子太高

时，java.util.Hashtable自动地“重新散列”整个散列表；重散列策略将在

接下来的“变种”一节中讨论。它将增加构造散列表的开销，但是改善

了查找的性能。如果我们阻止使用“重散列”策略，那么

java.util.Hashtable的查找性能将和我们的实现的性能差不多。表5-7给出

了重散列的次数以及构造散列表的总时间的关系。我们从之前描述过

的单词表中构造散列表，在进行了100次实验，抛弃最好和最坏的结果

后，这个表是剩余98次实验结果的平均值。在构造散列表来改善性能

时，这个类的设计者进行了一些额外的计算（做了一个很常见的权

衡）。在表5-7的第3、5列，我们注意到当重散列发生时，有着很明显



的性能开销。并且也发现最后两行没有进行重散列，所以在列3、5、7

中的结果是差不多的。通过重新构建散列表，减少元素链表的平均长

度，重散列的确改善了整体性能。



变种

基于散列查找的一个主要变种是修改了处理冲突的策略。与其在

槽中放入一个元素的链表，我们能够使用一种叫做开放定址的技术，

这种技术直接将冲突元素存储在散列表A中。如图5-7所示。使用了开

放定址技术，散列表减少了存储开销，例如在冲突的链表中使用指针

指向元素。使用开放定址技术，我们将散列函数调整成为带两个参数

的函数，h(u,j)=i,u∈U，i和j都是在范围[0,b)中的整数，b是A的规模。一

般来说，我们使h(u,0)=i=h'(u)，h'是之前描述过的一个散列函数。如果

A[i]的槽被占用了，并且这个元素和目标元素不匹配，我们计算h(u,1)

的值。如果这个值指向的槽还是被占用了，并且这个元素和目标元素

不匹配，那么我们计算h(u,2)的值，我们将重复这个过程，直到目标元

素被找到，或者槽是空，或者散列函数产生了一个我们之前已经访问

过得槽（此时就产生了一个错误）。

图　5-7　开放定址

假设我们能够确保我们不会重新访问一个槽，那么这种方法的最

坏性能是O(b)。开放定址技术在查找时表现非常好。即使在一个不成



功的查找中，期望的探测数目也只是1/(1-α)，并且最坏情况下，成功查

找的性能时(1/α)ln(1/1-α)[1]；详细信息请参见算法导论（Cormen等，

2001）。开放定址技术中有两种广泛使用的探测方法。第一种是线性

探测，这种方法下，我们的散列函数是h(u,j)=(h'(u)+j)mod n。当我们发

现有冲突时，我们简单地查看散列表中的下一个槽，使用这个散列函

数构成一个环形的查找。这个方法受元素的分布范围影响较大，当元

素分布比较密集时，将会导致需要探测很多槽，尤其是α接近于1.0时。

为了避免这种情况，我们可以使用二次方探测，散列函数变为h(u,j)=

(h'(u)+f(j))mod m，f是j的一个二次方函数。

在表5-5，我们看到在强制使用散列表不进行重散列之后，节省了

大量的时间。如果在一个元素插入之前，原散列表的负载因子已经非

常高了，那么一个重散列操作是有必要的。当散列表包含的元素比其

预想的要多时，那么可以调整自身的大小。最典型的方式就是将其桶

的数目加倍然后加一（因为散列表通常包含奇数个桶）。当只有很少

的桶可用时，所有表中存在的元素必须重散列以放到新的位置。这是

一个昂贵的操作，但是能够减少未来查找的总开销，不过这个操作不

能非常频繁，要不然散列表的性能将会退化。当你对散列表的性能不

满时，你必须允许散列表能够重散列使得元素平均分布到散列表中。

java.util.Hashtable默认的负载因子是0.75；如果你将这个值设为n/b，那

么它将永远不会重散列。



之前的“使用环境”一节中的例子使用了一个静态的字符串集合。

当面对这种特殊情况时，我们能够通过使用完美的散列函数，得到最

优化的性能。完美的散列使用两个散列函数。我们用一个标准的散列

函数来索引主表A。每一个槽，A[i]。指向一个小得多的二级散列表，

Si，这个散列表和散列函数hi绑定。如果有k个键值映射到槽A[i]。那么

Si将包含k2个槽。这看起来浪费了很多内存，但是明智地选择初始散列

函数能够减少这种浪费。选择合适的散列函数能够保证在二级表中不

会存在冲突。也就是说，我们能够得到一个性能为O(1)的算法。完美

散列分析的细节在算法导论（Cormen等，2001）中能够找到。Doug

Schmidt（1990）发表过一篇非常优秀的论文，论述了完美散列操作。

网络上有一些免费的多种语言的完美散列函数生成器可以下载。

一般来说，虽然有着很多潜在的元素ei会得到特定的键值k，但是

散列表也许被设计成只能存储其中的一个元素。也就是说，如果ei∈C

且ej∈C，那么i=j当且仅当key(ei)=key(ej)。有这个限制的原因是使得给

定键值key(e)下，能够快速寻找到元素e。如果原始集合C包含两个相同

的元素，那么仅仅只有一个会正确存储到散列表A中[2]。

[1]ln为以e为底的自然对数。

[2]GPERF for C/C++可以在http://www.gnu.org/software/gperf/下载到，

JPERF for Java可以在http://www.anarres.org/projects/jperf/下载到。



二叉查找树

在内存中进行二分查找的效率我们已经看到了，非常高效。但

是，当查找集合频繁地变动时，二分查找的效率退化得非常严重。如

果需要处理动态的数据集合，我们需要采用一种不同的数据结构来得

到可以接搜的查找性能。

要存储动态的查找数据集合的话，查找树可能是最常用的数据结

构了。无论是在内存中还是在二级存储器上，查找树的性能都非常优

秀。最经常使用的查找树是二叉查找树，其每一个内部节点都有两个

子节点。另外一种查找树——B树，是一棵n元树，是属于磁盘上的数

据结构。

输入/输出

使用了查找树之后的输入和输出和二分查找的一样。集合C中每

一个元素e都将被存储到查找树中，并且这些元素都需要有一个或者更

多的属性能够作为键值，这些键值决定了全集U。元素也必须有能够

区分它们的属性。查找树将会存储C中的元素。



使用环境

对于程序员来说，内存泄漏是一个非常严重的问题。当程序需要

长时间运行时，例如现在的大多数服务器程序，内存泄漏将会最终导

致程序耗尽物理内存然后崩溃掉，这就会产生非常严重的后果。

一个程序员可能会写一个程序来监视内存分配和回收，并且报告

程序的使用情况，以便于监视内存泄漏。这个内存分析程序可以仅仅

是简单地重写一个新的malloc()和free()函数来记录每一次分配和释放内

存的信息。我们希望记录每一次内存分配操作，并且当内存释放时，

我们必须及时更新信息。

在前面的描述中，我们不可能知道我们将要存储多少个元素。一

个基于散列的查找也许可以正常工作。但是我们也许会选择一个错误

的散列表规模，以至于影响高效的资源使用。一个替代的查找策略是

采用查找树。当我们准备在内存中维护我们的查找数据时，我们使用

二叉查找树能够很好地做到这个。二叉查找树在动态数据，尤其是插

入和删除操作非常频繁时，性能表现非常好。

一棵二叉查找树，T是一个节点的有限集合，并且节点之间能够通

过有序的特征，如键值，来进行区分。节点的集合可以是空，或者只

是包含了一个根节点nr。每一个节点n都指向了两棵子二叉查找树，Tl



和Tr，并且满足这样的性质：如果k是节点n的键值，那么所有在Tl的元

素的键值都小于等于k，所有在Tr的元素的键值都大于k。这个性质叫做

二叉查找树性质（Cormen等，2001）。图5-8给出了一棵二叉树的例

子。每一个节点都有一个整数键值，唯一的区分节点。你可以看到在

图5-8的树中寻找一个键值只需要从根节点开始，最多探测3个节点。这

棵树是完全平衡的。也就是说，每一个节点恰好有两个子节点。一棵

完全平衡二叉树有2n-1个节点。

图　5-8　一棵简单的二叉查找树

树也可能不会总是平衡的。在最坏情况下，一棵树可能退化到链

表的性能。考虑使用和图5-8相同的节点，但是如果按照图5-9的方式来

排列的话。节点被按照升序添加，虽然这个结构的确满足了二叉树的

严格定义，每一个节点的左子树都是空的。这棵树简直就是一个链

表。



图　5-9　一棵退化的二叉查找树



驱动因素

如果我们简单地需要定位一个查找元素，第一选择是基于散列的

查找。一些因素可能会促使我们选择二叉查找树。

·数据规模位置，并且程序必须能够处理任何规模的数据。

·数据集是高度动态的，在程序运行时候会有大量的插入和删除操

作。

·程序需要按照升序或者降序来遍历元素。

一旦我们决定使用二叉查找树，我们必须做出如下的决定。

·如果我们需要从任何指定节点起有序遍历数据集，那么在节点的

结构中必须包括指向父节点的指针。

·如果数据是动态的，我们必须平衡树。

在大多数应用程序中，我们需要平衡树结构来避免出现偏置，偏

置树的某些分支可能会比其他分支长或者短很多，在最坏情况下，会

导致图5-9那样的退化树。两个流行的平衡树可以使用。一个是AVL

树，由Adel'son-Vel'skii和Landis于1962年提出。一棵AVL树遵循如下的



平衡性质：任何一个节点的子树的高度都不可能比其他节点的子树的

高度大1。

最近更加频繁使用的平衡树叫做红黑树。红黑树是一个近似平衡

的。使用红黑树能够保证任何一个分支的长度都不会超过其他的分支

长度的两倍。一个红黑树满足如下条件（Cormen等，2001）：

·每一个节点被标记为红色或者黑色。

·根节点是黑色的。

·每一个叶子节点值为空，并且是黑色的。

·所有的红色节点都有两个黑色子节点。

·从一个节点到其子树的叶子节点的每条路径包含了同样数目的黑

色节点。

在图5-10中，由于篇幅的关系，我们并不会给出空值的叶子节点。

当你仔细看图时，你能够想象图中每一个叶子节点实际上有两个黑色

子节点，每一个都是空值。

图5-10所示的是一颗有效的红黑树，它包含7个不同的整数，按照

如下的顺序插入：13，26，43，17，25，15，16。



图　5-10　红黑树样例

现在我们希望加入一个键值是14的节点。按照如上所述的性质，

14将会被作为13的右子节点。红黑树插入算法将会修改这棵树，如图5-

11所示，我们将在下一节“解决方案”中描述这个过程。



解决方案

在一棵红黑树中查找和在其他任何二叉查找树中查找没什么不

同。例5-9是在红黑树中进行查找的代码。从根节点开始，我们将会检

查每一个节点，如果键值小于左子节点，那么我们准备开始遍历左子

树，否则遍历右子树。

例5-9：查找的Java代码



图　5-11　添加键值14的元素到红黑树所需要的4步

红黑树算法的关键是在于不断地插入和删除操作时保持红黑树的

性质。我们在这里描述插入的过程,删除的过程是非常复杂的，我们将

在代码中实现这个过程，你可以在algs.model.tree.BalancedTree类中阅读

相关代码。



当我们希望在图5-10的树中插入14时，一个值为14的新节点将会成

为值为13的节点的右子节点（图5-11的第一步）。一旦插入，红黑树的

性质就不能继续保持，所以需要进行调整。在第二步中，节点的颜色

会被更新，以确保不违反红黑树的性质4。在第三步中，树将会右旋以

确保不违反红黑树的性质5。最后，在第四步中，节点的颜色又一次被

修改，以满足红黑树的性质4。

当重构树时，一个基本的操作是围绕一个节点进行旋转。我们修

改树中的指针来加速这个旋转。图5-12给出了围绕一个节点左旋或者右

旋的结果。左子树可以围绕节点左旋来得到右子树。类似地，你也可

以让右子树左旋来得到左子树。

图　5-12　红黑节点旋转

你可以看到，为了能够进行旋转，红黑树中节点的结构必须包含

父节点指针。例5-10是执行左旋的代码，执行右旋的代码基本上差不

多。你可以在（Cormen等，2001）中找到左旋和右旋执行的细节分

析。



例5-10：左旋的Java实现

注意旋转操作维护的是二叉查找树的性质，因为节点的序并没有

改变。一旦新的节点插入到红黑树中，树将会自动调整以保持红黑树

的性质4和性质5。



结论

红黑树和其他的平衡二叉查找树一样，比简单的二叉查找树实现

复杂得多。不过这个代价通常是值得的，因为我们可以很明显地看到

性能的改进。红黑树有两个存储方面的需求。

·每一个节点需要存储其颜色，至少需要一个bit，但是事实上大多

数实现都使用了至少一个字节。

·每一个节点都必须有一个父节点的链接，这个在二叉查找树中是

不需要的。

红黑树的根节点必须是空值的。程序员能够让所有的叶子节点的

指针都指向这个单个空值节点。



分析

红黑树查找的平均性能和二叉查找一样，都是O(log n)。但是，插

入和删除操作也能够在O(log n)时间内完成。



变种

存在着一些其他的平衡树结构。最常见的就是之前提到的AVL

树。红黑树和其他的平衡二叉查找树是内存查找的最好选择。当数据

规模变得非常大，以至于不能完全存储在内存中时，另外一种树结构

就能够派上用场：n路树，其每一个节点都有n＞2个子节点。这类树的

一个常见版本叫做B树，它能够最小化在一个大数据集中寻找特定元

素时所需要的磁盘存取操作。B树同样被用来实现关系数据库。
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第6章 图算法

概述

图是计算机科学中用来表示复杂结构信息的一种基本结构。图6-1

所示的就是图。



图　6-1　（a）都铎王朝，（b）计算机网络，（c）航线时间表

本章我们会讨论一些通用的图表示法，以及一些频繁使用的图算

法。本质上来说，一个图包含一个元素集合（也就是顶点），以及元

素两两之间的关系（也就是边）。由于应用范围所限，本章我们仅仅



讨论简单图，简单图并不会如（a）那样有一个顶点的一条边是自己指

向自己，以及不会如（b）那样一对顶点之间存在多条边。

图

一个图G=（V,E）由一个顶点集V以及一个边集E组成。算法中通

常会出现如下几种图：

无向图

顶点（u,v）之间的关系模型不需要考虑关系的方向如何。在处理

对称信息时，这种图非常有用。例如，汽车可以在A镇和B镇之间的路

上双向行驶。

有向图

顶点（u,v）之间的关系和顶点（v,u）之间的关系不同，后者或许

不存在。例如，一个提供驾驶信息的程序必须存储单线道路的信息，

以避免给出错误的方向。

有权图

顶点（u,v）之间的关系是有权重的。可以是数值的也可以是非数

值的。例如，在A镇和B镇之间的道路有公里数，当然也包含了驾驶时

间这个信息。



超图

在顶点（u,v）之间可能存在多种关系，本章我们将讨论限定在简

单图上。

如果图中任意两点之间都存在一条边，那么这个图是连通图。一

个有向有权图的定义为：一个非空顶点集合{v0，……，vn-1}，一个有

向的边集合，每对顶点之间只有一条边，以及每条边上都有一个正权

值。在很多应用中，这个权值被认为是距离或者开销。对某些应用来

说，我们希望能够放宽权值必须为正的限制（例如，负值可以反映利

润情况），但是我们必须高度关注这样做的后果。

考虑图6-2的有向有权图，它由6个顶点4条边组成。存储这个图有

两个标准的数据结构：它们都显式地存储了权值，隐式表示了边的方

向。一种数据结构叫邻接表，如图6-3所示，在这个数据结构中每一个

顶点vi维护一个顶点的链表，链表中的每一个元素存储有vi到邻接节点

的边权重。这种基础数据结构是顶点的一维数组。添加一条边时，需

要额外的处理来保证不会出现重复的边。

图　6-2　有向有权图的例子



图　6-3　有向有权图的邻接表表示

图6-4则是表明了如何用一个n阶的邻接矩阵来存储有向有权图，每

个维度可以被索引。条目A[i][j]存储的是从vi到vj的边的权值；当A[i]

[j]=0时，顶点vi和顶点vj之间不存在边。使用邻接矩阵表示法，添加一

条边只需要常数时间。

图　6-4　有向有权图的邻接矩阵表示

我们也可以使用邻接表和邻接矩阵来存储无向图。看看图6-5的无

向图，我们使用＜v0，v1，……，vk-1＞来描述一条有k个顶点的路。这

条路遍历了k-1条边；一个有向图的路径是由同一方向的边组成。在图

6-5中，路径＜v3，v1，v5，v4＞是有效的。环是一个多次包含了同一个

顶点的路径。一个环通常用其最小形式表示。在图6-5中，在路＜



v3,v1,v5,v4,v2,v1,v5,v4,v2＞中存在一个环，这个环可以用＜v1,v5,v4,v2,v1

＞来表示。注意图6-2的有向有权图，存在一个环＜v3，v5，v3＞。

图　6-5　无向图样例

当使用邻接表来存储无向图时，同一条边（u,v）在邻接表中出现

了两次，一次是在u的邻接节点链表，一次是在v的邻接节点链表。因

此，相比同样数目的顶点和边的有向图，无向图在邻接表中存储所需

要的存储空间是前者的两倍。当使用邻接矩阵来存储无向图时，你必

须保证条目A[i][j]=A[j][i]；不需要任何的额外存储空间。



存储问题

当使用二维矩阵来表示元素集合中n个元素的潜在关系时，需要注

意一些事项。首先，矩阵需要n2个元素的存储空间，即使有时候元素

之间的关系集合非常小。在这些情况下，也就是所谓的稀疏图，由于

计算机内存的限制，不可能存储超过数千个顶点的图。例如，Java虚

拟机堆使用默认值256MB，创建一个二维的int[4096][4096]矩阵就已经

超出可用内存。即使程序员能够在一台有着更多内存的计算机上执行

程序，事实上创建的矩阵规模存在一个固定的上界。另外，在大规模

矩阵中存储稀疏图，遍历矩阵来寻找边的操作的开销会很大，并且这

种存储方法也限制了更多的改进。第二，当顶点之间有多种关系时，

不适合使用矩阵。为了能够在矩阵中存储这种关系，矩阵中每一个元

素将会当作一个表。

每一种邻接表示法都存储了相同的信息。假设，你写了一个程

序，需要计算出世界上任意两个城市之间的最便宜航班。每条边的权

重和两个城市之间最便宜直航的价格有关（假设航线不会中转）。根

据2005年国际机场协会（ACI）发布的一份报告，世界上有总共1659

个机场，这样也就需要一个有2 752 281个条目的二维矩阵。那么就有

一个问题：“多少条目是有值的”，它的答案取决于直航航线的数目，

ACI的报告也显示，2005年有71 600 000次“航空活动”，简单地说每天



有大概196 164次航班。即使所有的航班都是在两个不同机场之间的直

航（显然直航的数目要比这个小很多），这个矩阵也有93%是空值

——一个非常好的稀疏矩阵的例子！

当使用一个邻接表表示无向图时，我们可以使用一些方法来减少

需要的存储空间。假设一个顶点u的邻接顶点为：2、8、1、5、3、

10、11和4。首先，这些邻接顶点会以升序来存储，这样做能够快速地

定位是否存在一条边（u,v）。在这种结构下，虽然有8个邻接顶点，

但是确定是否边（u,6）是否存在只需要6次比较。当然，添加一条边

就不再是常数时间，这里我们需要权衡一下利弊。其次，为了能够更

加高效地检查是否边（u,v）存在，邻接表可以存储邻接顶点的范围，

例子中的邻接表中八个顶点可以减少到三个：1～5、8、10～11。这种

方法也能够减少是否存在一条边的计算次数，不过这会降低添加或者

删除边的效率。



图分析

当使用本章的算法时，决定使用邻接表还是邻接矩阵的最重要因

素是图是否为稀疏图。算法的性能是和图的顶点数|V|还有边数|E|相关

的。和其他算法书一样，我们简化了性能的公式，无论在最好、最坏

还是平均情况下，我们都使用V、E的大O记法来表示性能。O(V)表示

需要和图中顶点数成直接比例的计算步数。但是图中边的密度也必须

考虑。在稀疏图中，O(E)近似等于O(V)，然而在稠密图中，它近似等

于O(V2)。

我们将会看到，根据图的结构，一些算法会有两个变种，并且这

两个变种的性能不尽相同，一个变种也许执行时间为O((V+E)*logV)，

而另外一个是O(V2+E)。哪个更加高效呢？表6-1告诉我们这个答案取

决于图G是稀疏图还是稠密图。对于稀疏图来说，O((V+E)*logV)显然

更加高效一些，而对于稠密图，O(V2+E)就更加快速了。标记为“均衡

图”的条目，这种图的期望性能在稀疏图和稠密图上都是相同的，为

O(V2)，在这些图上，边的数目大致等于O(V2/log V)。





数据结构设计

图6-6的UML图中是本章我们将会在图上执行的关键操作，参考第

3章的UML图。C++Graph类使用的是邻接表来存储的（有向或者无

向）图，邻接表是用C++STL的核心类来实现的。并且，它将众多的表

存储在数组中，一个顶点一个表。顶点u的表存储的是IntegerPair类，

表示权重为w的边（u,v）。



图　6-6　关键图操作

图6-6的操作可以分为如下几类：

创建

图是创建自n个顶点的集合，也许有向，也许无向。load(char*)读

取文件中的点和边的信息来更新图。如果图是无向的，那么添加边

（u,v）的同时添加了边（v,u）。

查询

我们可能会做如下的查询：图是否为有向图，寻找给定顶点的出

边，查询是否某条边存在，查询边的权值。程序员可以创建一个迭代

器，返回图中任一顶点的邻边（以及其权值）。

更新

程序员可以在图中删除或者添加一条边。



问题

使用图结构可以解决很多问题。本章我们只是讨论其中一些，不

过你仍然有机会寻找到一些我们没有讨论的问题，然后去研究。给定

一个用边来定义的图，很多问题会和图中两顶点之间的最短路径相

关，路的长度就是路上边的长度之和。在“单源最短路径”这个问题

（例6-6）上，给定一个顶点s，我们需要计算出到图中其他所有顶点

的最短路径。在“对顶点间最短路径”问题（例6-7）中，我们需要计算

图中所有的顶点对（u,v）之间的最短路径。有些问题则是在更加深入

地使用了图的结构。我们可以从一个图中构造出一个最小生成树

（MST），最小生成树是一个无向有权图，是原图边的一个子集，但

是，原图的顶点仍然是连通的，而边的权值总和最小。在本章稍后部

分，“最小生成树算法”一节，我们将会描述如何高效地解决这个问

题。

我们首先从如何探索图开始讨论。两个最常使用的搜索方法是深

度优先搜索（DFS）和广度优先搜索（BFS）。



深度优先搜索

考虑图6-7左边的迷宫。在经过一些尝试后，一个孩子能够快速地

找到从起点s到终点t的路。但是计算机解决这个问题看起来就比较复

杂，一种方法是假设离目标并不太远，然后做尽可能多的深度移动。

也就是说，只要可以，随机选择一个方向，然后向这个方向前进，标

记一下起点。如果你走上一条死路，或者不能在不重新访问顶点的情

况下做任何深度移动，那么就会退到另一条未访问的分支上，并且向

这个方向前进。图6-7右边的数字表示的是一个解的分支点；事实上，

在这个解中，我们访问了迷宫中的所有点。

图　6-7　从s到t的一个小迷宫

我们能够用一个包含了点和边的图来表示图6-7的迷宫。一个顶点

表示迷宫中的每一个分支点（在图6-7的右边用数字标记），当然也包

括“末路点”。如果迷宫中在两个顶点之间存在一条有向路，并且在这



个方向上没有其他的选择，那么我们就说存在一条边。从图6-7得到的

迷宫的无向图表示如图6-8所示，每一个顶点都有一个唯一标识符。

图　6-8　图6-7的迷宫的图表示

为了解决这个问题，我们需要知道在图G=(V,E)的顶点s到顶点t间

是否存在一条路。本例中，所有的边都是无向的，但是即使在迷宫上

加一些限制条件，我们也能够非常容易地将其看成有向图。

图6-9的详解包括了用伪代码描述的深度优先搜索。深度优先搜索

的核心是递归的dfs_visit(u)操作，这个操作访问之前没有访问过的顶点

u。并且这个操作通过对顶点染色记录下了搜索进程。顶点可能会染成

如下三种颜色：

白色

顶点还未访问。



灰色

顶点已经被访问过了，但是其可能还有没有被访问过的顶点。

黑色

顶点以及其所有的邻接顶点都已经被访问过了。

首先，所有的顶点初始为白色，然后深度优先搜索在源顶点s上调

用dfs_visit。在对u所有的未访问邻接顶点（它们为白色）递归调用

dfs_visit之前，dfs_visit(u)将u染成灰色。一旦这些递归调用完成，那么

我们将u染成黑色，然后函数返回。当递归函数dfs_visit返回，深度优

先搜索开始回溯，直到回溯到一个有邻接顶点未被访问过的顶点（事

实上，回溯到标记为灰色的顶点）。

对有向和无向图来说，深度优先搜索从s开始，访问了图中所有s可

达的顶点。如果G中仍然有未访问，但是从s不可达的顶点存在，深度

优先搜索将会随机从其中选择一个作为源点，然后重复操作。这个过

程将会一直重复，直到G中所有的顶点都被访问。



图　6-9　深度优先搜索详解

在这个执行过程中，深度优先搜索遍历图中的边，计算和复杂的

图结构有关的信息。深度优先搜索维护一个计数器，在一个顶点第一

次被访问（标记为灰色）和完成在这个顶点上的深度优先搜索（标记



为黑色）时，这个计数器增加计数。对于每个顶点，深度优先搜索记

录如下信息。

pred[v]

前驱顶点，用来恢复从源点s到顶点v的路。

discovered[v]

其值为当深度优先搜索第一次访问v时，计数器增加后的值，简写

为d[v]。

finished[v]

其值为完成在这个顶点v上的深度优先搜索，计数器增加后的值，

简写为f[v]。

顶点访问的顺序将会改变计数器的值，所以需要注意邻接节点的

顺序。对很多构建在深度优先搜索上的算法，深度优先搜索计算出来

的信息都是非常有用的，包括拓扑排序，寻找强连通部，寻找网络中

潜在的弱点。让我们来看看图6-8，假设顶点的邻接顶点是升序排列。

那么计算出来的信息如图6-10所示。当计数器为18，顶点8正在被访问

时，让我们看看图中顶点的颜色。图中有些部分（例如标记为黑色的

点）已经被完全搜索并且不会被重复访问。我们需要注意白色顶点的d

都将大于18（因为它们现在还没有被访问），以及黑色顶点的f都小于



等于18，因为它们已经被完全搜索过，灰色顶点的d小于等于18，f大于

18，因为它们现在正处于某条递归访问的路上。

图　6-10　在一个例图上计算d、f、pred，计数器为18时顶点的着色情

况

深度优先搜索没有对图的一个整体认识，所以它是盲目地搜索顶

点＜5，6，7，8＞，即使是南辕北辙。一旦深度优先搜索结束，pred[]

的值能够用来生成一条从任意顶点到源点s的路。当然，这条路也许不

会是最短路径，例如＜s，1，3，4，5，9，t＞，但是最短的路径是＜

s，6，5，9，t＞[1]。



输入/输出

输入

一个图G=(V，E)，源点是s∈V。n表示的是G中的顶点数。

输出

深度优先搜索计算三个数组。d[v]表示的是v第一次被访问时，计

数器的值。pred[v]是深度优先搜索时，顶点v的先驱顶点。f[v]则是当v

被完全访问过之后，计数器的值，即dfs_visit(v)之后计数器的值。如果

原图是不连通的，那么根据pred[]的值实际上可以得到一个由深度优先

树组成的深度优先森林。对于森林中的树来说，它们根节点的pred[r]的

值都为-1。

假设

此算法对于有向图和无向图同样适用。

[1]注意，这里的“最短路径”指的是s到t经过的点的个数最少。



使用环境

深度优先搜索只需要在遍历图时存储每个顶点的颜色（白、灰或

者黑）。因此深度优先搜索在遍历图时，只需要很小的存储开销。

深度优先搜索能够在数组中存储其遍历图时的信息。事实上，深

度优先搜索对图的唯一要求是能够遍历给定顶点的所有邻接顶点，于

是这样，我们能够在复杂的数据结构上方便地进行深度优先搜索。因

为df_visit函数将原图看做一个只读结构。但是，深度优先搜索仅仅依

靠当前的信息，是一种盲目的搜索，它并没有一个明智的计划来快速

达到目标顶点t。



解决方案

例6-1是深度优先搜索的C++的实现。注意顶点的颜色信息只是在

dfs_search和dfs_visit中使用。

例6-1：深度优先搜索实现





如果d[]和f[]不需要，那么这些值的计算过程（以及将其作为函数

参数）可以从例6-1中的代码删除掉。深度优先搜索可以得到关于图中

边的额外信息。尤其，在深度优先森林中，有四种边。

树边

对于所有pred[v]=u的顶点v，dfs_visit(u)访问边（u,v）来遍历图。

这些边记录了深度优先搜索的进程。图6-10中的边（s,1）就是一个很

好的例子。

后边

当dfs_visit(u)处理到顶点v时，如果v是u的邻接顶点并且是灰色，

那么深度优先搜索就会知道它已经访问过这个顶点。图6-10中的边

（8,s）就是一个很好的例子。

前边

当dfs_visit(u)处理到顶点v时，如果v是u的邻接顶点，v的颜色是黑

色，而且u在v之前被访问，那么边（u,v）是一个前边。那么深度优先

搜索就会知道它已经访问过这个顶点了。图6-10中的边（5,9）就是一

个很好的例子。

交叉边



当dfs_visit(u)处理到顶点v时，如果v是u的邻接顶点，v的颜色是黑

色，而且u在v之后被访问，那么边（u,v）是一个交叉边。交叉边只是

在有向图中存在。

标记这些边的代码在例6-1中。对于无向图，边（u,v）可能会被标

记很多次，但是一般来说，只有在这条边第一次被标记时其标记有

效。



分析

图中的每一个顶点都会调用递归的dfs_visit函数一次。dfs_search

中的循环不会执行超过n次。在dfs_visit函数中，每一个邻接顶点都要

被检查，对于有向图来说，每一条边都只会遍历一次，然而在无向图

中，它们会被遍历一次然后会被检查一次。在任何情况下，性能开销

都是O(V+E)。



广度优先搜索

广度优先搜索（图6-11）使用了和深度优先搜索一种不同的方法来

搜索图。广度优先搜索系统地在图中搜索顶点，在搜索离源点s的距离

为k+1条边的顶点之前，所有的离源点s距离为k条边的顶点都已经被访

问。广度优先搜索不会访问图中那些源点不可达的顶点。

广度优先搜索不会进行任何回溯。我们可以通过查看顶点的颜色

来查看进度，就像深度优先搜索那样。事实上，在广度优先搜索中，

我们使用同样的颜色和定义。为了和深度优先搜索进行直接对比，我

们使用一个类似的计数器，用来记录顶点第一次访问和最后一次访问

的时刻。如图6-8所示，在相同的时间（例如，当计数器达到18时），

广度优先搜索能够前进到图6-12的状态，即顶点12被标记为灰色。注意

深度优先搜索已经处理顶点{1，6，8}，这些顶点都是离源点s一条边的

距离，以及顶点{2，3}，它们离源点s两条边的距离，还有顶点{7，

14，5}，它们在队列中等待被处理。有些顶点离源点s三条边距离，例

如{11，10，12，4}，已经被访问过了，虽然广度优先搜索还没有处理

这些顶点。注意队列中的所有顶点都被染成灰色，表示它们现在的状

态。



图　6-11　广度优先搜索详解



图　6-12　当计数器达到18时，广度优先搜索在图中的进程

输入/输出

输入

图G=(V,E)以及一个源点s∈V。n表示G中的顶点数。

输出

广度优先搜索得到了两个数组。dist[v]是从s到v的最短路径上的边

数。pred[v]是在广度优先搜索中v的前驱顶点。根据pred[]的值，我们可



以得到广度优先树，如果原始图是非连通的，那么对于所有源点不可

达的顶点w，其pred[w]值是-1。

假设

此算法适用于有向图和无向图。



使用环境

广度优先搜索存储队列中那些处于“活跃态”的顶点，因此对于一

个大图来说，可能需要一个相当大的存储器空间。广度优先搜索保证

能够为图中的顶点寻找到最短路径。事实上，广度优先树中的所有路

都是从源点s的最短路径（以边数来说）。



解决方案

例6-2是广度优先搜索的C++实现。广度优先搜索在栈中存储其状

态，因此不需要任何的递归调用。

例6-2：广度优先搜索实现





分析

在初始化时，广度优先搜索会对所有顶点的信息进行更新，因此

初始化的开销是O(V)。当一个顶点第一次被访问（染为灰色）时，将

它放入队列，顶点不会重复添加。因为队列能够在常数时间添加或者

删除元素，所以管理队列的开销是O(V)。最后，每一个顶点都仅仅会

从队列中删除一次，当且仅当其所有邻接顶点被访问时。循环处理边

的总次数上限为边的总数，即O(E)。因此总开销是O(V+E)。



单源最短路径

假设你有一架私人飞机，你需要寻找一条从Saint Johnsbury到Waco

的最短路径。你知道所有城市的机场之间的距离，并且它们之间都是

相互可达，不需要途中停留。解决这个问题的最广为人知的算法是

Dijkstra算法（图6-13）。找到最短路径之后，这个搜索可能会终止。

如果近似的结果可以接受，那么我们能够根据启发式的信息来引导搜

索，这就是这个算法的一个变种（A*搜索，在第7章讨论）。

本质上，Dijkstra算法贪婪地扩展顶点集S，对于S中的每一个顶点v

来说，s到v的最短路径已经计算出来。计算v的最短路径时，我们使用

S中顶点的路径。S最开始为{s}。算法如图6-14所示对S扩展，Dijkstra

算法寻找到距离源点s距离最短的顶点v(v∈V-S)，然后顺着v的边看看是

否存在一条最短路径到达另外一个顶点。在处理v2之后，算法通过路＜

s，v2，v3＞计算出s到v3的最短路径是17。一旦S扩展到等于V时，算法

完成。

输入/输出

输入



一个有向有权图G=(V,E)以及一个源点s∈V。图中每一条边e=(u,v)

都有一个相关的正权值。n是图G中的顶点数。

输出

Dijkstra算法得到两个数组。主要的计算结果是数组dist[]，其值表

示s到图中每个顶点的距离。注意dist[s]等于0。次要的计算结果是数组

pred[]，这个数组能够用来构造从源点s到图中每个顶点的最短路径。你

需要重新审视一下例6-3，看看pred是如何更新的。

假设

边的权值是正数，如果这个假设不是真的，那么dist[u]的值有可能

会是无效的。更坏的是，如果图中存在一个负值环，Dijkstra算法可能

会陷入死循环。在图6-13的第12行中，我们假设不会有算术溢出，你必

须注意，简单地添加一个对newLen≥0的检查。



图　6-13　使用优先队列的Dijkstra算法详解



解决方案

Dijkstra算法执行时，dist[v]表示的是根据S集中的顶点组成的子

图，我们能够找到的从源点s到v的最短路径的最大长度。并且，对于

每一个顶点v∈S，dist[v]为整数。幸运的是，Dijkstra算法不需要真正地

计算和存储集合S。它只初始创建一个包含所有V中的顶点的集合，然

后每次从集合中拿出一个顶点，计算出正确的dist[v]值；为了方便起

见，我们使用V-S来记录这个集合。当所有的顶点都被访问或者为被访

问的顶点都是源点不可达时，Dijkstra算法结束。

图　6-14　Dijkstra算法扩展S集

在例6-3的C++实现中，我们使用了优先队列来存储V-S中的顶点。

在这里优先队列是二叉堆，因为我们可以在常数时间寻找到优先级最

小的顶点（优先级是顶点到s的距离）。此外，当s到v的最短路径找到

之后，dist[v]的值减少，那么堆也必须修改。幸运的是，二叉堆形式的



优先队列decreaseKey操作在平均情况下花费时间为O(log q)，q是二叉

堆中顶点的数目，q永远小于或者等于顶点的总数n。

例6-3：使用优先队列的Dijkstra算法实现



结论

如果边权值之和超过了numeric_limits＜int＞::max()，那么会产生

溢出。为了避免这种情况，newLen使用了长整型。



分析

在例6-3的Dijkstra算法实现中，构造初始优先队列的循环将会执行

V次插入操作，将会花费O(V log V)的时间。在剩下的while循环中，每

条边都会被访问一次，因此decrease Key操作执行不会超过E次，花费

O(E log V)的时间。因此，总开销是O((V+E)log V)。

图6-15详解描述的是Dijkstra算法的一个版本，这个版本适用于稠

密图，使用的是一个邻接矩阵。例6-4中的C++实现更加简单，因为它

避免了使用二叉堆。这个版本的效率是由如何快速在V-S中得到最小的

dist[]。whilte循环将会执行n次，因为S每次只会增加一个顶点。在V-S

中得到最小的dist[u]将要探测n个顶点。注意在while循环的内循环中，

每条边都要被检测一次。因此，总运行时间为O(V2+E)。



图　6-15　稠密图的Dijkstra算法详解

例6-4：稠密图的Dijkstra算法实现





我们可以更深入地优化例6-4，删除所有的C++STL对象，如例6-5

所示。通过减少使用类的开销，我们能够得到令人印象深刻的性能改

进，就如在随后“比较”一节中讨论的那样。

例6-5：稠密图的Dijkstra优化算法





变种

如果最短的航线有许多，那么你可能解决了错误的问题。例如，

如果我们希望减少油料消耗，那么自然而然我们会选择最短路径。但

是在着陆和起飞时油料消耗也是必须考虑的因素。你必须考虑到起飞

和降落时额外的油料消耗，并且把这个额外的消耗加入到

distance（say，D）中。然后再寻找最短路径。

在这个问题上，我们能够找到最短路径。在其他的应用中，我们

可以用时间（例如在网络中尽可能快速地投递网络包）或者开销（例

如商务旅行中寻找最便宜的从S t.Johnsbury去Waco的交通工具）代替距

离。这些问题同样也可以抽象成最短路径。

如果我们需要在网络的两点之间传递数据包，在我们已经知道正

确传递数据包的概率，那么寻找到最可靠的路径很有必要。路径正确

传递数据包的概率是每条边的概率之积。我们创建一个新图，每条边

的概率将原图中的概率取负对数。这样，在这个新图中，最短路径就

是原图中的最可靠路径。

Dijkstra算法不能够应用于有负权边的图。但是，Bellman-Ford（如

图6-16和例6-6所示）可以在不存在负值环的情况下使用。也就是说，

不存在一个环，其边权值总和为负数。在这样的环存在的情况下，“最



短路径”的概念是没有意义的。虽然图6-13包含一个环{1，3，2}，但是

边权值为正，所以Bellman-Ford和Dijkstra算法都能够适用。

图　6-16　Bellman-Ford详解

例6-6：使用Bellman-Ford解单源最短路径



Bellman-Ford算法很直观地在图中推进n次，寻找是否存在一条边

（u,v），能够在给定dist[u]和边（u,v）的权值下，更新dist[v]。我们需

要至少n-1次推进，例如，在极端情况下，从源点s到某个顶点v的最短



路径需要通过图中所有的顶点。另外，因为边可以以任意顺序访问，

使用n-1次推进就能够确保所有的缩减路能够被发现。事实上，以不同

的顺序访问边将会导致一个不同的计算dist[]值过程。图6-17所示的是

在两个不同的图上执行Bellman-Ford算法，这两个图的区别在于标记为

v4和v1的顶点。但是如果你考虑重标记的话，两个执行过程都能够得到

同样的结果。

图　6-17　不同的Bellman-Ford执行过程，能够得到同样的结果



如果存在负环，Bellman-Ford是不能正常工作的。为了检测负环，

我们执行一个循环n次（不止一次），如果有调整dist的值，那么就存

在负环。从嵌入的循环中可以很明显地看出来，Bellman-Ford的性能是

O(V*E)。



比较

下面的列表比较了三个算法的期望性能：

·Bellman-Ford：O(V*E)

·在稠密图上的Dijkstra算法：O(V2+E)

·使用优先队列的Dijkstra算法：O((V+E)*log V)

我们在不同的情况下比较这些算法。当然，为了选择最适合你手

上数据的算法，你也可以像我们这样进行基准评测。我们将会执行算

法10次，然后抛弃最好和最坏的结果，表格中的结果是剩余8次的平均

值。

基准测试数据

产生一个“随机图”是非常困难的。在表6-2中，我们使用的是有

V=k2+2个顶点，以及E=k3-k2+2k条边的图（图的构造细节参见代码库

中的实现）。注意边的数目大概是n1.5，n是顶点的数目。使用了优先

队列的Dijkstra算法的性能最好，Bellman-Ford的性能紧随其后。我们可

以看到变种在稠密图上并没有多大性能改进。



稠密图

在稠密图中，E大约是O(V2)；例如，在一个有着n个顶点的完全图

中，存在n(n-1)/2条边。我们不推荐在这样的稠密图上使用Bellman-

Ford，因为这样的性能将会退化至O(V3)。表6-3的稠密图是来自于研究

人员研究旅行商问题（TSP）[1]时使用的数据。我们进行了100次实

验，抛弃最好和最坏的结果，表中的结果是剩余98次的平均值。虽然

在优先队列和稠密图版本的Dijkstra算法之间存在一点点差异，但是优

化过后的Dijkstra算法的性能得到了非常大的改进，如表中的第5列所

示。在最后一列中，我们给出了在同样的问题上，Bellman-Ford算法的

性能，但是结果只是五次执行结果的平均值，因为性能退化得太厉害

了。从最后一列我们知道，Bellman-Ford算法在小图上的绝对性能看起

来还是合理的，但是相比其他算法，在稠密图上使用这个算法就是一

个错误。



稀疏图

大图通常是稀疏的，图6-4的结果确认了，使用优先队列的Dijkstra

算法更加适合稀疏图，为稠密图设计的实现慢10倍左右。表格中的行

依稀疏图中的边数排序，因为这样可以明显地看出结果中的开销因

子。

[1]http://www.iwr.uni-heidelberg.de/groups/comopt/software/TSPLIB95/。



所有点对最短路径

我们通常不是寻找单源最短路径[1]，而是在任意两个顶点（vi,vj）

之间寻找最短路径。最快解决这个问题的方法是使用一个强有力的方

法——动态规划。

动态规划有两个令人激动的特征：

·它专注解决较小的，有条件限制的问题。当限制条件很严格时，

函数将会非常简单，系统地松弛限制条件，直到最后产生希望得到的

结果。

·虽然我们希望为问题寻找到最优解，计算最优解的值比寻找什么

是最优解要简单许多。在我们的例子中，计算每个点对（vi,vj）之间的

最短距离，然后进行一些额外的计算得到实际的路径。

给定一个n×n的dist矩阵，我们计算得到，对于所有的顶点对

（vi,vj）来说，dist[i][j]是vi到vj的最短路径。图6-18是Floyd-Warshall的

伪代码，以及它在一个小例子上的执行过程。



图　6-18　Floyd-Warshall详解

输入/输出



输入

一个有向有权图G=(V,E)。每条边e=(u,v)都有一个正权值。图G的

顶点数为n。

输出

Floyd-Warshall算法得到一个矩阵dist[][]，dist[u][v]的值表示从u到b

的最短路径。注意如果dist[u][v]是∞，那么从u到v之间不存在路径。在

两个顶点之间的实际路径可以从矩阵pred[][]推导出来，当然，pred[][]

也是这个算法计算的结果。

假设

边的权值必须为正值（例如必须大于0）。

[1]可能有多条有相同长度的路径。



解决方案

动态规划方法将会依序计算distk[i][j]，0≤k≤n，得到经过顶点v1，

v2，……，vk的从vi到vj的最短路径，distk[i][j][1]。例如，当k=0时，

dist0[i][j]将会是边（i,j）的权值，如果不存在这样一条边的话，那么值

为∞。当k=1时，我们将会检查所有的i和j，是否存在两条边（vi,v1）和

（v1,vj），其和小于边（vi,vj）。如果我们继续这个逻辑，直到k=n，

这时我们得到vi到vj的最终最短路径。

对于k＞0，我们假设计算distk时，distk-1已经被计算出来（在动态

规划中，我们需要以一种正确的方法解决这些子问题）。

Floyd-Warshall从k=0开始进行处理，直到k=n，即distn[][]被计算出

来。在计算distk[i][j]时，我们需要知道是否存在一条通过vk的从vi到vj

的最短路径。

·如果不存在，那么之前的计算结果，distk-1[i][j]仍然是我们现在的

最好结果。

·如果存在，这条最短路径就会被分成两条子路：一条从vi到vk的

最短路径，长度为distk-1[i][k]，加上一条从vk到vj的最短路径，长度为

distk-1[k][j]。从vi到vj的最短路径将会是distk-1[i][k]+distk-1[k][j]。



我们将不会尝试着分辨这两种情况，我们将会计算这两个值，然

后取最小的那个。当第二种情况的值较小时，Floyd-Warshall发现了一

条更短的路径。看起来也许很惊讶，因为我们不需要记录这条路径是

什么。而且更惊讶的是，我们只需要一个矩阵dist，而不是n+1个矩

阵。因为我们只关心总距离，而不是关心经过最少顶点的路径。例6-7

给出了这个令人惊讶的解决方案。

例6-7：计算所有点对最短路径的Floyd-Warshall算法





Floyd-Warshall计算出dist[i][j]，即在有向有权图中从vi到vj的最短

路径，按照这个方法，我们能够计算出pred矩阵，来得到两个顶点之间

的实际最短路径。例6-8中的那个简单的函数得到了一条从vs到vt的实际

的最短路径（也许有更多）。这个函数根据pred矩阵中的数据来构建出

最短路径。

例6-8：从已知的pred[][]构建出最短路径代码

[1]这些顶点并不需要区分开；也就是说，i可能等于j或者1≤i≤k或者

1≤j≤k。



分析

Floyd-Warshall算法的时间主要耗费在最小化函数上，时间为

O(V3)，我们可以从这三层嵌套循环中看出来。例6-8中的

constructShortestPath函数将会花费O(E)的时间，因为最短路径可能会

经过图中的每一条边。



最小生成树算法

给定一个无向连通图G=(V,E)，我们可能会需要寻找一个边的子集

ST，这个子集组成的图仍然是连通的。如果我们要求ST中的边的权值

总和最小，那么我们就遇到这个问题：最小生成树（MST）。

图6-19所示的Prim算法告诉我们如何从一个图中构造一个MST，这

个方法使用一种贪心的策略，每一步，这个算法都朝着解前进，但是

不会推翻之前的决定。在扩展一棵树T时，Prim算法每次添加一条边，

直到生成MST（可以证明这是最小的）。它随机选择一个开始顶点

s∈V，将s添加到一个集合S中，那么生成树T的根节点将会是s。Prim算

法是贪心算法，每一次将一条边添加到T中，直到计算出MST。寻找一

条权值最小的边（u,v），并且u∈S，v∈V-S，然后将这条边添加到MST

中，将顶点v添加到集合S中。



图　6-19　Prim算法详解

算法使用优先队列来存储V-S，V-S中的每个顶点v的优先级等于边

（u,v）的最小值，其中u∈S。这个精心的设计得到了一个高效的实



现。

解决方案

例6-9的C++实现是基于二叉堆的优先队列。一般来说，使用二叉

堆会降低实现的效率，因为在主循环中检查是否一个顶点存在于优先

队列（二叉堆不支持这个操作）将会很耗时间。但是，算法能够确

保，顶点只会从优先队列中删除，所以我们只需要维护一个状态数组

inQueue[]，这个数组在顶点从优先队列中取出时被更新。在另外一个

优化实现版本中，我们维护一个外部数组key[]，记录队列中每一个顶

点的优先级键值，这个值使得我们不需要从优先队列中寻找给定的顶

点。

例6-9：基于二叉堆的Prim算法实现





结论

当图是稠密图时，我们可以用斐波那契堆来实现优先队列。这样

性能将会提升到O(E+V*log V)，相比二叉堆实现而言，性能获得了相

当大的提升。



分析

Prim算法首先将所有的顶点插入到优先队列（二叉堆实现）中，

时间开销为O(V log V)。然后decreaseKey操作将需要O(log q)的时间，

q是优先队列中顶点的数目，q将会小于|V|。这个操作最多需要执行

2*|E|次，在这种情况下，每一个顶点都会从优先队列中删除，图中的

每一条边都会被访问两次。因此总性能是O((V+2*E)*log n)或者

O((V+E)*log V)。



变种

Kruskal算法可以替换Prim算法。它使用数据结构“不相交集”来构

建最小生成树，从权值最小的边开始有序地处理图中的所有边。

Kruskal算法的性能是O(E log E)，如果不相交集这个结构实现得足够

精巧，那么性能可能降到O(E log V)。算法的细节可以在（Cormen

等，2001）中找到。



参考文献

Cormen,Thomas H.,Charles E.Leiserson,Ronald L.Rivest,and Clifford

Stein.Introduction to Algorithms,Second Edition.McGraw-Hill,2001.



第7章 人工智能中的寻路

概述

如果一个问题没有明确的解决算法，那么我们就可以考虑使用寻

路算法。在这章我们将讨论两种寻路算法，一种基于博弈树，另外一

种基于搜索树。这两个方法本质上都是基于一种叫做状态树的通用结

构。状态树的根节点表示初始状态，边表示两个状态之间可以转换。

在树中进行搜索是非常有挑战性的，因为所有的状态并不会完全

计算出来，要知道，状态的数目可是爆炸性增长的。在跳棋游戏中，

有大约5×1020个不同的棋盘状态（Schaeffer，2007）。因此这样的树将

会在搜索时按需逐步构造。两种方法的特征如下。

博弈树

两个玩家轮流移动棋子，即从初始状态开始修改游戏的状态。每

一个游戏者都有很多赢面状态。同样也有一些“平局状态”，在平局状

态下，没有人会赢得游戏。一个优秀的寻路算法能够帮助玩家最大化

赢得比赛的机会，或者在不利的情况下帮助玩家保住平局。

搜索树



给一个主体分配一个任务，从一个初始状态开始，通过一系列的

移动，到达期望的目标状态。寻路算法能够得到从初始状态到目标状

态的转移序列。

博弈树

有一种叫做一字棋的游戏，它需要一个3×3格的棋盘，玩家在棋盘

上轮流画X或者O。第一个将三个标记画在同一行的玩家将会赢得这次

游戏，如果没有足够的空间画标记并且没有玩家赢得游戏，那么这场

游戏就是平局。10岁的孩子都知道先手玩家不可能失败，即使对手不

会犯任何错误。一个一字棋的计算机程序同样也能够完成这样的工

作，这个程序使用为组合对局（例如跳棋或者象棋，但是没有扑克，

因为扑克含有更多的运气成分）设计的人工智能算法。在一个组合对

局中，有一个初始局面状态，每个玩家轮流地进行游戏，更新局面状

态，直到达到某些胜利条件（或者是平局，没有玩家将赢得比赛）。

一字棋游戏中，仅仅只有765个局面状态（忽略掉那些对称的局

面）以及26 830个不同的比赛（Schaeffer，2002）。先手玩家总能够获

胜或者保平，通常计算机专业的本科生都会被要求编写使用AI算法写

一个一字棋的程序。我们仅仅需要构建博弈树（图7-1所示的是树的一

部分），然后从当前局面状态（树中的顶部节点）开始，寻找到一条

到达目标局面状态的路径，即胜利或者平局。



图　7-1　一字棋局面状态的部分博弈树

博弈树的另外一个广为人知的名称是与或树，因为节点只有两种

类型，与或者或。玩家O的博弈树如图7-1所示。顶部节点是一个或节

点，因为我们仅仅在六个可能的下一步局面中选择一个而已。中间层

节点是与节点，因为O的目标是无论X怎么下，O都能够至少收获平

局。图7-1的博弈树仅仅是有一部分被展开，因为事实上在底层只有30

个不同的局面状态。由于玩家O或者X都没有到达底层的局面状态，我

们将会看到顶部的局面状态特别有意思。直观地说，一字棋程序至少

要能够预先计算三步之后的局面，然后来指导玩家O如何应付当前的局

面。

博弈树表示游戏中从初始局面开始，经过有效的规则能够达到的

所有的局面状态集合，当然，由于这棵树的规模过于庞大，它不可能

完全计算出来。寻路算法的目标就是从一个局面状态开始，寻找一个

走法来最大化玩家赢得游戏的几率。我们因此将玩家的智能决策集合



转换成一个在博弈树上的寻路问题。这个方法对于较小的博弈树来

说，能够很好地完成任务，它也可以被修改来解决更加复杂的问题。

跳棋的棋盘是8×8，一开始有24粒棋子（12红12黑）。长久以来，

研究人员都一直尝试着寻找先手玩家是否能够至少保平。虽然精确地

计算出这个结果会很困难，但是我们还是能够估算出大概有5×1020个状

态。这种情况下，博弈树的规模将会不可思议地庞大。经过近18年的

计算（动用了多达200台计算机），Alberta大学的研究人员声称他们已

经证明了如果双方都能完美地下每一步棋，那么结果将会是平局

（Schaeffer，2007）。

在人工智能（AI）中，有些复杂的问题可以被转换成玩家轮流进

行的组合对局游戏，在这种情况下，我们可以使用寻路算法来解决。

早期的人工智能（Shannon，1950）研究人员考虑过制造一台下棋机

器，并且研究出两种解决搜索问题的方法，并且沿用至今。

A类

考虑双方将来可能的一些走法集合，这个走法集合是固定的，这

个策略为先手玩家找到有利位置。因此，第一步的走法决定了局势发

展的方向。

B类



我们可以根据一些游戏的知识来添加一些自适应的决策，而不是

简简单单地使用静态评估函数。显然地，（a）尽量多地评估能够达到

目的的位置，来为下一步走法寻找到一个有利的位置，这时当前局面

的评价真实反映了当前位置的重要性。以及（b）选择合适的走法，所

以那些漫无目的的走法不会消耗宝贵的时间。

在本章中，我们将会介绍一些最广泛使用并且最有效的方法来减

少组合对局问题的搜索空间。我们首先介绍A类算法，在双人对局中，

这类算法搜索博弈树，然后提供给玩家最优走法。是属于一种通用的

方法。这些算法包括Minimax、AlphaBeta和NegMax。更高级的B类算

法也会介绍（例如迭代加深）。

本章讨论的算法复杂程度与数据建立的模型好坏程度息息相关。

教科书或者Internet上的很多例子都是使用一个特定的对局来描述这类

算法。但是，算法和对局结合得非常紧密。因此，我们希望设计一系

列面向对象的接口，来将算法和对局分开。我们现在简单地概括一下

博弈树算法的核心概念，如图7-2所示。



图　7-2　博弈树的核心思想

IGameState接口抽象出来重要的思想，这些思想能够指导局面状态

的搜索。这个接口提供了如下的功能。

解释当前局面状态

isDraw()计算是否当前局面会导致平局，isWin()计算是否当前局面

下某个玩家已经获胜。

管理当前局面状态

copy()返回了当前局面的一份副本。所以玩家的移动可以不破坏原

始局面状态，equivalent(IGameState)决定两个局面状态是否相等。

IPlayer接口抽象出玩家能够对局面做如下操作。

评估一个局面

eval(IGameState)返回一个整数，表示玩家对当前局面的一个看

法，score(IGameScore)为玩家计算局面当前的得分。

得到有效的走法

validMoves(IGameState)返回当前局面下的有效走法。



IGameMove接口定义了当前局面下的有效走法。走法类根据问题

的不同而不同，因此搜索算法不需要了解这些类的特定实现。

IGameScore定义了得分计算的接口。在本章中，我们使用

BoardEvaluation计分函数来计算一字棋的得分，这个函数由Nil

Nilsson（1971）定义。nc(gs,p)返回一字棋局面下的行数、列数或者对

角数，gs表示玩家p可能在一行连成三个的局面。我们定义

score(IGameState gs,IPlayer player)如下：

·+∞如果玩家能够在当前局面gs下赢得游戏。

·-∞如果玩家在当前局面gs下输掉游戏。

·nc(gs,player)-nc(gs,opponent)，如果是当前局面会导致平局。

从编程的角度来看，博弈树寻路算法的核心是实现例7-1所示的

IEvaluation接口。

例7-1：博弈树寻路的通用接口

从一个表示当前局面状态的节点开始，算法假设对手走法相当完

美，基于这样的假设，计算出玩家的最优走法。稍后我们将讨论如何

在博弈树的搜索中使用MiniMax、NegMax以及AlphaBeta策略。



搜索树

八数码游戏是在一个3×3的网格上，放着8个小方块，分别标上1～

8，有一个空的格子没有方块。这个空格周围（水平的或者垂直的）方

块可以移动到这里，方块原有位置形成一个新的空格。这个游戏的目

标就是从一个初始状态开始，移动空格周围的方块，达到目标状态。

如图7-3所示。这种游戏不存在对手玩家，但是玩家的行为和博弈树描

述的行为相似。我们将问题抽象成一个初始状态（搜索树的顶部节

点），以及一个从当前状态达到目标状态（标记为"GOAL"）的走法序

列。从图7-3的例子中，我们可以看到从初始节点到目标节点的路径用

粗体标示出来，这条路径就是解法，一共用了8步。



图　7-3　八数码搜索样例



在这里我们使用术语搜索树，搜索树是表示一系列的中间棋面状

态的树，寻路算法处理这些状态然后逐步推进。我们使用树这个结构

是因为算法保证它不会处理两次同样的棋面状态。算法选择一种访问

节点的顺序，然后根据这个顺序尝试达到目标状态。

搜索树通常会快速增长到数百万个状态，本章的算法将会告诉我

们如何在搜索树中高效快速地搜索。想知道问题潜在的复杂度有多高

吗？我们首先使用采用深度优先搜索和广度优先搜索的寻路算法。然

后使用强有力的A*搜索算法，找到一个最小耗费的解（在特定的条件

下）。我们将简单地概括一下核心概念，如图7-4所示，然后在讨论搜

索树算法时使用这些概念。

图　7-4　搜索树算法的核心概念

INode接口抽象出了指导搜索棋面状态的核心概念。这个接口的作

用如下：

得到有效的走法



validMoves()返回当前局面下的有效走法。

评估一个局面

score(int)给当前局面的打一个整数分值，score()返回之前给当前局

面赋予的分值。

管理棋面状态

copy()返回当前棋面状态的一个副本（除开那些可选的数据），

equivalent(INode)得出两个棋面状态是否等价（优秀的实现可以检测出

对称棋面状态以及其他的等价情况）。key()返回一个对象，如果两个

棋面状态的key()返回值相同，那么这两个棋面状态等价。

管理棋面状态的可选数据

storedData(Object o)得到和给定对象相关的棋面状态。storedData()

返回的是可能会和当前局面相关的数据。

INodeSet接口抽象出了INode集合组织形式的实现。有些算法需要

队列，有些需要栈，有些需要平衡二叉搜索树。一旦选择了适当的结

构（使用StateStorageFactory类），算法将会利用此结构能够支持的操

作来维护INode集合。IMove接口定义了走法如何影响局面，不同的问

题走法不同，搜索算法不需要关注于它们的实现。



从编程角度来看，搜索搜索树时，寻路算法的核心是例7-2所示的

ISearch接口的实现。我们知道解法后，能够反推出走法。

例7-2：搜索树的寻路算法通用接口

给定一个表示初始棋面状态的节点以及一个目标节点，ISearch的

实现将会计算出一条路径，不可到达时将返回null。为了和博弈树分

开，在这里我们使用了“棋面状态”这个术语。



关键思想

一个看起来像是博弈的问题能够使用本章的算法来解吗？我们现

在将要描述一下能够使用本章所述算法的问题的关键思想。

表示状态

显然地，我们需要能够从当前位置中获取这个位置的所有状态信

息。例如，在国际象棋中，王车移位的条件是（a）王与车从来没有动

过，（b）自己的王与车之间没有棋子，以及王车之间的格子没有被对

方的棋子威胁，（c）王没有被对方将军。注意（b）和（c）能够直接

从当前棋面状态中推导出来，因此不需要存储，但是，我们需要存储

王和车哪个已经移动过。

搜索树中的每个节点都是存储的相关局面状态信息。如果一个游

戏能够产生一个指数级规模的博弈树，那么状态必须紧凑地存储。如

果局面状态存在对称，例如四子棋、黑白棋或者十五数码游戏，那么

搜索树的规模将会大幅减少，因为可以检测并且删除掉可以通过其他

状态旋转或者翻转得到的状态。在国际象棋，跳棋或者黑白棋中，我

们使用了一种叫做位棋盘的复杂表示方法来管理大量的状态，这样做

的好处是性能能够得到令人印象深刻的改进。



计算可行走法

在每个局面状态，必须要计算出一些可行走法。术语分支因子是

指在任何局面下可行走法的总数。例如一字棋，在画标记之后，分支

因子将会小于9（初始状态的分支因子）。3×3的魔方初始状态分支因

子（平均）是13.5（Korf，1985），而四子棋大多数情况下分支因子

为7。国际跳棋（不同于我们经常见到的那种）则复杂得多，因为玩家

下棋需要遵守的规则比较复杂。分析过大量跳棋数据库之后，吃子位

置的分支因子大概是1.20，而非吃子位置的分支因子是7.94，Schaeffer

计算出整个比赛中，平均的分支因子为6.14（Schaeffer，2008）。而

围棋的初始分支因子超过360（Berlekamp和Wolfe,1997）。

许多算法对于走法的顺序是非常敏感的。事实上，如果某个游戏

的分支因子非常高，而且走法由于某些原因没有被正确地排序，那么

盲目地搜索博弈树是得不到解的。

使用启发式信息

如果盲目搜索的算法不可能利用局面状态的信息，它仅仅是根据

固定的策略。深度优先盲目搜索简单地迭代所有可行的走法，直到找

到一个解法。而广度优先盲目搜索将会尝试完k步是否能够得到可行解

之后再去尝试k+1步是否能够得到。



我们可以通过如下几种方法来得到智能搜索（Barr和

Feigenbaum，1981）。

根据棋面状态选择如何扩展而不是使用固定的策略

并不一直使用深度优先或者广度优先结构，算法将根据当前需要

在这两种策略中灵活转换。

选择适当数目的可行走法，以及走的顺序

当考虑当前棋面状态下可行走法时，玩家必须评估一下这些走

法，哪些走法看起来能够赢得比赛，而哪些看起来不会。另外，玩家

可能会抛弃那些看起来不会赢得比赛的走法。

选择棋面状态，剪枝搜索树

在搜索过程中，可能会获得新的知识，利用这些新知识，我们可

以从选择列表中删除不必要的棋面状态。

最通用的方法是定义一个静态的评价函数，在计算的过程中评价

局面状态，排序可行走法。评价函数对寻路算法的性能影响非常大。

事实上，使用了坏的评估函数的寻路算法将不可能在每一步选择到最

优走法。有句谚语说得好：“错误的输入必然导致错误的输出。”



我们不会限制评价当前局面状态，一个评价函数能够短暂地扩展

博弈树，插入一些走法，然后从中选择看起来能够为玩家带来更多好

处的走法。但是现实往往不尽如人意，因为（a）这些操作的开销，以

及（b）通用的选择逻辑。在A*搜索的讨论中，我们将会给出一个搜

索八数码的样例，这个样例使用了不同的评价函数，我想你将会非常

高兴地看到设计高效函数是一门含蓄的艺术。

静态函数必须考虑到当前所出位置的各种特征，返回一个整数得

分，这个得分反映了玩家对当前位置的一个看法。例如，第一个成功

的国际跳棋程序是由Arthur Samuel（1959）开发的，它评价每个棋盘

位置，考虑游戏的多达24个特征，例如“棋子优势特性”（比较玩家和

其对手的棋子数目）以及“获胜交换特性”（在胜利时交换棋子而不是

在将要失败时）。很明显，如果评价函数能够做得足够好，那么一个

下棋引擎可以看做是一名优秀的玩家。

最大扩展深度

由于内存资源的限制，一些搜索算法在扩展搜索树和博弈树时会

选择扩展到一定程度为止。这个方法有自己的局限性，例如一个玩家

需要走很多步来布一个局。例如，在国际象棋中，经常会出现丢卒保

车这样的现象，为了获得更多的利益而牺牲掉某些棋子，如果恰好在

最大扩展深度的边界处牺牲掉某些棋子，那么我们做出的牺牲将不会



得到任何回报。使用固定的扩展深度，程序不会搜索某条水平线以下

的状态，这样就对成功搜索造成了不利的影响。



假设

我们假设问题的局面状态都可以高效地表示，并且在博弈树或者

搜索树的节点上，只有有限多个可行走法。搜索空间事实上可能是一

个图，而不是一棵树，因为到达同一个状态可能有多种走法。即便这

样，我们也在一个类似于树而不是图的结构上使用寻路算法，并且评

价线性的走法序列。

我们假设存在这样一个问题，我们叫它Tiny-Puzzle，作为深度优

先搜索，广度优先搜索以及A*搜索的伪代码所描述的例子。在Tiny-

Puzzle中，一个棋面状态包含两个非负数，s0和s1。每一个棋面状态存

在两种可行走法——（1）增加s0，以及（2）增加s1，所以这个游戏的

分支因子是2。例如，给定初始状态＜s0=0，s1=0＞，目标状态＜

s0=1，s1=2＞能够在3步内达到：增加s1，增加s0，然后增加s1。



深度优先搜索

深度优先搜索（图7-5）不断地向前寻找可行状态，试图一次找到

通向目标状态的道路，它并不会两次访问同一个状态。因为某些搜索

树包含大量的棋面状态，因此深度优先搜索只是在最大搜索深度固定

的情况下才具有可行性。深度优先搜索维护一个栈，保存未访问过的

棋面状态。在每次迭代时，深度优先搜索从栈中弹出一个未访问的棋

面状态，然后从这个棋面状态开始扩展，根据走法计算其后继棋面状

态。如果达到了目标棋面状态，搜索终止。如果没有达到的话，任何

在闭合集中的后继棋面状态都会被抛弃。剩余的未访问棋面状态被压

入栈中，然后继续搜索。



图　7-5　深度优先搜索详解

在一个八数码问题中，从初始棋面状态开始，限定最大深度为9，

我们可以得到一棵搜索树，如图7-6所示。我们从图中可以看到，虽然

有些地方已经扩展到深度9，但是我们找到的解只需经过8步。在这棵

树中，我们已经访问了50个棋面状态，还剩下4个未访问（浅灰色表

示）。



图　7-6　八数码问题的深度优先搜索树

输入/输出



输入

算法从一个初始棋面状态开始，寻找一个目标状态。算法假设在

给定棋面状态下可以尝试所有的可行走法。

输出

返回一个走法的序列，表示从初始状态到目标状态的路径（或者

只是输出是否存在一个解）。

假设

为了分析方便，我们假设d为深度优先搜索的最大深度，d为搜索

树的分支因子。



使用环境

深度优先搜索是属于盲目的搜索，只有在搜索空间小于计算机内

存空间时才具有可行性。程序员可以使用最大搜索深度来控制对资源

的使用。



解决方案

深度优先搜索在栈中存储一系列开放（例如还未被访问）棋面状

态，处理时每次从中取出一个。在例7-3的实现中，闭合集的结构是一

个散列表，可以高效地查询是否一个棋面状态已经访问，根据INode对

象来计算散列函数的键值、每个棋面状态有一个叫做DepthTransition引

用，记录（a）到达这个状态的走法，（b）之前状态，以及（c）从最

初位置开始到此的深度。算法会多次复制一个棋面状态，用来尝试各

种走法。

例7-3：深度优先搜索实现





例7-3的实现必须关注于闭合集所使用的数据结构，以便高效地得

知一个棋面状态是否已经访问。例如，如果闭合集使用的是一个简单

的链表，那么在闭合集中搜索一个元素所花费的时间将会占用整个算

法花费时间的大部分。注意，当后继状态是目标状态时，搜索算法终

止（在广度优先搜索中同样如此）。



结论

博弈树和搜索树的一个不同就是搜索树必须在搜索中存储棋面状

态的副本（在开放集和闭合集中）。基于博弈树的搜索算法在搜索过

程中只需要执行或者撤销走法。

没有任何条件限制的深度优先搜索将会在搜索树中盲目地搜索，

我们可以预见到它将会搜索巨量的节点，而不是有目标地尝试找到一

条可行路。更加讽刺的是，使用固定的搜索深度限制在巨型搜索树中

显得微不足道，无法在所限制的深度中找到解。

我们存储棋面状态，避免重复访问同一状态。为了改进算法的性

能，我们假设存在一个高效函数，能够为每个棋面状态生成一个唯一

键值，也就是说，如果两个棋面状态有着相同的键值，那么这两个棋

面状态是等价的。等价的意思也包括其他的相等情况，比如对称。例

如棋面状态：

旋转90°得到如下棋面状态：



这两个棋面状态可以认为是等价的。

相比广度优先搜索，深度优先搜索在开放集中存储更少的信息，

因此需要的空间更少。



分析

算法的性能取决问题的共性和特性。一般来说，开放集和闭合集

的核心操作会出乎意料地降低算法的性能，因为在集合中寻找元素的

朴素实现将会需要O(n)的时间。核心操作包括：

open.remove()

从开放集中删除状态。

closed.insert(INode state)

向闭合集中添加状态。

closed.contains(INode state)

查询是否给定的状态在闭合集中。

open.insert(INode state)

向开放集中添加状态，以供稍后访问。

因为深度优先搜索使用了栈来存储开放集，因此添加和删除操作

只需要常数时间。但是，如果闭合集是一个简单链表，那么

closed.contains(INode)的时间花费将会是O(n)，n是闭合集中状态的数



目。这个高昂的开销可以通过使用树或者散列结构来避免，在两种结

构中，都需要用到键值（实现INode接口的棋面状态类提供）。

问题的特性在如下方面能够影响性能：（a）一个棋面状态的后继

状态数目，以及（b）可行走法的顺序。有些问题中，一个棋面状态下

有着大量的可行走法，也就是说，深度优先地选择很多的路径将会是

不明智的。同样的，走法的排序也会影响整个搜索过程。如果可以使

用某些启发式信息，那么我们将看起来可能能够得到解的走法排在表

的前面。我们也可以利用对称性来改进搜索。无论棋盘如何旋转，计

算出来的棋面状态键值都是相等的，现在，我们不可能改进开放集的

结构，因为深度优先搜索的确需要一个栈结构，但是，我们可以从闭

合集入手，减少空间消耗。

我们使用三个例子来讨论一下深度优先搜索的性能，我们可以看

到仅仅是状态的些许不同，搜索却差异甚大。在每个例子中，至多需

要走10步才能找到解，表7-1列出了使用可变深度限制的深度优先搜索

性能。偶尔深度优先搜索能够很快地找到解，见表7-2，使用固定深度

8，算法从棋面状态N1开始，在搜索25个棋面状态之后，找到了一个需

要走8步的解（比我们预想的要好两步）。图7-7表示的是随着搜索深度

的增长，深度优先搜索的搜索树规模变化情况。一般来说，搜索树的

规模是分支因子b的指数级。对于八数码问题来说，根据空格的位置，



分支因子在1.6～3.81之间变化（Reinefeld，1993）。三个近似函数表

示的是给定搜索深度d，从三个初始位置开始，搜索树的规模。









程序员想知道图7-7的搜索树这样的规模下，解的质量如何。我们

可以得到如下两个结论：

一个不恰当的搜索深度得不到解

考虑初始状态N2，搜索深度为25，在搜索20 441个棋面状态之

后，我们仍然没有得到解。这怎么可能？因为深度优先搜索不会重复

访问棋面状态。搜索可是能够在第3451个棋面状态时就能够找到解。



上图是在深度为25时得到的棋面状态，这个棋面状态只有3步就能

够得到解。由于这个棋面状态已经访问过，搜索树不会再继续扩展，

所以这个状态会被加到闭合集中。并且搜索深度已经达到了深度限

制，所以不会从这个状态开始继续搜索，即使之后深度优先搜索在较

早的等级访问到这个状态，它也不会继续搜索，因为这个状态已经在

闭合集中。

随着深度的增加，解的质量可能会越来越不尽如人意

随着深度的增加，我们可以看到有时得到的解的规模是如何数倍

于期望规模的。

很有意思的是，给定初始状态N1，一个没有限制的深度优先搜索

将会在访问30个棋面状态之后找到一个30步的解，这时开放集中仍然

有23个棋面状态。但是，这种好事可不会一直发生，我们可以从初始

状态N2和N3得到的解中可以看出。



图　7-7　随着深度增加，深度优先搜索搜索树的规模



广度优先搜索

广度优先搜索（图7-8）尝试在不重复访问状态的情况下，寻找到

一条最短路径。广度优先搜索保证如果存在一条到目标状态的路径，

那么找到的肯定是最短路径。

图　7-8　广度优先搜索详解



事实上，深度优先搜索和广度优先搜索的唯一不同就是广度优先

搜索使用队列来保存开放集，而深度优先搜索使用栈。每次迭代时，

广度优先搜索从队列头拿出一个未访问的状态，然后从这个状态开

始，计算后继状态。如果达到了目标状态，那么搜索结束。任何已经

在闭合集中的后继状态将会被抛弃。剩余的未访问棋面状态将会放入

开放集队列尾部，然后继续搜索。

使用如下状态作为八数码游戏的初始状态：

图7-9是计算出的搜索树，我们可以看到算法是如何在搜索所有4步

长的路径之后，找到了一个5步长路径的解（几乎所有5步长的路径都

被探测过）。图中20个灰黑色的棋面状态是在开放集中等待被搜索

的。总共处理了25个棋面状态。



图　7-9　八数码问题的广度优先搜索树

输入/输出



输入

算法从一个初始棋面状态开始，寻找一个目标状态。算法假设在

给定棋面状态下可以尝试所有的可行走法。

输出

返回一个走法的序列，表示从初始状态到目标状态的开销最小的

路径（或者只是输出是否存在一个解）。



使用环境

广度优先搜索是属于盲目的搜索，只有在搜索空间小于计算机内

存空间时才具有可行性。因为广度优先搜索首先必须保证寻找到的是

一条最短路径，所以，如果需要很多步才能得到解，那么所需时间会

非常长。而且，这个算法可能不适合寻找从初始状态到目标状态的多

条路径（例如我们并不需要寻找绝对最短路径）。



解决方案

广度优先搜索在使用队列结构来存储状态的开放集合，每次从队

列头中取出一个状态。闭合集用散列表结构存储。每个棋面状态都有

一个回链，叫做过渡（Transition），这个链接记录的是得到当前棋面

状态的走法以及前一个状态的引用。广度优先搜索多次复制一个棋面

状态，用来尝试各种走法。

例7-4：广度优先搜索实现





结论

广度优先搜索也是在搜索树中盲目地搜索，在搜索可行的路径时

会访问大量的节点。它虽然保证能够找到最短路径，但是也需要维护

一个规模很大的开放集。不过，让我们感到宽心的是，由于使用的队

列来存储开放集合，所以插入和删除操作能够在常数时间完成。



分析

和深度优先搜索一样，广度优先搜索的性能和问题的共性和特性

有关。深度优先搜索对于共性的分析同样适用于广度优先搜索，但是

只是在开放集合的规模上有不同。广度优先搜索需要在开放集合中顺

序存储bd个棋面状态，b是棋面状态的分支因子，d是找到的解的深

度。开放集合的规模比深度优先搜索大得多，深度优先搜索的开放集

合只需要存储b×d个棋面状态，即深度d时候的候选棋面状态数量。不

过广度优先搜索能够保证找到一个解，从初始状态开始到目标状态，

这个解的步数是最少的。



A*搜索

广度优先搜索能够找到一个最优解（如果存在），但是可能需要

访问大量的节点，因为我们可以看到，它并没有尝试对候选走法进行

排序。相反，深度优先搜索却是尽可能多地向前探测路径，不过，深

度优先搜索的搜索深度必须得到限制，要不然它很有可能会在没有任

何结果的路径上花费大量的时间。A*搜索在搜索时能够利用启发式信

息，智能地调整搜索策略。

如图7-10所示，A*搜索是一种迭代的有序搜索，它维护一个棋面

状态的开放集合。在每次迭代时，A*搜索使用一个评价函数f*(n)评价

开放集合中的所有棋面状态，选择最小的棋面状态。我们定义f*(n)=g*

(n)+h*(n)：

g*(n)估算从初始状态到状态n的最短走法序列。

h*(n)估算从状态n到目标状态的最短走法序列。

f*(n)估算从初始状态开始，经过状态n，到达目标状态的最短走法

序列。



图　7-10　A*搜索详解

星号*表示使用了启发式信息（自从1968年开发出此算法后，这个

记法被广泛接受），因此f*(n)，g*(n)以及h*(n)是对实际开销f(n)，g(n)

和h(n)的估算，这些实际开销只能在得到解之后才能够知道。简而言

之，f*(n)越低，表示状态n越接近目标状态。



f*(n)最关键的部分是启发式的计算h*(n)，因为g*(n)能够在搜索的

过程中，通过记录状态n的深度计算出来[1]。如果h*(n)不能够准确地区

分开有继续搜索价值的状态和没有价值的状态，那么A*搜索不会表现

得比上述任何盲目搜索要好。如果能够准确地估算h*(n)，那么使用f*

(n)就能够得到一个开销最小的解。

输入/输出

输入

算法从一个初始棋面状态开始，寻找一个目标状态。算法假设

（a）在给定棋面状态下可以尝试所有的可行走法，以及（b）计算棋

面状态n的评估函数f*(n)。

输出

返回一个走法的序列，表示从初始状态到目标状态的近似开销最

小的路径（或者只是输出是否存在一个解）。

假设

如果估算得到的结果和实际结果相差不远，那么A*搜索得到的是

开销最小的解。

[1]注意g*(n)可能≥g(n)，因为事实上可能有更少的走法达到目标。



使用环境

我们使用如下的八数码：

图7-11和图7-12是两棵计算出的搜索树。图7-11的搜索树使用的是

Nilsson（1971）提出的GoodEvaluatorf*(n)函数。图7-12的搜索树使用

的是同样由Nilsson提出的WeakEvaluator f*(n)函数。浅灰色的棋面状态

表示达到目标状态时开放集合的元素。GoodEvaluator和WeakEvaluator

都能够得到同样的解，但是使用GoodEvaluator函数在搜索中更加高

效。根据两棵树中f*(n)的值，我们希望知道为什么WeakEvaluator需要

访问更多的节点。仔细观察在GoodEvaluator产生的搜索树的最初两

步，我们可以清楚地看到f*(n)呈递减趋势。而WeakEvaluator的搜索树

在走了4步之后才能够减少搜索的候选方向。WeakEvaluator不能很好地

差异化棋面状态，事实上，目标状态节点的f*(n)值比初始状态节点以

及其子节点的f*(n)都大。

f*(n)函数的h*(n)部分需要非常优秀的设计，这是一门工程而不是

一门科学。h*(n)必须非常高效，否则，搜索时间将会非常长。很多A*



搜索相关的文献都指出，h*(n)函数是高度特化的，根据问题的不同而

不同。例如在数字地形的寻路（Wichmann和Wuensche，2004）或者是

有限资源下的工程排期（Hartmann，1999）。Pearl（1984）写过一篇

设计高效启发式函数的文章（很遗憾已经绝版了）。Korf（2000）讨

论了设计可行h*(n)函数的高级策略。Michalewicz和Fogel（2004）提出

了一种新的解决问题的启发式思路，不仅仅是只能用于A*搜索。



图　7-11　八数码问题中使用GoodEvaluator f*(n)的搜索树



图　7-12　八数码问题中使用WeakEvaluator f*(n)的搜索树



解决方案

A*搜索在开放集合中存储棋面状态，所以能够高效地删除评价值

最小的棋面状态。在深度优先搜索和广度优先搜索中，A*搜索查看是

否已经达到目标状态的方式只是有些许不同。我们回忆一下，深度优

先搜索和广度优先搜索会检查棋面状态是什么时候生成的。尤其，A*

搜索在从开放集合中删除元素时，会检查是否已经达到目标状态，这

样做的目的是确保得到的解是最短路径。例7-5是A*搜索的Java实现。

例7-5：A*搜索实现





在深度优先搜索和广度优先搜索中，棋面状态都会在处理之后放

入闭合集中。由于A*搜索的启发式信息需要计算g*(n)，所以可能存在

一种情况，这种情况下，A*搜索需要重新评价已经做出的决定。比

如，如果存在一个将要被放入开放集合的棋面状态，其评估分数要比

已经访问过的相同棋面状态评估函数低。这样，A*搜索会将这个状态

从闭合集中删除，因为我们可能能够得到一个最小耗费的解。

每个棋面状态都存储了一个后链，叫做DepthTransition，记录的是

（a）生成此棋面状态的走法，（b）之前的状态以及（c）初始位置开

始的深度。在A*搜索中，g*(n)通常当作深度。算法多次复制一个棋面

状态，用来尝试各种走法。



结论

A*搜索的效果直接依赖于其启发式函数。如果h*(n)一直为0，那

么A*搜索不会比广度优先搜索要好。但是如果h*(n)＞h(n)，那么A*搜

索虽然能够给出一些解，但是也许不能够得到最优解。

如果启发函数h*(n)性能可以接受，那么这时候我们就可以使用A*

搜索。如果，那么表示启发式函数是可以接受的。这种限制需要满足

两个方面的条件，如果h*(n)返回一个负数（表示有时候棋面状态n越过

了目标状态），那么g*(n)的效果就会被抵消掉。如果h*(n)＞h(n)，那

么A*搜索可能找不到最优解。寻找到一个合适的高效h*(n)函数是非常

困难的。不过有大量不可接受的h*(n)，它们可以得到可行解，但是并

不最优。

如果h*(n)可行，那么A*搜索将会寻找到最优解。对于八数码问题

来说，表7-3列出了下述棋面状态下，三个启发式函数的情况。





驱动因素

广度优先搜索和深度优先搜索会检查闭合集是否包含某个棋面状

态，所以我们可以用散列表来提高效率。但是，对于A*搜索来说，我

们可能需要重新评估已经访问过的棋面状态。那么，会发生什么呢？

回忆一下在深度优先搜索中，一个达到深度限制的棋面状态，尽管只

离目标状态只有3步，但是也会被放入闭合集，并且不会再被处理。在

A*搜索中，如果棋面状态的得分比之前更低，那么它们就需要重新处

理。

A*搜索需要在开放集合中快速找到评价值最小的棋面状态。注

意，深度优先搜索和广度优先搜索从开放集合中得到下一个棋面状态

只需要常数时间，因为它们使用队列或者栈。如果开放集合是一个有

序链表，那么插入棋面状态的性能将会是O(n)，我们不能使用二叉

堆，因为我们事先不知道有多少棋面状态需要评估。因此我们使用平

衡二叉树，插入棋面状态和得到最小开销的棋面状态的性能都是O(log

n)。



分析

A*搜索的行为完全取决于启发函数。最近的研究结果（Russel和

Norvig，2003）表明，如果|h(x)-h*(x)|≤logh*(x)，那么性能将会是

O(d)，d表示解的距离，而不是O(bd)，b表示搜索树的分支因子。但

是，这个条件难以满足，在八数码问题表现很好的GoodEvaluator函数

也不能满足这个条件。

随着棋面状态变得越来越复杂，启发式函数越来越重要，同时也

越来越难以设计。首先启发式函数必须足够高效，或者能够影响整个

搜索过程。但是，即使是最差的启发式函数都能够较好地剪枝搜索空

间。例如，十五数码问题，八数码问题的一个扩展，使用八数码问题

的GoodEvaluator函数扩展时，目标状态如下：

初始状态如下：



A*搜索在处理39个棋面状态之后，快速找到了一个15步的解，这

个时候开放集合中还有43个棋面状态，如图7-13所示。



图　7-13　十五数码问题的A*搜索树

由于有着15步的限制，深度优先搜索在处理22 136个棋面状态之

后，仍然没有找到解。而广度优先搜索在处理172 567个状态（85 213

在闭合集中，剩余87 354在开放集中）时，已经耗尽了所有的64MB内

存。当然你可以加内存或者增大搜索深度限制，但是这些并不是你无

法解出这些问题的理由。

不要被A*搜索这么容易解出十五数码所迷惑，当初始棋面状态更

加复杂时，例如：

A*搜索也耗尽了内存。很明显，这个评估函数并不高效，这个例

子有超过1025个可能的状态（Korf，2000）。



变种

有一些算法使用了双向搜索（Kaindl和Kainz，1997），而不仅仅

是从初始状态向前搜索。一开始这种方法由于不能工作，被早期的AI

研究人员放弃，Kaindl和Kainz提出了强有力的理由，认为这种方法应

该被重新考虑。

一种广为人知的A*搜索变种叫做迭代加深A*(IDA*)，由

Korf（1985）提出。它依赖于一系列逐渐扩展的有限制的深度优先搜

索。对于每次后继迭代，搜索深度限制都会在前次的基础上增加。

IDA*比单独的深度优先搜索或者广度优先搜索要高效得多，因为每次

计算出的开销值都是基于实际的走法序列而不是启发式函数的估计。

Korf（2000）描述了高效的启发式信息是如何和IDA*结合起来，用于

解决十五数码问题，在整个搜索过程中，会对超过4亿个棋面状态进行

评估。

Barr和Feigenbaum（1981）提出了一些改进方法，在不能高效地

得到一个可接受的h*(n)函数时使用。



相关算法

虽然A*搜索产生了最小耗费的解，但是搜索空间可能会过大以至

于无法继续计算。增强A*搜索和处理这些巨大规模的问题的改进思想

主要包括：

迭代加深

这个策略重复迭代有深度限制的深度优先搜索，每次迭代都会增

加深度限制。这种方法能够选择出在下次迭代中优先被处理的节点，

因此减少了不必要的搜索，增加了快速收敛到获胜走法的可能性。同

时，由于搜索空间被切分成离散的部分，实时算法能够在尽可能多的

空间限制下，在时限内寻找到一个较优解。最先应用到A*搜索算法的

是Korf（1985），他发明了IDA*。

转移表

为了避免重复计算，程序员可以对局面状态进行散列，在一个转

移表中存储路径长度。如果状态在后面的搜索中会出现，而且当前深

度大于先前的深度，那么搜索将会终止。这种方法能够避免搜索一棵

低效的子树。

层次化



如果局面状态能够层次化地表示，那么我们可以重新构建一下搜

索空间。层次化寻路A*（HPA*）就应用了这种方法（Botea等，

2004）。

内存限制

与其在计算时限制搜索空间，程序员可以执行一种“有损”搜索，

在搜索的过程中舍弃一些节点，专注于搜索那些被认为和结果相关的

区域。简化内存限制A*（SMA*）就是一个例子（Russel，1992）。

Reinefeld和Marsland（1994）总结了一系列的A*的有趣的扩展。

更多的在AI系统中使用A*搜索的信息在教科书和大量的在线资源可以

找到相关信息（Barr和Feigenbaum，1981）。



比较

广度优先搜索能够保证找到步数最少的解，但是它可能需要评价

规模相当大的移动序列。深度优先搜索试着在每次搜索时能够前进更

多步，它可能能够快速得到一个解，但是它也可能在搜索树的某个部

分浪费大量的时间，尽管看起来这个部分不可能得到解。

我们认为比较深度优先搜索，广度优先搜索和A*搜索是值得的。

使用八数码问题作为样例，我们通过随机移动n个方块（n从2、4、8和

16开始），注意同样的方块不会在一行中移动两次，因为这就等于什

么也没做。当n≥32时，内存耗尽。对于每个棋面状态，我们执行

BREADTH-FIRST SEARCH,DEPTH-FIRST SEARCH(n),DEPTH-FIRST

SEARCH(2*n)和A*搜索。对于每个n：

·我们将计算开放集合和闭合集中的状态数目，从而可以看出算法

得到解的效率如何。标记为#的列表示的是多次运行的平均值。

·一旦找到解，我们将会计算解的步数，这样能够看出得到的路径

的质量。标有s的列表示的是多次运行的结果。括号中的数字技术的是

在给定深度限制下，没有能够得到解的次数。

表7-4综合了1000次运行的结果，列出了两个统计值：（a）生成的

搜索树的平均状态数目，（b）同样的结果的平均步数。



注意看随着n的增加，盲目搜索的搜索树的规模指数增长，但是A*

搜索的搜索树规模还是可控的。更精确地说，这些盲目搜索的增长率

如下：



广度优先搜索一直能够找到解的最短路径，但是注意即使A*搜索

检查更少的棋面状态，但是得到的解质量也不错（由于GoodEvaluator

启发函数）。在达到30步之后，搜索树的增长率达到O（n1.5147），虽

然不是线性，但是相比起盲目搜索，这个规模已经相当小了。这些增

长率函数的指数部分依赖于问题的分支因子。表7-4的图形化表示如图

7-14所示。



图　7-14　随机位置的搜索树对比

广度优先搜索能够找到最短路径，而A*搜索找到的路径也差不多

是最短的。最后，我们看看水平效应是如何阻止深度优先搜索解决问



题的（回忆一下那些离目标状态只有两三步远的状态却被加入闭合

集）。事实上，在1000次实验中，深度优先搜索使用最大深度限制为

13时，60%的实验都失败了。

分析主要关注于搜索状态的数目，这是决定搜索效率的主要因

素。当三种搜索都有可能搜索指数级的状态时，由于h*(n)函数计算出

的启发式信息，A*搜索将搜索最少的状态。

解决滑动n2-1个方块这样的问题不仅仅只是有寻路这种方法。

Parberry（1995）提出了一种别出心裁的方法，使用分治思想。也就是

说，给定一个n×n数码，n＞3，首先完成最左边的列和最上部的行，然

后递归解决(n-1)2-1数码问题。我们得到一个3×3的子问题，这是可以简

单地使用穷举法来解决。这个方法保证能在5*n3步内找到解。

我们现在结束对搜索树的讨论。本章剩余的算法都是基于博弈树

的。



Minimax

玩家希望搜索程序能够最大化从指定位置开始走，获得胜利的概

率（或者至少要保平）。程序不会仅仅考虑当时的局面状态以及当时

的可行走法，还需要考虑对手会采取的任何对策。程序需要假设对手

会采取最完美的走法，并且不会犯错。程序假设存在一个评估函数

score(state，player)，返回一个整数，表示局面状态的得分，分数越小

（可以为负）表示状态越差。

扩展博弈树时也需要考虑n步之后的局面状态。树的每一级轮流标

注为MAX层级（目标是最大化局面状态的得分，使得对玩家有利）和

MIN层级（目标是最小化局面状态的得分，使得对对手有利）。在每

一级，如果是玩家走，那么程序选择最大化score(state,initial)的走法，

如果是对手走的话，那么程序将会假设对手足够聪明，所以选择最小

化score(state,initial)的走法。Minimax算法如图7-15所示。



图　7-15　Minimax详解

输入/输出

输入

算法从博弈树中的一个初始位置开始，假设它能够（a）选择某个

局面状态的所有可行走法，以及（b）评价某个局面状态，表示从玩家



来看这个状态的质量。得分越少则质量越差。算法会预测固定步数，

这个数目叫做追寻深度。

输出

返回所有可行走法中最能使得玩家赢得比赛的走法，由评估函数

决定。

假设

评估局面状态是非常复杂的，程序员需要依靠评估函数来选择最

好的局面状态。事实上，在设计智能程序中，开发一个精确的评估函

数，例如象棋、跳棋，或者黑白棋，是一件非常困难的事情。我们假

设已经有一些这样的函数。



使用环境

Minimax不需要额外的记录。程序员只需要定义一个

score(state,player)方法来为玩家评价局面状态，这个方法返回负数表示

这个局面状态质量较差，而正数表示一个较好的局面状态。

博弈树的规模由每个局面状态的可行走法决定。假设有b个可行走

法。如果追寻深度为d，那么需要检查的游戏状态总数为：

假设b=10，d=6，那么需要评价的局面状态总共为187 300个。

Minimax的性能取决于评估函数的精度。在Minimax的递归调用

中，评估函数需要保持一致，不会因为调用者而改变。



解决方案

Minimax将会探测一个固定的追寻深度，或者当某个局面状态没有

可行走法时放弃继续探测。例7-6的Java代码返回了给定局面状态下，

玩家的最好走法。

例7-6：Minimax Java实现





MAX和MIN选择器简单地计算出得分，然后按需选出最大的或则

最小的分数。实现使用了IComparator接口，如图7-16所示。这个接口

定义了MAX和MIN，使得能够更加正确地为玩家挑选出最优走法。

opposite()方法是在MAX和MIN选择器中切换。

initialValue()返回这些比较器中最差的分数，根据所处层级属于

MAX或是MIN，我们得到不同的实际值。

图　7-16　IComparator接口重载了MAX和MIN操作符



结论

算法不能处理在递归搜索中产生的巨大数量的局面状态。在国际

象棋中，在棋面上，平均走法的数目是30个（Laramée，2000），也就

是说，仅仅向前预计算5步（即b=30，d=5），那么就需要评估25 137

931个棋面状态。这个值是这样计算出来的：

Minimax可以利用局面状态的对称性（例如棋盘的旋转或者反

转），缓存已经检查过的状态（以及它们的分数），但是节省的开销

因问题而异。



分析

图7-17是一字棋游戏中，玩家O采取Minimax搜索时的追寻深度为2

的轨迹。交替的MAX和MIN层级告诉玩家，要避免被秒杀，那么在左

上角画一个O是唯一走法。注意这里会扩展出所有可能的棋面状态，即

使确定玩家X可以稳赢。

博弈树的深度是固定的，我们可以根据追寻长度的走法序列，得

到一系列可能的局面状态。当每个局面状态都有固定的b个走法时，追

寻深度d的Minimax算法需要搜索的局面状态的总数大约是O(bd)，很明

显是指数级增长。

我们看看图7-17的结果，肯定有办法能够消除掉无用的局面状态。

玩家MAX试着最大化局面状态的得分，因为每一步都会被评价，玩家

MAX计算出他能够保证的最大值maxValue。因为我们假设对手不会犯

错，一旦指向一棵MIN子树的走法得到的结果比maxValue要小，那么

就不会搜索这棵子树。同样地，玩家MIN尝试着最小化局面状态的得

分，并且计算出他能够保证的最小值minValue，一旦指向一棵MAX子

树的走法得到的结果比minValue要大，那么就不会搜索这棵子树。我们

不会试着处理这两种情况（MAX或者MIN），我们首先讨论一种评价

博弈树的替代方案，这个替代方案将会对局面状态使用同样的评论方

法，而不是根据博弈树的层级。



图　7-17　Minimax的探测



变种

如果博弈树能够完全存储在内存中，那么可以不用设置追寻深

度。



NegMax

NegMax算法不再使用Minimax的MAX和MINI层级，而是每一级都

使用同样的方法。这种思想也形成了另外一种算法，AlphaBeta，我们

在稍后会讨论这个算法。在Minimax中，局面状态是一直从玩家的视角

来观察，然后选择走法（需要存储棋子的信息以供评价函数使用）。

此算法不再将博弈树划分为多个层级，NegMax对走法采取一致的

评价策略，从最坏的角度来评价子节点。从本质上来说，玩家走完之

后，对手肯定会试着做出最好的决定，因此，算法指导玩家选择最好

的走法，限制对手的可行走法。如果你比较图7-15和图7-18的伪代码，

你将会看到两个几乎相同的博弈树，唯一的区别就是局面状态是如何

被评分的。注意，对玩家来说，两个可行走法中的第一个是最好的，

因为这个走法对对手的限制最多。



图　7-18　NegMax详解

输入/输出

输入输出同Minimax。



使用环境

使用环境也同Minimax。



解决方案

在例7-7中，每一个MoveEvaluation的得分是简单地以走棋的玩家

角度来评价棋面状态。这样能够简化算法的实现。

例7-7：NegMax实现







结论

NegMax是非常实用的算法，如果需要，可以扩展成AlphaBeta算

法。因为每个棋面的得分都是负数，我们只需要仔细地区分胜利和失

败状态。尤其是最小值必须是最大值的负数。注意

Integer.MIN_VALUE（在Java中，这个定义为0x80000000或者-2 147

483 648）并不是Integer.MAX_VALUE（在Java中，这个定义为

0x7fffffff或者2 147 483 647）的负值。因此，我们将最小值定义为

Integer.MIN_VALUE+1，这个值可以调用静态函数

MoveEvaluation.minimum()获得。从完整性来看，我们也提供了

MoveEvaluation.maximum()函数。



分析

图7-19是一字棋游戏中，玩家O采取NegMax搜索时的追寻深度为2

的轨迹。注意这里会扩展出所有可能的棋面状态，即使确定玩家X可以

稳赢时。每个叶子局面状态的得分都是从玩家的角度出发。我们看到

初始局面状态的得分是-2，因为这是所有其子节点的最大负分。

NegMax探测的状态数目和Minimax一样，如果追寻深度为d，每个

局面状态的可行走法为b个，那么数目近似于bd。

最后我们可以看到NegMax是如何处理博弈树的叶子节点的。你同

样可以在例7-7的代码中看到，这些叶子状态节点都是从玩家的角度出

发，也就是说双亲节点从叶子节点选择的MoveEvaluation只是简单的最

大化这些叶子节点的得分。

NegMax的操作好似流水线一般，它不需要来回切换MAX或者MIN

层级。我们回忆一下Minimax是如何要求评估函数要从将要走棋的玩家

的观点来进行评估的。在NegMax中，局面状态是基于走棋之后的玩家

的视角。因为算法是选择“负分最大的子节点”。



图　7-19　NegMax探测



AlphaBeta

在考虑到对手的可能走法之后，Minimax算法能够较为恰当地找出

玩家的最优走法。但是，在生成博弈树时，这个信息却没有使用！我

们看看早先介绍的BoardEvaluation评分函数。回忆一下图7-17，这是从

初始状态开始，玩家X走了两步，玩家O走了一步之后，生成的博弈树

的一部分。我们可以注意到，Minimax算法的性能非常低下，即使每一

个子搜索都能够表示一个负棋面状态。总共有36个节点需要评价。

Minimax并不会利用玩家O第一步走在左上角避免被秒杀这个事实。

AlphaBeta算法（图7-20）使用一个固定的策略来从搜索树中剪除无效

的搜索，而不是在搜索中采取特殊的策略来使用信息。使用AlphaBeta

算法的博弈树等价扩展如图7-21所示。



图　7-20　AlphaBeta详解



图　7-21　AlphaBeta追寻深度为2时的搜索

AlphaBeta算法也是搜索最好的走法，它能够记住如果玩家O走在

左上角，那么玩家X的得分不会超过2这样的信息。对于玩家O的后续



每一步，AlphaBeta会决定是否玩家X有至少一步这样的走法，这步走

法能够比玩家O第一步要好。因此，博弈树只扩展了16个节点（相比

Minimax节省了50%的开销）。更重要的是，如果这个部分的结果无关

紧要，那么算法就不需要预计算可能的走法并且修改状态。

AlphaBeta选择Minimax也同样会选择的走法，但是会节省大量的

开销。和本章之前描述的其他寻路算法一样，AlphaBeta算法也假设对

手不会犯错，这样避免了搜索那些对局面没有影响的部分。

AlphaBeta递归地搜索博弈树，并且维护两个值，α和β，如果α＜

β，那么表示玩家α有胜利的机会。值α表示已经为玩家找到的最坏局面

状态（如果没有找到即负无穷），并且声明玩家的走法能够保证不低

于这个下界。α越大表示玩家能够表现得越好，如果α等于正无穷，那

么玩家能够找到一步绝杀，并且搜索中值。β值表示现在的最好局面状

态（如果没有找到即正无穷），即我们玩家能够达到的最好局面状

态。β越小表示对手在限制玩家方面表现得越好。因为AlphaBeta算法有

一个最大追寻深度，所以任何决定都受这个深度限制。

图7-21的博弈树给出了执行时候的[α,β]值；最开始为[-∞，∞]。使

用追寻深度为2的搜索，仅仅只考虑玩家X接下来会采取的一步走法，

AlphaBeta试着为玩家O找出最优走法。因为AlphaBeta是递归的，我们

能够追寻其进程，对博弈树进行遍历。AlphaBeta指导玩家O首先应该

占住左上角的位置。在评价了玩家X的5个可行走法之后，很明显玩家



X只能保证α最小等于-2（使用一字棋的BoardEvaluation静态评估函

数）。当AlphaBeta考虑O的第二步时，其[α,β]值现在是[-2，∞]，即“O

做出最坏的决定能够达到的状态得分为-2，最好的决定可能赢得比

赛”。当评价完玩家X的第一步对策，AlphaBeta发现X已经赢得比赛，

所以将不会再考虑X的更多走法。

回忆一下AlphaBeta搜索是基于NegMax。AlphaBeta保证不会搜索

无用节点。图7-22是在图7-17的基础上进行追寻深度为3的搜索，我们

可以看到AlphaBeta是如何剪枝的，Minimax的博弈树需要156个节点，

而AlphaBeta博弈树只扩展了66个节点。



图　7-22　AlphaBeta的追寻深度为3的搜索



初始位置为节点n，玩家O需要考虑6个可行走法。在轮到玩家或者

对手时都可以进行键值。在图7-22的搜索中，有两个这样的例子。

轮到玩家

假设玩家O在下在左列中间的位置，X于是下在顶行中间的位置

（搜索树中这是根节点的最左边的孙子节点）。现在，从O的角度来

看，O能够得到的最好的分数是-1。当X走在底行中间，我们决定是否

O能够赢得比赛时，将会用到这个值。这个时候[α,β]是[-∞,-1]。当O走

在顶行的中间时，AlphaBeta进行评价，得到分数为1，因为这个值大

于-1，所以在这个层级上的O剩余三个走法都可以忽略。

轮到对手

假设玩家O在下在左列中间的位置，X于是下在右上角，那么将会

立刻赢得比赛。AlphaBeta将不会考虑X的其他两个可行走法，因为在

以玩家O上一步走法为根节点的子树中，其剩余的搜索节点都会剪除。

搜索将会剪掉那些确定会失败的子树。当基于Minimax扩展出

AlphaBeta时，存在两种剪枝的方法，α剪枝和β剪枝，当基于NegMax扩

展出简单的AlphaBeta时，那么只有一种剪枝的方法。因为AlphaBeta是

递归的，那么[α,β]表示玩家的获胜机会大小，[-β,-α]表示对手获胜机会

的大小。在递归调用AlphaBeta时，会轮流从玩家和对手的角度来考虑

问题。AlphaBeta会返回Minimax（如果是基于NegMax扩展，返回和



NegMax相同的结果）相同的结果，但是它只会很少地扩展博弈树。

AlphaBeta仍然使用深度的限制，这样来看，它的行为非常类似于深度

优先搜索。

输入/输出

输入输出和Minimax相同。主要的区别是AlphaBeta将会利用已经

计算过的状态来决定是否继续搜索特定的子树。



解决方案

例7-8的AlphaBeta实现基于NegMax扩展。一旦当前局面状态下，

玩家不能保证一个更好的位置（α剪枝）或者对手不能强迫玩家走到一

个更坏的位置（β剪枝），那么搜索终止。

例7-8：AlphaBeta实现





结论

虽然得到的走法和Minimax的走法很类似，但是主要的改进就是

大量节省了时间，大量的状态被从博弈树中剪除掉了。



分析

因为AlphaBeta返回的结果和Minimax以及NegMax计算出来的几乎

相同，那么唯一能够看出AlphaBeta好处的地方就是检查生成的博弈树

的规模。这个任务是非常复杂的，因为如果对手的最优走法首先被评

价，AlphaBeta能够节省大量的时间。当每个局面状态有b个可行走法

时，追寻深度为d的AlphaBeta算法可能搜索的状态数目大约为bd。如果

走法是按照某种顺序降序排列，那么我们仍然需要评价所有的b个子节

点（因为我们要选择最优的走法），但是，最好情况下我们只需要评

价对手的第一种走法。在图7-21中，由于走法有序，在评价了一些走法

之后，就能够进行剪枝，所以在这棵博弈树下，走法排序并不是最优

的。

最好情况下，AlphaBeta在每一级为玩家评价b个局面状态，但是只

评价对手的一个局面状态。所以，在博弈树的第d级，AlphaBeta只需要

评价b*1*b*……*b*1个局面状态，而不是扩展出b*b*b*……*b*b个局

面状态。所以局面状态的总数是bd/2，节省了巨大的开销。AlphaBeta并

不会试图简单地最小化状态的数目，AlphaBeta扩展的数目有可能和

Minimax一样多，但是这种情况下，AlphaBeta扩展的深度是Minimax的

两倍。



从经验上来比较Minimax和AlphaBeta，我们构建了一个一字棋初

始棋面状态的集合，这些棋面状态至少能够走k步。然后定义追寻深度

为d=9-k，保证所有可能的走法都会探测到，然后对比Minimax和

AlphaBeta。结果见表7-5。我们看到AlphaBeta算法剪除掉了大量的状

态。

每个比较都说明了AlphaBeta的巨大改进。而且有些情况能够解释

为什么AlphaBeta如此优秀，例如这个局面状态：

AlphaBeta只需扩展47的局面状态（Minimax需要扩展8232个，节

省了99.4%）来告知玩家X应该选择中间的方块。但是，能够得到这样

大的性能改进的前提是可行走法有序，并且最优走法排在最前面。因



为我们的一字棋的解不会排序走法，可能会得到一些异常结果。例

如，将上面的棋面旋转180°：

那么AlphaBeta只需要探测960个局面状态（节省了88.3%）。
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第8章 网络流算法

概述

有很多问题可以抽象成顶点和有容量限制的边的网络。如何解决

这类问题将是本章所要关注的。Ahuja（1993）对现有大量的网络流算

法应用进行了深入的讨论。

任务分配

现在雇员们要完成一些任务，由于不同雇员在相同个任务上的花

费不同，所以我们需要找到一种分配方式，使得总花费最小。

二部图匹配

有一些求职者需要面试一些工作，寻找到一个合理的分配方式，

使得尽可能多的人能够找到能够胜任的工作。

运输问题

找到从工厂运输商品到零售商店性价比最高的方法。

转运问题



找到从工厂运输商品到零售商店性价比最高的方法，但是这类问

题中，我们可以使用一些中转站作为临时仓库。

最大流

给定一个网络，网络中的每条边都有一个最大容量，计算出这个

网络能够支持的最大流。

首先我们会阐述网络流问题之间的关系，这样能够帮助我们理解

这些问题是如何解决的。图8-1描绘的是这些问题的关系。一条有向边

将问题的一般化实例和问题的特例联系起来。例如运输问题就是转运

问题的一个特例，因为运输图并不包含任何的中转节点。因此一个能

够解决转运问题的程序肯定能够用于解决运输问题。



图　8-1　网络流问题之间的关系

在本章中，我们将阐述Ford-Fulkerson算法。此算法用来解最大流

问题。Ford-Fulkerson算法也可以直接用于二部图匹配问题，它们之间

的关系如图8-1所示。而且，一旦理解了Ford-Fulkerson算法的基本原

理，我们不难发现，Ford-Fulkerson算法的框架可以用来解决最小耗费

流问题，例如转运问题、运输问题以及任务分配问题。



从理论上来说，你可以利用线性编程（LP）来解决图8-1的所有问

题，但是你必须得先将这些问题转换成正确的线性表示形式，而且得

到的解能够转换成原有的形式。在本章末尾，我们将会举例使用线性

编程来解网络流问题。实际上，本章描述的特定算法解决图8-1的问题

效率要比LP高数个数量级。

网络流

如图8-2所示，通常我们抽象出来的网络流模型是一个有向图G=

(V,E)，V是顶点集，E是边集。图是连通的（虽然并不是每条边都需要

展示出来）。有一个源点s∈V，s生产商品，然后通过图的边运输到汇

点t∈V消费（也称为终点或者目标点）。网络流假设能够生产无限多的

商品，并且汇点能够消费完所有接收到的商品。

图　8-2　网络流图



每条边（u,v）都有一个流f(u,v)，表示从u运输到v的商品单位数

目。同样每条边有一个容量c(u,v)，表示从u运输到v的最大商品单位

数。在图8-2中，每个顶点和每条边都做了标记，我们用数字标记顶点

（源点和汇点用s和t标记），用f/c标记边，f/c表示一条边上的流容量以

及最大的流容量。例如边（s,v1）标记为5/10，表示这条边上有5个单位

的商品在通过这条边，这条边能够承受的最大容量为10个单位。当没

有单位通过边（例如v5和v2的边），那么只会在一个灰色方格中标示容

量。

在一个流通过网络时，必须满足如下的限制条件。

容量限制

通过一条边的流f(u,v)不能为负，而且不能超过边的容量c(u,v)，即

0≤f(u,v)≤c(u,v)。如果在网络中不存在边（u,v），那么c(u,v)=0。

流守恒

除开源点s和汇点t，每个顶点u∈V必须满足所有的入流等于所有的

出流。这个性质确保了在网络中，除了源点和汇点，不会产生和消耗

流。

反对称



从一致性角度来看，f(v,u)表示的是从顶点u到v的网络流。f(u,v)=-

f(v,u)，即使在一个有向图中存在两条边（u,v）和（v,u），这个性质也

同样成立。

在接下来的算法中，我们使用一条网络路径＜v1,v2,……,vn＞，表

示n-1条连续的边（vi,vj），这条网络路径中不存在环。在图8-2的有向

图中，一条可能的网络路径是＜v3，v5,v2,v4＞。在一条网络路径中，

我们忽略边的方向。图8-3的一条可能的网络路径是＜s,v1,v4,v2,v3,t＞。



最大流

在一个流网络中，如果给定了所有边的容量，那么我们可以计算

出这个流网络的最大流。也就是说，在每条边都有其容量限制的情况

下，从源点s输出，通过这个网络达到汇点的最大流量是可以计算出来

的。从一个可行的流（例如每条边的流量为0的流）开始，Ford-

Fulkerson（图8-3）持续寻找到一条增广路，这条增广路通过一个s到t

的网络，并且这条增广路上可以增加更多的流。如果不能再找到一条

增广路，那么算法终止。最大流最小割理论（Ford-Fulkerson，1962）

保证没有负流和负容量限制，Ford-Fulkerson肯定能够终止并且能够找

出网络中的最大流。



图　8-3　Ford-Fulkerson详解

输入/输出



我们使用链表来存储边，每个顶点u维护着两个不同的列表：从u

发出的前向边和指向u的后向边，因此每条边都会在这两个列表中出

现，需要多一倍的存储空间。本书的代码库中的算法实现使用的是一

个二维的矩阵来存储边，这个数据结构更适用于稠密的流网络图。

输入

流网络G=(V,E)有一个源点s和一个汇点t。每条有向边e=(u,v)都有

一个整数容量c(u,v)以及一个实际的流f(u,v)。

输出

Ford-Fulkerson会处理每条边（u,v）。计算出给定的容量限制下，

从s到t的最大流。这个时候，Ford-Fulkerson也计算出来了这个网络的

最小割，也就是说形成瓶颈的边集。



解决方案

Ford-Fulkerson基于如下结构：

FlowNetwork

表示这个网络流问题。这个抽象类可以有两种实现，一种基于邻

接表，另外一种使用数组。getEdgeStructure()方法返回的是存储边集的

结构。

VertexStructure

为顶点维护两个链表，分别存储的是前向边和后向边。

EdgeInfo

在网络流中记录边的信息。

VertexInfo

在数组中记录搜索到的增广路，增广路的前部节点和这个节点是

否有一个前向边或者后向边。

例8-1是Ford-Fulkerson的一个实现，其流程如图8-4所示。一个可

配置的Search对象能够计算出网络中的增广路，在容量限制内向网络中



加入更多的流。如果在之前迭代的过程中做出的是次优决定，那么

Ford-Fulkerson的搜索将会继续，但是不需要撤销之前的工作。

图　8-4　Ford-Fulkerson的建模信息

例8-1：Ford-Fulkerson Java实现





任何自图8-5的抽象Search类扩展出的搜索方法都能够用来寻找一

条增广路。Ford-Fulkerson的原始版本是使用深度优先搜索，不过

Edmonds-Karp使用的是广度优先搜索（见第6章）。



图　8-5　Search的功能

例8-3的流网络是使用深度优先搜索寻找增广路得到的结果，例8-2

是其实现。路径使用栈来存储顶点。我们从栈中弹出一个顶点u，然后

找到u的一个未访问顶点v，且满足这样两个条件：（i）边（u,v）是一

条前向边并且还有多余的容量；（ii）边（v,u）是一条前向边，并且通

过这条边的流可以减少。那么我们就能够找到一条潜在的增广路。最

后，我们达到了汇点t，这样就找到了一条增广路径，或者路径为空，

表示没有增广路。

例8-2：使用深度优先搜索来寻找增广路



顶点之间的后向指针由VertexInfo[]结构来维护，这样

FordFulkerson.processPath方法能够遍历这条增广路。



广度优先搜索的实现，又名Edmonds-Karp算法，其实现见例8-3。

在搜索过程中，路径的结构是顶点组成的队列。我们从队列头移除顶

点u，然后将可能组成增广路径的邻接顶点加入到队列尾部，这就是我

们扩展潜在增广路径的方式。同样，我们达到了汇点t，这样就找到了

一条增广路径，或者路径为空，表示没有增广路，此时算法结束。我

们使用图8-3的流网络，使用广度优先搜索能够找到4条增广路，分别是

＜s,1,3,t＞，＜s,1,4,t＞，＜s,2,3,t＞和＜s,2,4,t＞。也得到了相同的最大

流。

例8-3：使用广度优先搜索来寻找增广路径





结论

当Ford-Fulkerson算法终止时，顶点集V被分成了两个不相交的子

集，S和T（T=V-S）。注意s∈S，t∈T。S是V中不能组成增广路径的顶

点集合。我们得到的这两个集合是非常重要的，因为在S和T之间的前

向边组成了流网络的“最小割”。也就是说，这些边成了这个流网络的

“瓶颈”，因为（a）流网络被分成了两个顶点集合，S和T，这两个顶点

集合的流是最小的；（b）在S和T之间的流已经达到容量限制了。



分析

Ford-Fulkerson肯定能够终止，因为流的单位为整数（Ford-

Fulkerson，1962）。使用深度优先搜索的Ford-Fulkerson性能为

O(E*mf)，取决于得到的最大流的值mf。简单地说，我们可以在每次

迭代时向增广路中加入一个单位的流，但是容量巨大的网络可能会需

要大量的迭代。在这种情况下，我们会非常惊讶地看到运行时间与问

题的规模无关（例如顶点数或者边数），而是和边的容量相关。当使

用广度优先搜索时（又名Edmonds-Karp算法），性能为O(V*E2)。广

度优先搜索能够在O(V+E)的时间内找到最短的增广路，如果顶点比边

数少很多，那么实际性能是O(E)。Cormen等（2001）曾证明基于广度

优先搜索的Ford-Fulkerson算法是按照长度来依次求出增广路的，而不

是像深度优先搜索那样花费大量的时间，尝试尽可能接近汇点。



优化

流网络的典型实现方式是使用数组存储信息。我们在这里使用的

是可读性比较高的代码来解释算法，能够使读者理解算法是如何工作

的。但是我们很有必要考虑一下，在代码上做优化能够获得多大的性

能提升。第2章中，我们在n位数乘法中获得了40%的性能提升。很明

显，我们可以编写出更快的代码，但是代码可能可读性较差，而且不

易维护。例8-4是Ford-Fulkerson算法Java实现的优化版本。

例8-4：优化的Ford-Fulkerson实现







相关算法

Goldberg和Tarjan（1986）提出的压入与重标记算法将性能提升到

O(V*E*log(V2/E))，并且能够并行化获得更大的性能提升。最大流问

题的一个变种，又名多重物资流问题，泛化之后就是最大流问题。简

单地说，这种问题就是一个有着多重源点和汇点的网络，并且在不同

源点和汇点之间运输不同的物资，而不是像最大流问题中，仅仅只有

一个源点和一个汇点。尽管边的容量是固定的，但是每对汇点和源点

的使用需求并不一样。现实中，这种算法的应用于无线网中的路由问

题（Fragouli和Tabet，2006）。Leighton和Rao撰写过一篇文章

（1999），这篇文章被大量的多重物资流问题所引用。

最大流的一些简单变种如下：

顶点容量

如果流网络中的每个顶点v都有一个最大容量k(v)将会怎么样呢？

构建一个修改过的图G'。对于网络中的每个顶点v，构建两个顶点v'和

v"。并且创建一条边(v",v')，这条边的容量是k(v)。在图G中创建一条

容量为c(x,v)的边（x,v），对应原始图G中的容量为c(x,v)的每条边

（x,v"）。对应着原始图G中的每条边（v,w），在G'中创建一条新边

（v',w），其容量为k(v)。解出G'也就得到了G的解。



无向边

如果流网络G是无向边，那么会怎么样呢？构建一个流网络G'。

在新图中，所有的顶点都一样，对应着原始图中容量为c(u,v)的边

（u,v），在G'中构建一对新边（u,v）和（v,u），每条边的容量都为

c(u,v)。G'的解也就是G的解。



二部图匹配

匹配问题有多种形式。我们考虑如下这种情况，五个求职者会面

试五个职位。每个求职者都已经列出了满足能力要求的职位。现在的

任务就是将尽可能多地分配工作给求职者，但是每份工作只能提供给

一位求职者。我们会非常惊讶地发现可以使用Ford-Fulkerson算法来解

二部图匹配问题。在计算机科学中，这种方法叫做“问题归约”。我们

将二部图匹配问题归约为在流网络上的最大流问题，同时会介绍（a）

如何将二部图匹配问题的输入映射成最大流问题的输入，以及（b）怎

么将最大流问题的输出映射成二部图匹配问题的输出。

输入/输出

输入

二部图匹配包含一个包含n个元素si的集合，si∈S；一个包含m个

参与者tj的集合，一个包含p个可行的配对pk的集合（1≤k≤p,pk∈P），

配对将元素si∈S和参与者tj∈T连接起来。S集和T集是不连通的，这就

是二部图匹配名字的来历。

输出



原始可行配对集合中得到的一个配对集合（si,tj），P。这个集合

的规模是最大能够匹配上的配对数目。算法保证不存在更多的匹配数

（虽然会有其他的匹配方式能够得到同样多的匹配个数）。



解决方案

我们将二部图匹配问题归约成为一个最大流问题，而不是重新设

计一个算法来解决问题。在二部图匹配中，从元素集S和参与者T中选

择了一个匹配（si,tj）之后，si或者tj就不能被其他的匹配选择了。在一

个流网络图G=(V,E)中得到这样的性质的话，我们应该这样构建图G。

V包含n+m+2个顶点

每个元素si映射为顶点i，每个参与者映射为顶点n+j。创建一个新

的源点src（标记为0）和一个新的汇点tgt（标记为n+m+1）。

E包含n+m+k条边

首先会构建n条边，连接源点src和从S映射过来的顶点。然后再构

建m条边，连接汇点tgt和从T映射过来的顶点T。每个匹配pk=(si,tj)会映

射成边（i,n+j）。每条边的流容量为1。

我们在流网络图G中计算出的最大流就是原始二部图匹配问题中的

最大匹配集合，证明见（Cormen等，2001）。例如，考虑图8-6a中两

个匹配（a,z）和（b,y）的组成最大匹配集合，依照上述过程构造的流

网络如图8-6b。我们可以将其扩展到三对：（a,z）、（c,y）和



（b,x）。在找到一条增广路＜0,3,5,2,4,7＞之后，会对流网络进行相应

的调整。

图　8-6　小规模的二部图匹配归约成最大流问题

一旦找到最大流，我们将要将最大流问题的输出转换成二部图匹

配问题的输出。也就是说，对于每一条流为1的边（si,tj），输出选中了

匹配（si,tj）∈P。为了简化表述，例8-5的代码中删除了错误检测[1]。

例8-5：使用Ford-Fulkerson的二部图匹配





[1] 要 了 解 更 多 的 细 节 ， 请 参 见 代 码 库 中 的

algs.model.network.matching.Bipartite-Matching。



分析

如果要能够高效地归约，那么必须高效地从原始问题映射到目标

问题。二部图问题M=(S,T,P)可以在n+m+k步内转换成为一个图G=

(V,E)。G有n+m+2个顶点以及n+m+k条边，因此图G的规模仅仅比原始

二部图问题的规模大一个常数规模而已。这个重要特性决定了我们能

够高效地求解二部图问题。一旦Ford-Fulkerson算法计算出最大流，那

么网络中流为1的边对应着二部图中选择的匹配。要找到这些边只需要

k步，所以需要O(k)的时间来将解映射成二部图问题的解。



在增广路上的深入思考

解决最大流问题并不能帮助我们立刻解决本章之前讨论的其他问

题。但是，从最大流问题的解决出发，我们去考虑一类相似的问题，

这类问题都是在流网络中寻找最大流以及最小化开销。如果我们将网

络中的每条边（u,v）赋一个开销d(u,v)表示在此边上运输一个单位的开

销，那么目标就是最小化：

∑f(u,v)*d(u,v)

现在，在Ford-Fulkerson算法中，我们强调寻找能够增大网络中流

量的增广路的重要性。如果我们修改搜索方法，寻找最小开销的增广

路会发生什么呢？我们已经讨论过一些贪心算法（例如第6章中构造最

小生成树的Prim算法）就是不断地选择最小开销的方向进行扩展，也

许这样的方法能够在这里可行。

为了寻找最小开销的增广路，我们就不能拘泥于单纯使用广度优

先搜索或者是深度优先搜索。正如我们在Prim算法中所看到的那样，

我们必须要使用一个优先队列来存储和计算流网络中，每个顶点到源

点的距离。我们会计算从源点到每一个顶点运输一个单位的开销，然

后我们需要在不断的计算过程中维护一个优先队列。随着搜索的进

行，优先队列存储着节点的有序集合，这个集合中的元素将会指导着



搜索进行的方向。从优先队列中取出到源点距离（这里是开销）最小

的顶点u，然后选择一个还未被访问的邻接顶点v，并且满足（a）前向

边（u,v）还有多余的容量可供扩展，或者（b）后向边（v,u）的流可

以减少，继续进行搜索。如果我们在搜索的过程中遇到了汇点，那么

搜索就可以终止，而且成功地找到一条增广路，否则，不存在这样的

增广路。例8-6是ShortestPathArray的Java实现。

例8-6：Ford-Fulkerson寻找最短路径（以开销计算）





使用这样的策略来寻找最小开销的增广路，我们可以解决图8-1的

剩余问题。在图8-7中我们使用一个小例子来比较一个最大流计算和最

小开销流计算，从中可以看到这个最小开销搜索策略的高效了。图的

底部是每种方法找到的最大流。

在这个例子中，你是负责两家工厂的船务经理，这两家工厂一家

在芝加哥（v1），另一家在华盛顿特区（v2），每家工厂每天能够生产

300件工具。你必须保证在休斯敦（v3）和波士顿（v4）的消费者每天

能够有300件工具供应。你有一些选择策略，如图8-7所示。例如，在华

盛顿特区和休斯敦之间每天运输280件工具，每件工具花费4美元，但

是如果你从华盛顿特区运到波士顿，开销会增至6美元（虽然在这条航

路每天可以运送350件工具）。



图　8-7　揭示最小开销搜索策略的高效

我们不清楚Ford-Fulkerson算法是否可以用来解决这个问题，但是

我们能够构造一个图G，有一个源点s0，连接两个工厂顶点（v1和v2）



以及有一个新的汇点t5，连接两个消费顶点（v3和v4）。在图8-7的左边

我们使用Edmonds-Karp来证明我们能够满足消费者的所有需求，但是

每天的运输费用是3600美元。为了节省空间，源点和汇点都被忽略

了。在Ford-Fulkerson的每次迭代中，增广路的影响（当一次迭代更新

了边的流，流的值标记为灰色）显而易见。

我们能够得到最小开销吗？在图8-7的右边，我们给出了使用

ShortestPathArray作为搜索策略的Ford-Fulkerson算法执行过程。我们可

以看到第一条增广路的寻找过程是如何利用最低开销的航运率。同样

ShortestPathArray使用了开销最高昂的路径，即从芝加哥（v1）到休斯

敦（v3）的路，因为没有其他的路可以满足用户的需求，事实上，如果

这种情况发生，我们将会看到增广路减少了从华盛顿特区（v2）和到休

斯敦（v3）、波士顿（v4）之间的流。



最小开销流

解决最小开销流问题，我们仅仅需要构造一个流网络图，并且保

证满足之前讨论过的那些限制条件：容量限制、流量守恒以及反对

称。而且还要保证如下两个条件。

供应满足

对每个源点si∈S，所有边(si,v)∈E的f(si,v)之和（流出si的流）减去

所有边(u,si)∈E的f(u,si)之和（流入si的流）必须小于等于sup(si)，也就

是说，每个源点供应的商品的上限是sup(si)。

需求满足

对于每个汇点tj∈T，所有边(u,tj)∈E的f(u,tj)之和（流入tj的流）减

去所有边(tj,v)∈E的f(tj,v)之和（流出tj的流）必须小于等于dem(tj)。也

就是说，每个汇点需要的商品上限是dem(tj)。

为了简化算法的实现，我们将会限制流网络只有一个源点和一个

汇点。通过向现存的多源多汇点的流网络图添加两个新顶点，这种流

网络可以轻易得到。首先，添加一个新的顶点（s0）成为流网络的源

点，然后对每个源点si∈S，添加一条容量c(s0,si)=sup(si)以及开销

d(s0,si)=0的边（s0,si）。然后，添加一个新的顶点（tj,tgt）成为流网络



的汇点，然后对每个源点tj∈T，添加一条容量c(tj,tgt)=dem(tj)以及开销

d(t0,tj)=0的边（tj,tgt）。你可以看到，添加这些顶点和边不会增加原始

流网络的开销，但是也不会减少最后计算出的流。

供应sup(si)，需求dem(tj)以及容量c(u,v)都大于0。每条边的航运开

销d(u,v)可能大于等于0。计算出结果之后，所有的f(u,v)都会大于等于

0。

我们现在准备来解决图8-1中剩下的流网络问题。对于每个问题，

我们都会描述如何归约成最小开销流问题。



转运问题

有m个供应站si，每个供应站能够生产sup(si)个单位的商品。有n个

需求站tj，每个需求站需要dem(tj)个单位的商品。而且还有w个仓库

wk，每个仓库能够接收和转运最大为maxk个单位的商品，转运的费用

为每个单位wpk。每一个供应站si到需求站tj的单位开销d(i,j)是固定的，

从供应站si运送到仓库wk的开销为每单位ts(i,k)，然后从仓库wk转运到

需求站tj的开销为ts(k,j)。我们的目标是决定了从供应站si到需求站tj的

流f(i,j)之后，最小化总开销，可以定义为：

总开销（TC）=总运输开销（TSC）+总转运开销（TTC）

TSC=∑i∑jd(i,j)*f(i,j)

TTC=∑i∑kts(i,k)*f(i,k)+∑j∑kts(j,k)*f(j,k)

目标是寻找到所有的f(i,j)≥0，确保TC在满足供应和需求限制之后

最小。最后，通过一个仓库的网络流的单位为0，确保没有添加或者损

失任何的单位。sup(si)和dem(ti)必须大于0。运输的开销d(i,j)、ts(i,k)和

ts(k,j)必须大于等于0。

解决方案



我们将转运问题转换成最小开销流问题（如图8-8所示），构造了

这样一个图G=(V,E)：

V共有n+m+2*w+2个顶点

每个供应站si被映射成一个顶点i，每个仓库wk映射成两个顶点，

m+2*k-1和m+2*k。每个需求站tj映射成顶点1+m+2*w+j。然后创建一

个新的源点src（标记为0）和新的汇点tgt（标记为n+m+2*w+1）。

E共有(w+1)*(m+n)+m*n+w条边

在转运问题中构建边的过程可以在代码库中的Transshipment类找

到。

如果对应的最小开销流问题能够得到解，那么转运问题也能够得

到解，所有的f(u,v)＞0的边（u,v）∈E构成了结果集合。这些边的

f(u,v)*d(u,v)之和是结果集合的总开销。



图　8-8　转运问题转换成最小开销流问题



运输问题

运输问题比转运问题要简单得多，因为没有中继仓库节点。有m

个供应站si，每个供应站能够生产sup(si)个单位的商品。有n个需求站

tj，每个需求站需要dem(tj)个单位的商品。

对于连接供应站si到需求站tj的边（u,v）来说，其单位开销d(i,j)是

固定的。我们的目标是决定了从供应站si到需求站tj的流f(i,j)之后，最

小化总开销。可以定义为：

总运输开销（TSC）=∑i∑jd(i,j)*f(i,j)

解必须满足不大于每个需求站tj的需求和每个供应站si的供应能

力。

解决方案

我们将运输问题转换成没有中继仓库节点的转运问题。



任务分配问题

任务分配问题是转运问题的一个变种，有着更多的限制条件：每

个供应节点只能供应一个单位，需求节点也只需要一个单位。

解决方案

我们将任务分配问题转换成转运问题，只是加上了这样的限制条

件：每个供应节点只能供应一个单位，需求节点也只需要一个单位。



线性编程

本章描述的各种问题都可以用线性编程解决，如果能够在服从各

种限制条件的情况下，优化好线性目标函数，那么这种解决方案将会

非常高效和实用。

我们来看看实践中线性编程的表现吧，我们将图8-7的转运问题转

换成一系列的线性等式，然后用线性编程来解决。我们使用了一个通

用商业数学软件包Maple（http://www.maplesoft.com）来执行这些计

算。回忆一下，这个目标是在最小化开销的同时最大化网络上的流。

我们用变量来表示每条边上的流，变量e13表示f(1,3）。我们需要最小

化开销函数，这个函数是在每条边上的运输开销的总和。开销等式的

限制条件和之前描述的网络流问题的限制条件一样。

流量守恒

从源点发出的流总和必须等于其供应量。汇入到汇点的流的总和

必须等于其需求。

容量限制

一条边的流f(i,j)必须大于等于0。同样f(i,j)≤c(i,j)。



Maple计算的结果是{e13=100，e24=100，e23=200，e14=200}，

恰好等于之前计算出来的最小总开销（见例8-7）。

例8-7：求转运问题的最小化开销的Maple命令



George Dantzig在1947年提出的单纯形算法也能够解决例8-7中的

问题，不过需要成百上千个变量（McCall，1982）。虽然在特定情况

下，单纯形法也会导致指数级的计算，但是很多人证明这个方法在实

践中非常高效。我们不推荐你自己实现单纯形法，因为它的复杂度较

高，你可以借助商业软件库做这个工作。
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第9章 计算几何

概述

我们将会介绍一系列计算几何的相关问题。在过去几个世纪里，

数学家们已经研究过很多这样的问题，自20世纪70年代起，计算几何

开始被看做几何算法的一个子学科系统，相关数据结构保证了算法能

够高效地执行。在这样的条件下，算法帮助技术人员解决了现实中大

量的问题，本章将会介绍其中一些算法。本章阐述的一些数据结构和

算法对于本科生来说比较高深。但是，软件专业人员能够很容易地理

解这些数据结构和算法的原理，并且将其应用到实践中。

经典问题

计算几何和点、线和面这样的几何物体关系非常紧密。我们通过

如下定义来判断是否一个问题为计算几何问题：（a）输入的数据类

型。（b）将要进行的计算。（c）任务是静态的还是动态的。我们利

用这些分类方法，针对不同的跨领域问题采取不同的技术来改善性

能。

输入数据



计算机和问题必须定义输入数据。最常用的几种输入数据是：

·二维平面点集。

·二维平面线段集。

·二维平面矩形集合。

·二维平面任意多边形集合。

二维结构（线、矩形和圆）有着对应的三维结构（面、立方体和

球面）和n维结构（例如超平面、超立方和超球体）。高级计算几何问

题均可以扩展到更高的维度。

我们需要三个以上的维度吗？

一个计算几何问题：在一个29维面上有1400万个点，寻找每个点的

最近邻接点。

现实世界的服务：eHarmony婚介服务

（http://www.eharmony.com）宣称他们是“第一家使用科学方法来匹配

单身男女的网络婚介服务商”。这家公司使用的匹配相容系统注册了

专利（美国专利号6735568），eHarmony将会预测两个人是否能够长期

包容对方。这个系统的所有用户（据估计在2007年2月时达到了1400

万）需要填写一个436个问题的关系调查问卷。eHarmony然后从29个方



面（即29个维度）来计算两个人的匹配度。在2003年11月的一份报告

中，eHarmony指出91%的用户有10个或者更多的匹配人选。

数据置信度问题：一个包含1400万份记录的输入文件，每份记录有

29个文本或者数字值的字段。有些值可能错误或者缺失。我们会用其

他的近似记录来代替这份有问题的记录。

我们首先将阐述一系列计算几何的核心接口，然后再介绍一些实

现这些接口的类。在实现这些接口的基础上，所有的算法都会保证最

大的便携性。

本章的算法基于图9-1所示的核心思想：

IPoint

表示最基本的笛卡儿点（x,y），坐标是双浮点精度。我们编写了

一个比较器，首先对x坐标从左至右进行排序，然后再对y从下到上进

行排序。

IRectangle

表示笛卡儿平面上的矩形，能够判断是否和一个点相交或者是否

包含另外一个IRectangle。

ILineSegment



表示笛卡儿平面上的一个有限长度线段，并且有固定的起始点。

在“一般位置”上，除了水平线（这种情况下，最左边的点被当作起始

点），起始点的y坐标要高于终止点的y坐标。它能够返回是否和其他

的ILineSegment或者IPoint对象相交，在考虑线段的方向时，还能返回

一个IPoint对象在其左边还是右边。

这些处理二维的核心思想可以很自然地扩展到如何处理多维度，

如图9-2所示。

IMultiPoint

表示一个n维的笛卡儿平面点，每个坐标值是双浮点精度，能够返

回和另外一个相同维度的IMultiPoint的距离，也可成一个坐标值的数

组，用来优化某些算法的性能。

图　9-1　计算几何的核心接口



图　9-2　多维数据的接口

IHypercube

表示一个n维的固体，能够判断是否和一个IMultiPoint相交或者是

否包含另外一个同一维度上的IHypercube。

IMultiLineSegment

表示在n维笛卡儿平面上一个有限长度线段。

一般来说，点的坐标值都是实数，所以我们的实现必须用浮点值

来存储数据。在20世纪70年代，由于计算机硬件的限制，浮点计算的

开销要大于整数计算的开销。但是现在的计算机已经不存在这个问

题。第2章讨论了更重要的几个问题，例如舍入错误，这些问题和浮点

计算息息相关，对本章算法产生了不利影响。

最后，有些计算几何的算法需要整数值的间距，如图9-3所示。



图　9-3　表示间距[left，right)的接口

IInterval

表示一个半开区间[left，right)，left和right为整数值，并且最小单

位为1，它包含了left值，但是不包含right值。它能够返回和一个整数值

的关系（左边、右边或者相交）。

我们会编写一系列类实现这些接口类型，用来初始化对象（例

如，类TwoDPoint实现了IPoint和IMultiPoint接口）。

计算

计算几何明显和空间问题相关，见表9-1。有三种主要的任务。

查询

寻找数据中满足条件限制（例如最近或者最远）的元素，这类任

务和第5章的查找算法直接相关。

计算



在输入数据（例如线段）上进行一系列的计算，得到一些包含了

输入数据元素的几何结构（例如线段的相交点）。计算的结果就是问

题的结果。

预处理

将巨大规模的输入数据组织成一种数据结构，来计算一系列问题

的结果。也就是说，预处理任务的结果就是这一系列问题的输入。

在本章的剩下部分，我们将会抽象各种计算几何问题然后进行计

算。这些技术的应用范围并不仅仅限于几何问题，在现实中也有很多



应用。例如，扫描技术能够帮助我们对无序对象（例如点、线和多边

形）排序然后进行后续处理。

任务的本质

静态任务是处理一个固定的输入集合。但是，有两个非常重要的

动态思想改变了解决问题的方法。

·是否任务需要多次在同一个输入数据集上进行计算？如果是的

话，那么我们需要对输入数据进行预处理来改善远期性能。

·输入数据是否在处理一次之后会改变？如果会的话，那么我们需

要选择能够应对这种变化的数据结构。

动态任务要求数据结构能够较好地应对变化的输入。固定长度的

数组也许适用于静态的任务，但是对于动态任务就显得力不从心，此

时就需要链表或者栈来实现通用化。回忆一下第6章存储图的两种方

法，邻接表和邻接矩阵，仔细考虑一下它们的优点和局限性。



假设

得到或者理解一个高效的解的最有效方法是从输入（或者任务）

相关的假设和不变性入手。例如：

·给定一个线段集，存在垂直或者水平线段吗？

·给定一个点集，是否有三点共线？如果不存在，那么认为这些点

处于一般位置，能够简化很多算法。

·输入包含的点是否均匀分布？或者这些点在某种方式上聚成簇，

可能会导致某些算法处于最坏情况？

本章描述的大多数算法都有值得我们去寻求正确方法的异常边缘

情形，我们将在代码中描述这些情形。



计算几何经典问题

我们通过阐述一些经典问题来解释计算几何关注的领域。程序员

要高效解决这些问题，首先必须理解一些在其他领域也非常有用的关

键数据结构和算法技术。我们将会在阐述问题的过程中简单地描述和

分析解决问题的原始算法，得知算法的期望运行时间。在本章剩余部

分，我们将会提出一些更加优雅和高效的算法，这些算法也同样能够

解决这些问题。我们再次重申，我们可以通过如下方法来改进算法：

（a）利用问题的特殊信息。（b）在算法支持的范围内，寻找最合适

的数据结构。

凸包

在二维平面上有一个点集P，凸包是能够包含P中所有点的最小凸

多边形，在任意两点间画一条线段，凸包的边都属于这个线段集。有h

个点的凸包是顺时针计算出来的，从L0到Lh-1，第一个点L0是P中最左

边的点（虽然任意的点都可以作为起始点）[1]。顺着凸包上三个相邻的

点Li,Li+1,Li+2，路线将会向右转，这种性质对于Lh-2,Lh-1,L0也成立。

给定n个点，存在C(n,3），或者：



个不同的三角形。如果一个点pi∈P被P中其他三个点组成的三角形

所包含，那么它不可能是凸包的一部分（例如，图9-4的点p6被包含在

p4、p7和p8组成的三角形中）。一个穷举算法可以从这些三角形中一个

一个地剔除点，然后得到凸包。一旦我们知道那些点可以组成凸包，

那么接下来以最左边的点为起始点（p0）画一条线L0，然后将每个点pi

和p0连成一条线Li，根据Li和L0的夹角从小到大进行排序，然后依次将

这些点连起来即可。我们需要考虑到共线的情况。

图　9-4　平面上的点集及其凸包

很明显这种方法非常低效，在三角形检测时就需要O(n4)的时间。

接下来我们将会给出一个高效的凸包扫描算法，能够在O(n log n)的时



间内计算出凸包。

计算线段集的相交

在一个二维平面上有一个线段集S，找出所有线段之间的交点。我

们也许只想知道是否存在至少一个交点（可能会在找到第一个交点之

后终止算法）。在图9-5的例子中，我们找到了两个交点。图9-6的穷举

算法在O(n2)的时间内能够找到所有的交点。

图　9-5　有两个交点的线段集

图　9-6　穷举探测详解

例9-1是穷举探测的一个实现。有C(n,2)个线段对，或者：



n个可能的线段对。对于每个线段对，下面的实现都会输出交点。

例9-1：穷举探测实现

其主要步骤需要O(n2)的时间。寻找两条线段的交点可能需要三角

函数或者除法，这些都是开销非常大的操作，此外，如第3章所述，这

些操作经常会引发一些舍入的错误。我们将会使用一种新的方法来检

测交点，这种方法只使用加法、减法、乘法以及比较操作（Cormen

等，2001）。



在之前我们不清楚是否可以通过一些改进得到优于O(n2)的性能，

所以本章将会介绍一种创新型的线段扫描算法，其在平均情况下能够

在O((n+k)log n)时间内得到结果（k是得到交点的个数）。

寻找最近邻点

我们可能要回答这类问题：“在二维平面上有一个点集P，以欧几

里德距离为点之间的距离，P集合中离x最近的点是哪个？”当然x可能

不在P中。

我们计算x和P中所有其他点的距离。这需要O(n)步。如第5章所

述，二叉树能够帮助查找不去考虑那些不可能成为解的点。我们用树

结构切分平面上的点，减少查找时间。查询所节省的时间能够补偿预

处理的额外开销，我们能够在O(log n)的时间内得到结果。如果查询的

次数比较少，那么O(n)的穷举方法可能更加好一些。

回答基于范围的查询

这种查询并不是在二维平面内寻找特定点，而是希望知道给定的

矩形区域是否包含所有的点。最简单的实现需要花费O(n)的时间来得

到解。

处理最邻接点的数据结构在这里也同样适用。我们如果希望能够

在O(n)的性能上继续改进，必须做到（a）从候选点集中舍弃一部分。



（b）候选点集需要包含结果可能有的点。我们在这里使用kd树这种数

据结构，进行递归的遍历查询，这种实现的性能是：

r是得到的点的数目。

总结

下述代码遵从表9-2的API定义。同时这个表也总结了本章描述的

算法的性能。



[1]如果P中多个点的x坐标相同，那么L0选择y坐标最小的点作为起始

点。



凸包扫描

我们选择了迭代的方法，希望能够得到高效计算凸包的算法，如

图9-8所示。首先，根据最后找到的两个凸包点连成的线段，在非凸包

点中，计算出角度偏差最小的点，这就是下一个得到的凸包点。当计

算出的部分凸包包含h个点时，我们需要计算n-h个点的夹角，然后才能

找出哪个是下一个凸包点，很显然每一步都是必不可少的。



图　9-7　凸包扫描详解

图　9-8　凸包的增量式构建

Andrew凸包扫描算法将整个问题分成两个部分，分别构建一个上

部凸包和一个下部凸包。首先，点集P中所有的点按照x坐标排序（x坐

标相同时，对y坐标进行排序）。图9-8中的点已经按照x坐标从左至右

标上了数字。上部凸包从P中的最左边两个点开始构建。凸包扫描算法

首先对上部凸包进行扩展，在P中找到这样一个点p，排序后，其前一

个位置即上部凸包的最后一个点Li。

如果三个点Li-1、Li和p组成的两条线段形成了一个右折，那么凸包

扫描算法将会把这个点p加入到这个凸包中。这里计算了一个叉积cp=

(Li.x-Li-1.x)(p.y-Li-1.y)-(Li.y-Li-1.y)(p.x-Li-1.x)，等价于计算图9-9中的3×3

的矩阵。如果cp＜0，那么这三个点组成的线段形成了一个右拐，凸包

扫描算法继续进行。如果cp=0（也就是说三点共线）或者cp＞0（三点



组成的线段形成了一个左拐），那么中间的点Li将会从凸包中删除，这

是为了维护凸多边形的性质。凸包扫描算法计算出上部凸包之后，按

照类似的方法计算出下部凸包（递减x来选择点），最后将这两个凸包

合并在一起。

图　9-9　检查这三个点是否组成了一个右折

凸包扫描算法的行为如图9-7所示。我们可以看到算法在从左到右

访问P中的每个点时，还是做出了一些错误的决定。但是在最后一步，

算法不断地删除掉最后三个点中不满足条件的中点，从而纠正了之前

犯下的错误。

输入/输出

输入

平面上的二维点集P。

输出



一个有序的表L，其包含组成凸包的h个顶点，这些顶点的顺序是

顺时针顺序。点L0，L1，……，Lh-1组成的多边形便是凸包，h是点的

数目，这个凸包有h条边：＜L0，L1＞，＜L1，L2＞，……，＜Lh-1，

L0＞。

假设

为了避免平凡解，我们假设|P|≥3。而且没有两个点会过于接近。

如果两个点太过接近，而且如果一个点属于凸包，那么凸包扫描算法

将会错误地选择一个无效的凸包点（或者抛弃一个有效的凸包点），

但是这种误差可以忽略不计。



使用环境

Akl-Toussaint启发式函数（1978）能够显著地改善算法的总体性

能。它抛弃那些在极端四边形中的点。图9-10描绘了图9-4的点所得的

极端四边形，启发式函数会抛弃那些灰色的点，这些点不可能组成凸

包。

图　9-10　工作中的Akl-Toussaint启发式函数

检查是否一个点p在极端四边形中，我们可以通过如下方法：想象

一条从p开始到一个极端点（p.x,-∞）的线段s，计算s和四边形四条边相

交的次数[1]，如果只有一次，那么p是属于四边形内，可以被抛弃。这

个计算需要的步数是固定的，所以性能是O(1)，也就是说Akl-Toussaint

启发式函数的性能是O(n)。对于大量的随机点来说，这个启发式函数

能够在排序前删除掉几乎一半的点，排序的性能将会明显提高。



[1]具体实现处理了一些特殊情况，例如当线段s恰好与极端四边形的某

个终点相交。



驱动因素

凸包扫描算法仅仅需要一些原始的操作（如乘法和除法），因此

比另外一种凸包算法“Graham扫描”（Graham，1972）要简单得多。

Graham算法需要使用三角函数。如果凸包扫描算法使用快速排序来排

序点，那么其性能将会受快速排序影响，比如几乎有序的数据情况

下，快速排序的性能严重退化（详见第4章“快速排序”）。凸包扫描算

法能够支持巨大规模的点集，因为它并不是采用的递归策略。例9-2的

实现使用了数组，如果使用链表，那么我们不得不采用插入排序，这

将会使性能退化到O(n2)。使用平衡二叉树而不是数组存储输入可以省

去排序，虽然实现起来可能更加复杂一些，但是还是合算的。如果输

入的点是均匀分布的，那么我们可以使用桶排序，在O(n)的时间内将

点排好序，算法最后的总体性能也是O(n)，这种实现是最快的。在稍

后的“分析”一节中，我们将会分析各种实现的性能，这些实现的代码

都可以在代码库中找到。



解决方案

例9-2的代码告诉我们凸包扫描算法如何计算上部凸包。最后的凸

包合并上下两个凸包。图9-11归纳出了PartialHull类。

图　9-11　PartialHull类

例9-2：凸包扫描算法





结论

因为算法最开始需要排序点，我们使用堆排序获得最好的平均性

能，而不是冒着性能有时会退化到O(n2)的危险使用快速排序。但是在

平均情况下，快速排序比堆排序好，所以你可以考虑一下快速排序最

坏情况发生的概率。



分析

我们随机生成100次二维点集，然后在这些数据基础上进行实验，

舍弃最好和最坏的结果，表9-3是剩余98次实验的平均结果。同时对比

了使用和不使用启发式函数，性能上存在的差异。

在[0,1]这个单位正方形上，均匀分布着n个点，表9-3的统计结果也

许能够给出为什么凸包扫描算法能够如此高效的深层次原因。



随着输入数据规模的增长，越来越多（几乎有一半）的点被启发

式函数删除掉。更令人惊讶的是，规模如此之大的点集，组成的凸包

的点个数却如此之少。表9-3的第2列证明了Preparata和Shamos的论断

（1985）：他们认为构成凸包的点个数应该为O(log n)，这是非常令人

吃惊的结论。如此之大的点集，组成凸包的点个数如此之少，那么每

个点组成凸包的概率将会非常小。

凸包扫描算法的第一步是使用标准的基于比较的排序方法，其性

能开销为O(n log n)。之前我们提到过，如果输入的点本来是有序的，

那么这一步可以跳过。计算上部凸包（图9-7中第4～7行）的循环需要

处理n-2个点。内部的while循环（第6～7行）最多也只会执行n-2次，

计算下部凸包（第9～12行）也同样如此。因此凸包扫描算法其余步骤

的总时间是O(n)。

当凸包扫描算法计算叉积时，可能会出现浮点运算的误差。因此

我们不会严格地判断cp＜0，PartialHull采用的是计算cp＜δ代替cp＜0，

希望能够努力消除误差，此时δ=10-9。



变种

如果输入的点是已知有序，那么凸包扫描算法的排序步骤可以跳

过，在这种情况下，凸包扫描算法的性能是O(n)。如果输入的点是均

匀分布的，那么我们可以使用桶排序（详见第4章“桶排序”），也能够

得到O(n)的性能。另一种计算凸包的变种是QuickHull（Preparata和

Shamos，1985），受到快速排序的启发，使用分治思想计算凸包。

最后我们还要讨论另一类变种。我们已经讨论过，凸包扫描算法

在构建上部凸包时，并不是真正地需要一个有序的数组，它仅仅是从x

坐标最小到最大，遍历P中所有的点。如果我们使用二叉堆来存储P，

那么我们只需要重复地从堆中删除最小的元素即可。如果使用链表来

存储删除的点，那么这些点可以轻易地从链表中以逆序的方式回滚。

这类变种的代码（在图9-12中标记为堆）在本书的代码库中可以找到。



图　9-12　凸包变种的性能

图9-12的性能结果基于以下三种数据。



环数据

在一个单位圆上均匀分布着n个点。所有这些点都属于凸包，所以

这是一种极端情况。

均衡数据

n个点均匀分布在一个单位正方形上，随着n的增长，这些点会只

有越来越少的部分属于凸包，所以这也是一种极端情况。

不平衡数据

n个点在平面上是非均匀分布的，而且n-2个点集中在0.502的左边

一小部分簇中。数据集也会包括（0,0）和（1,0）。这个数据集的构建

目的是使桶排序不能发挥作用。

我们将会进行一系列的实验，数据集的规模n从512～131 072[1]，

并且数据有两种形式的分布，而且采用了两种不同的实现：例9-2的实

现和代码库中的实现。我们同时会使用堆排序来简单地对这些点排

序，其性能结果作为比较的基准。我们不会采用Akl-Toussaint启发式函

数。对于每个数据集，我们会进行100次的实验，然后抛弃最好和最坏

的结果。图9-12的是剩余98次的平均结果（单位为毫秒）。我们可以清

楚地看到排序和计算凸包之间的关系。在使用基于比较的排序方法

中，性能表现最好的实现采用的是平衡二叉树。仅仅在输入是均匀分



布时，使用桶排序的实现效率最高。一般情况下，计算凸包所花费的

时间是O(n log n)。

凸包可以扩展到三维或者更高的维度。但是很不幸的是，在更高

的维度，实现的复杂性大大提高。

Melkman（1987）提出了一个算法，能够在O(n)的时间为一个简单

多边形或者折线计算出凸包。它不会对初始数据进行排序，但是会利

用多边形自身点的有序排列这个信息。

[1]我们将不平衡数据集的规模限制在2048，因为桶排序很快会退化到

O(n2)的性能。



相关算法

一旦得到一个凸包，那么使用Overmars和van Leeuwen（1981）的

方法可以高效地维护这个凸包。这些点被存储在一个支持插入和删除

的树结构中。插入或者删除的开销是O(log2n)，所以构建凸包的总开

销是O(n log2n)，需要O(n)的空间。结果有力地支持了这样一种观点：

性能的每次改善都来自于算法和实现自身的改进和平衡，而不是对数

据有特定的要求。

最早计算凸包的一个算法叫做Graham扫描，这个算法在1972年提

出，需要使用到简单的三角函数性质。使用图9-9检查右折的方法，一

个恰当的实现只需要简单的数据结构和基本的数学计算。Graham扫描

首先将所有的点按照和最左下方的点的夹角进行排序，它能在O(n log

n)的时间内计算出凸包。需要注意的是夹角相同的点，其顺序是按照

距离来决定的。



线段扫描

很多情况下，我们需要在几何形状中检测交点。例如在大规模集

成电路设计中，精密的电路将会印制在电路板上，因此除了预先设计

好的交点之外，不能存在其他交点。在做旅游计划时，大量的路在数

据库中以线段的形式存储，我们需要根据交点来将路网打断。

图9-13是一个例子，在6条线段中有7个交点。也许我们不需要比较

所有的C(n,2)或者n*(n-1)/2条线段。相互之间离得很远的线段很明显不

会有交点。线段扫描算法是一个已经证明的高效算法，它在处理时关

注数据的一个子集，而不是全部数据，这样能够提高效率。想象一

下，扫描并且输出水平线L和输入线段的交点。图9-13是从上到下扫描

时，线段L的状态。



图　9-13　在6条线段中检测到7个交点

线段扫描的创新在于将所有的线段从左至右按照y坐标进行排序

[1]。线段只可能和扫描线上的相邻线段有交点。具体来说，有两条相交



的线段Si和Sj，那么在扫描线上，肯定有它们相邻时。线段扫描算法能

高效地维护扫描线状态，因此它能够快速地检测交点。

我们仔细地看看在图9-13的水平线上那9个选择了的位置，你将会

发现这些位置是线段的起点或者终点，也或是一个交点。线段扫描不

会真正地在笛卡儿平面上扫描线段，它首先在事件队列中插入2*n条线

段的端点，这个事件队列是一个优化过的优先队列，如图9-14所示。所

有的属于起点或者终点的交点都可以在处理这些点时找到。线段扫描

算法对这个队列进行处理，维护L的状态，检测是否相邻的线段相交。

其逻辑如图9-15所示。



图　9-14　线段扫描算法详解（第一部分）



图　9-15　线段扫描算法详解（第二部分）

输入/输出



输入

笛卡儿平面上规模为n的线段集S。

输出

这些线段的k个交点（如果存在）。

假设

在S中不会出现重复的线段。没有两条线段会共线（也就是说，重

叠或者有相同的斜率）。算法需要仔细地计算和精准地排序线段，这

样才能支持垂直线段或者水平线段。没有一条线段只有一个点（例

如，一条起点和终点相同的线段）。

[1]水平线段被认为左端点（高于）右端点。



使用环境

当交点的期望数目远远少于线段的个数时，此算法能够轻而易举

地得到比穷举算法好很多的性能。如果有大量的交点，那么算法的记

录管理功能会更加重要。



驱动因素

一个基于扫描的方法是非常有用的，因为你可以高效地构建扫描

线状态，并维护事件队列。在线段扫描算法中，要考虑大量的特殊情

况，因此代码会比穷举算法复杂很多。如果不是特别希望性能高效，

我们不推荐采用此算法。

线段扫描算法会在处理的过程中生成部分结果。在这个例子中，

扫描线状态是一个线段的二叉平衡树，这样我们能够根据扫描线的某

个点，得到线段的一个顺序。事件队列也可以是事件点的一棵二叉查

找树。

为了简化算法的编码，二叉树通常使用一个增长平衡二叉树来表

示扫描线状态，这棵树只有叶子节点才存储真正的信息。内部节点只

是存储左子树中最左边线段和右子树中最右边线段的min和max信息。

在这棵树中，线段的顺序是基于扫描点的，这个扫描点就是从优先队

列中取出，正在处理的EventPoint。



解决方案

例9-3的解决方案基于图9-16和图9-17定义的EventPoint、

EventQueue和LineState类。

图　9-16　EventPoint类



图　9-17　LineState类

例9-3：线段扫描算法Java实现







EventQueue最开始存储2*n个EventPoint对象，每个对象存储的是

以这个点为起点的ILineSegment（上部线段）和为终点的

IlineSegment（下部线段）。当线段扫描算法发现线段之间存在交点

时，表示交点的EventPoint对象就会插入到EventQueue中，直到它在扫

描线下方时。这样，所有的交点都能够被找到，而且不会存在重复的

点。如果交点已经存在于EventQueue中，那么在队列中，相交的信息

将会更新，而不是重复插入[1]。

在图9-14中，当表示线段S6低点的事件点被插入到优先队列中[2]，

那么线段扫描算法会将S6作为下部线段存储，处理这条线段时，线段



扫描算法会将S4作为相交线段存储。在一个更加复杂的例子中，当表

示线段S2和S5交点的事件点插入到优先队列中时，优先队列不会存储额

外的信息。一旦这个事件点被处理时，优先队列会把S6、S2和S5作为相

交线段存储。

线段扫描算法的计算引擎包含在图9-17的LineState类中。LineState

在从上到下扫描时，维护当前的扫描点。pointSorter这个比较器在笛卡

儿平面从上至下，从优先队列中，返回EventPoint对象。线段扫描算法

的工作实际上是在LineState的determineIntersecting方法中：遍历左边和

右边之间的这些线段来寻找交点。这些类的详细信息可以在本书所附

的代码库中找到。

[1]这就是LINESWEEP必须能够决定是否优先队列中包含一个特定的

EventPoint对象的原因。

[2]事实上是最右边的端点，因为S6是水平的。



结论

线段扫描算法的性能是O((n+k)log n)，因为它会在扫描点处理

时，对活动线段进行重排序。如果这一步需要超过O(log s)的时间，s

是状态中的线段数目，那么整体性能将会退化到O(n2)。例如，如果线

段状态只是简单地使用双向链表（一个能够快速找到前驱和后继线段

的数据结构），那么由于需要在表中找到正确的插入位置，插入操作

将会增加到O(s)。并且随着线段集S的增长，性能的退化需要引起更多

的注意。

类似地，事件队列需要能够高效地查询某个事件点是否已经在队

列中。使用基于堆的优先队列实现，在java.util.PriorityQueue中提供同

样使得算法退化到O(n2)。我们不希望口口声声说是O(n log n)的算法，

最后的实现却是O(n2)的性能！



分析

线段扫描算法会插入2*n个线段的端点到一个事件队列，这个队列

是一个修改过的优先队列，它能够支持在O(log q)的时间内（q是队列

中元素个数）完成如下操作：

min

从队列中删除最小的元素。

insert(e)

将元素插入到有序队列中的适当位置。

member(e)

是否给定的元素已经在队列中。这个操作并不一定需要一个泛型

的优先队列类型。在事件队列中，所有的点都是唯一的。如果要插入

的事件点已经存在，那么它的信息会被加入到已经存在的事件点的信

息中。因此将图9-13的点都插入到优先队列中之后，优先队列的规模是

8个事件点。

线段扫描算法从上到下进行扫描，在线段状态中添加或者删除线

段。在图9-13中，有序的线段状态从左至右表示处理了事件点之后，和



扫描线相交的线段。为了正确计算交点，线段扫描算法需要计算出线

段状态中给定线段Si左边或者右边的线段。线段扫描算法使用了一种增

量平衡二叉树，这样能在O(log t)的时间内（t是树中元素的个数）完成

如下操作：

insert(s)

将线段插入树中。

delete(s)

从树中删除线段。

previous(s)

返回有序线段集合，给定线段的前驱线段。

successor(s)

返回有序线段集合，给定线段的后继线段。

为了正确地维护线段的有序性，线段扫描算法在检测到线段Si和Sj

存在交点时，交换这两条线段的顺序，很幸运的是，这个操作在O(log

t)的时间内就能完成，只需要简单地更新一下扫描线和删除并再插入线

段Si和Sj。例如，在图9-13中，当找到交点（6.66,6.33）时进行交换。



算法的最初阶段将会构建一个包含了2*n个点的优先队列。这个事

件队列需要支持查询某个点是否已经存在的操作，因此，我们不能简

单地使用堆这种通常用来组成队列的结构。由于队列要求有序，所以

我们必须定义一个点的顺序。如果p1.y＞p2.y或p1.y=p2.y时，p1.x＜

p2.x，那么p1＜p2。这个队列的规模不会超过2n+k，k是n条线段的交点

个数。线性扫描算法会将所有在扫描线下方的交点加入到事件队列，

当扫描线到达交点时，相交线段的顺序会被交换。一开始所有的交点

都会在扫描线下方，所以我们会扫描所有的交点。

线段扫描算法会处理所有的事件点，一条线段在上端点被扫描时

加入到状态结构中，并且在下端点被扫描时从状态结构中删除。因此

线段状态存储的线段不会超过n条。在线段状态中查找线段的操作能在

O(log n)的时间内完成，而且不会执行超过O(n+k)次操作，所以算法的

开销是O((n+k)log(n+k))。由于k不会大于C(n,2)或者n*(n-1)/2，所以这

个等式可以化简：

O((n+k)log(n+k))=O((n+k)log(n*(n+1)/2))

使用对数的性质，可以得到：

log(n*(n+1)/2)=log n+log(n+1)-log 2≤log n+log(2n)-1≤2 log n

结果是：



O((n+k)log(n*(n+1)/2))=O(2*(n+k)log n)

因此总体性能还是O((n+k)log n)。

因为线段扫描算法的性能和输入的复杂程度有关（例如：交点的

总数，任何时候扫描线维护的线段平均个数），我们使用特定的问题

和输入数据来做算法的基准测试。我们现在讨论两个特定问题。

一个很有意思的数学问题是如何使用一些牙签和一张纸，计算π的

一个近似值（叫做Buffon's needle problem）。假设牙签长度为10，在纸

上画一些垂直线段，每条线段相隔d，线段长len。随机将n根牙签投向

纸上，牙签和线段会有k个交点。一根牙签有可能和一条线段相交的概

率是(2*len)/(π*d)[1]。

当交点的个数远远少于n2时，穷举检测算法将会浪费大量的时间在

检测那些不相交的线段之间是否存在交点（见表9-4）。当存在大量交

点时，采用哪种算法，其决定因素便是LineState在线段扫描时维护的线

段个数。如果这个值比较小，那么我们需要使用线段扫描算法来获得

更好的性能。



最坏情况下，线段之间的交点是O(n2)个，此时线段扫描算法的性

能将会特别差，因为它在维护线段状态结构上开销过大。我们从表9-5

的结果中可以看到穷举检测算法轻易地胜过了线段扫描算法，这里n条

线段最多会有n*(n-1)/2个交点。



[1]http://mathworld.wolfram.com/BuffonsNeedleProblem.html/.



变种

一个有趣的变种算法是只需要返回是否存在交点，而不是找出所

有的焦点，这个算法在检测两个多边形是否相交时很有用，需要花费

O(n log n)的时间。在平均情况下，这个算法能够快速地寻找到第一个

交点。另一个变种则要处理这样的情况：输入的线段被标记为蓝色或

者红色，我们只需要寻找到不同颜色线段之间的交点（Palazzi和

Snoeyink，1994）。



最近点查询

在二维笛卡儿平面上存在一个点集P，我们可能需要进行这样的查

询“在P中离x点最近的点是哪个？”。x可能并不属于P。这些查询也可

以扩展到n维的空间。初级的实现方式是探测所有P中的点，是一种线

性的算法。由于我们一开始就能知道P，所以应该能够对P的信息构建

合理的数据结构，在查询时抛弃一些不必要的点，加快查询的速度。

也许我们可以将平面分成k2个格子，每个格子的大小是固定的，

m×m，如图9-18a。在P中有10个点被放入了9个相邻的格子中。当寻找

x的最邻近点时，在它周围的格子中寻找。如果格子是非空的，那么我

们只需要在这些格子中寻找和某些圆相交的点，这些圆的半径是：

在这个例子中，目标的格子中没有任何点，所以我们需要检查邻

近的三个格子。这个方法可能会带来潜在的性能下降，因为a大多数格

子可能为空。b算法仍然需要查找大多数邻近格子。简而言之，将P划

分到多个格子中并不是一个很高明的方法。

另外一种解决方案便是构建Voronoi图（Preparata和Shamos，

1985），将平面划分成n个区域Ri（0≤i＜n），Ri的定义为“离pi最近的



点集”。因此这个区域是能够根据情况扩展到所需的大小[1]。在一个二

维平面中，这样的区域是一个多边形（在更高的维度，每个区域是一

个n维的多面体）。图9-18b是使用图9-18a的点得到的Voronoi图。一旦

这个结构构建起来，那么只需找到邻近的区域Ri就能找到最邻近点。平

均情况下，构建Voronoi图需要O(n log n)的时间，但是实现起来却非常

复杂。使用Voronoi图，寻找最邻近点只需要O(log n)。

图　9-18　划分格子和Voronoi图的两种方法

在图9-19（a）中，我们使用kd树来表示图9-18的19个点。kd树顾

名思义，是沿着坐标系统的垂直坐标轴，切分一个k维的平面。在接下

来的讨论中，我们假设这棵树是基于二维平面的，但是我们也要注

意，kd树可以扩展到任意高维。一棵kd树是一个递归的二叉树结构，

其节点包含多个点以及一个坐标标记（x或者y），这个标记表示切分

线。根节点表示矩形范围是[xlow=-∞,ylow=-∞,xhigh=+∞,yhigh=+∞]。通过

点p1画一条垂直切分线V。左子树表示是V左边的区域，右子树表示右



边的区域。通过点p2画一条水平切分线H，根节点的左子节点会根据这

条分割线将V的左部切分成上下两个部分。根节点的左子节点表示的区

域是[-∞,-∞,P1.x,+∞]，右子节点表示[p1.x,-∞,+∞,+∞]。这些区域都高效

地嵌套在一起。我们看到一个祖先节点的区域完全包含其所有后代的

区域。

当kd树被正确地构建起来之后，在第i层的节点表示的矩形区域是

第i+1层节点表示的矩形区域的两倍。这个性质使得最邻近点算法（图

9-20）能够以O(log n)的性能高效地查找目标点，因为它能够抛弃整棵

不可能包含最近点的子树。在接下来的“范围查询”一节中，我们将会

看到这个实现是如何高效地进行范围查询的。

图　9-19　使用kd树切分二维平面



图　9-20　最近点查询详解

输入/输出

输入



一个二维的点集P。一些最近点的查询（实现并不知道）。

输出

计算出一棵kd树。对于每个查询，计算在P中离x点最近的点。

假设

可能会有两个点非常近，在计算时会因为浮点的误差导致算法选

择了错误的点，但是，由于这两个点如此接近，所以不会对结果产生

致命的影响。

[1]在Voronoi图中，凸包上的区域是“开口”的，直到遇到图的边界，

而内部节点的区域面积有限。



使用环境

当比较此实现和穷举实现时，有两个重要的因素需要考虑：（1）

构建kd树的开销。（2）在kd树结构中寻找点x的开销。权衡这两个因

素，我们可以做：

维数

随着维度的增加，构建kd树的开销也越来越大。一些权威人士认

为，当维度超过20时，这个方法不如穷举高效。

输入的点数

当点很少时，构建kd树的开销大于其在性能方面的改善。



驱动因素

二叉查找树仍然是一个高效的查找结构，它也能够在节点插入和

删除时做出平衡调整。但不幸的是，kd树的平衡调整就不这么容易

了，因为有些深层次的结构信息和所表示的平面区域相关。最理想的

解决方案是构建一棵kd树，使得a叶子节点都是在同一层，或者b所有

的叶子节点在其他叶子节点一级。例9-4使用递归来迭代维度的每个坐

标。它从点集中选择中位元素，然后将在这个元素“下方”的元素插入

左子树，“上方”的元素插入右子树。这段代码适用于任何维度。

例9-4：递归构建kd树





选择操作在第4章的“快速排序”一节中已经描述过了。能够在平均

情况下在O(n)时间内选择第k小的元素，但是，在最坏情况下会退化到

O(n2)的性能。为了避免这种情况，我们使用BFPRT选择算法，在第4

章中我们讨论过这个算法，这个算法能够保证，虽然在平均情况下性

能不如标准选择算法，在最坏情况下的性能仍然为O(n)。



解决方案

图9-21是实现kd树的类的UML设计图。这个结构是基于二叉树

的，但是主要的差异是DimensionalNode对象维护的额外信息，即

Hypercube区域。

图　9-21　kd树核心思想

例9-5是寻找x最近点算法的kd树实现代码。图9-20是这个算法的伪

代码，其最初几步是如何调用这个算法。

例9-5：最邻近点查询的kd树实现







理解最邻近点算法的关键在于我们要能够快速定位点x所在的区

域，因为这个区域内很可能存在最近的点。之后我们从根节点到这个

区域，递归地检查是否存在其他的更近的点，因为kd树的矩形区域划

分是根据输入集的变化而变化。在一棵不平衡的kd树中，这个检查过

程的开销可能会达到O(n)，因此我们需要更加合理地处理输入。

我们有两个地方可以改进样例解的性能。首先，我们使用原始的

double数组来表示点，然后在这之上进行比较。其次，

DimensionalNode有一个方法，这个方法返回两个d维点的距离是否小于

当前得到的最小距离，这个方法（在本书的代码库中）将会在距离超

过已知最小距离时立即退出。



结论

假设初始的kd树是平衡的，那么查找能够在递归调用时抛弃几乎

一半的点。在某些时候可能需要调用两个查找，但是这种情况只会发

生在我们需要在切分线两边的区域来寻找最近点时。



分析

如果k d树初始是平衡的，那么每一层的切分线正好穿过此层的中

点。我们能够在O(log n)的时间内找到目标点区域。但是，这个算法有

可能会调用两个查找：一个是查找左子树，一个是查找右子树。如果

这种情况频繁地出现，算法的性能会退化到O(n)，所以值得我们分析

这种情况发生的频率。当从目标点到节点的垂直距离dp小于已知最小

距离时，我们可能需要执行多个调用。随着维度的增长，可能会有更

多的点满足这个条件。表9-6是这种情况发生几率的经验性总结。我们

在单位正方形中生成n个随机二维点，n从4～131 072，在这些点上构建

一棵平衡的kd树。我们会有50个查询，表9-6记录了两个递归调用和单

个递归调用发生的平均次数。



我们可以看到，在随机生成的二维数据上，产生两个调用的次数

是0.3*log(n)，但是在十维上，这个数目会升到342*log(n)（1000倍左右

的提升）。我们可以观察到，这个估计值大约是O(log n)。但是当d增

长到“足够接近”n时，会发生什么呢？图9-22的结果告诉我们，随着d的

增长，两个调用发生的次数逐渐逼近n/2。事实上，d增长时，单次调用

的次数遵从正态分布，其中值趋近于log(n)，两种递归调用最终恰好是



各占一半。这个结论对与性能的影响就是使得查询在d增长的情况下，

性能逼近log(n)。在这种极端情况下，使用kd树，性能不会好于O(n)。

图　9-22　随着n和d增长，两个递归调用的次数



算法在某些特定的输入数据上性能退化非常严重。例如，我们将

表9-6的输入点改成在一个半径大于1的圆内，但是查询的点还是在单位

正方形中。当n=131 072时，单个递归调用的数量跳到235.8个，而两次

递归调用的数量会增加到932.78个。因此最邻近点算法的性能会退化到

最坏的O(n)。

我们也可以对比一下基于kd树的最邻近点算法和穷举算法的性

能。我们有这样一个例子，4096个点和128个查询，那么维度d从多大

开始，kd树的性能会差于最原始的穷举算法呢？我们执行了100次实

验，抛弃最好和最坏的结果，取剩余98次的平均值。结果如图9-23所

示，维度从10开始，原始的穷举算法的性能就开始占优。当n增加到

131 072个，原始穷举算法的性能在d=12时开始占优，所以拐点出现的

位置和n、d以及输入点的分布情况相关。我们不会分析在这个拐点

上，构建kd树的开销是多少，因为这个开销都被分摊到了每次查询

上。



图　9-23　比较kd树和穷举实现

图9-23的结果证实了随着维度的增加，使用kd树获得的性能改进越

来越少。等式中主要的驱动因素不是构建kd树的开销，而是将要插入



kd树中的点的个数。在大规模数据集合上，节省的开销是显而易见

的。另外一个影响性能的因素是维度d，计算两个d维点的欧几里德距

离是O(d)的操作，随着d增加，每次计算需要更多的时间。



变种

我们描述的实现是从根节点向下遍历，有一种实现可以从底向上

遍历，最后访问根节点[1]。

[1]参见http://www.codeproject.com/KB/architecture/KDTree.aspx.



范围查询

有一个矩形区域R[xlow,ylow,xhigh,yhigh]，以及一个点集P，请问P中

哪些点是在矩形区域R中的呢？穷举算法会检查所有的点，花费的时间

为O(n)，我们能够做得更好么？使用kd树，我们将会阐述如何高效地

解决在笛卡儿平面上的范围查询。

r是在R中的点的个数。当然，当点是d维时，这个问题就成了d维

范围查询，能够在O(n1-1/d+r)的时间内得到解，如图9-24所示。



图　9-24　范围查询详解

输入/输出

输入

一个d维的点集P和一个d维的正方体。



输出

在这个区域内的所有点，不要求按顺序输出。

假设

查询的范围维度是数据的维度保持一致。



使用环境

kd树的性能在高维度下非常差，算法在高维度下，性能会退化。



驱动因素

由于kd树用途非常广泛，因此这个结构也能够为其他的算法用来

改进效率。上述两种算法的高效得益于kd树的使用。



解决方案

例9-6的Java实现是Dimensional Node类的一个方法，这个方法由kd

树的search(IHypercube)代理。这个算法在DimensionalNode类表示的区

域在查询的范围内时，效率最高。在这种情况下，DimensionalNode的

所有后继节点都可以加入结果集中，因为kd树的性质保证一个节点表

示的区域包括了其所有的后继节点表示的范围。

例9-6：范围查询实现



例9-6的代码是一个修改过的遍历树实现。kd树以一种层次的方式

来划分d维点，范围查询在每个节点n上将会做三个决定：

这个节点n相关的区域是否已经完全包含了查询区域？

当这种情况发生时，查找将会停止，因为所有的后继节点都属于

结果集。drain方法会遍历子树的所有节点，并且将这些点加入结果集

中。



查询的区域包含节点n的点吗？

如果是的话，将这个点加入到结果集中。

查询区域会和n表示的点相交吗？

有两种方法可以检查这种情况：如果查询范围寻找n左边的点，那

么遍历n的下子树，否则应该遍历上子树。



分析

查询区域可能包含树中所有的点，这种情况下，drain方法将会遍

历所有的点，性能将会是不能接受的O(n)。但是，当范围查询算法检

测到查询的范围不和kd树的某个节点表示的范围相交的话，那么将会

剪除对子树的查找。节省的开销取决于维度和输入数据的一些特性。

有研究(Preparata和Shamos，1985）表明范围查询算法的性能是O(n1-

1/d+r)，r是结果集中点的数目。随着维度的增加，性能逐渐下降。图9-

25是一个O(n1-1/d)算法的期望性能，该图表明在小维度下，算法的性能

逐渐逼近O(n)。因为还需要考虑r，所以实际性能将会偏离图9-25的理

想曲线。



图　9-25　O(n1-1/d)算法的期望性能

我们很难生成测试范围查询算法性能的数据。我们只能通过和穷

举算法进行比较来证明此算法的效率。下面这些情况下，我们使用n个



d维点作为输入来进行比较。这些点的坐标值区间是[0,4096]。

情况1：查询区域包含树中所有的点

我们构建了一个包含kd树中所有点的查询区域。这个例子告诉我

们的区间查询算法能够提供的最大性能改进，这种情况下，其性能和

kd树的维度d无关。我们会执行大约5～7次实验，然后能看到kd树相关

的操作所需要的开销。在表9-7中，穷举算法的开销随着维度d的增加而

增大，因为计算d维点之间距离的操作是O(d)而不是常数。穷举算法在

高维度上性能轻易地超过了基于kd树的最邻近点算法。

情况2：微小区域

因为结果集中的点数r能较大程度地影响算法的性能，我们构建一

系列的场景，使得在维度增加的情况下，r并不改变。由于输入集合的

一致性，我们不可能简单地构造一个查询区域。如果我们这样做，那

么选择的输入集合总数将会是(1/2)d，也就是说，维度d的增加会导致r



的增加。实际上，我们会构建一些查询区域，这些区域的规模随着维

度的增加而增加。例如，二维的查询区域会返回0.23*n个点。但是，在

三维上，查询区域应该扩展更大的范围。这样的话，我们就能预先限

定因子k，结果集包含k*n个点。我们也会比较kd树的实现和穷举方法

的实现，n的范围从4096～131 072，d从2～15，结果如图9-26所示。左

边的表是kd树实现的典型行为，右边是穷举算法的线性行为。k=0.23

时，kd树的实现只是在d=2和n≤8192时表现较好。



图　9-26　第二种情况下，范围查询算法和穷举算法的比较

情况3：空区域

我们这样来构造一个查询区域，这个区域就是输入中的一个点。

性能见表9-8。kd树能够在很短的时间内就计算完成。我们记录的时间



都不到1毫秒。
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第10章 最后的招数

本章不同于前面的章节，前面所讲述的都是用于解决常见问题的

算法，而这一章的问题有所不同，需要一些特别的算法。这些算法的

知识能够帮助设计者去选择如何使用它们去解决那些很不寻常的问

题。

另一个不同在于，在前面的内容中，随机和概率是用于分析算法

的一般行为，而这里随机则是算法本质的部分。实际上，这里我们将

要介绍的概率算法是确定性算法一个很有趣的替代方案。同样的输入

同样的算法，运行两次的结果可能是不一样的，有时候我们会容忍错

误的发生，也会接受算法最终告知问题无法解决。

一个重要假设是，算法可以利用随机位序列。其实随机性很难定

义，虽然我们已经有几个用于检测随机性的测试，不过实际上很难生

成满足这些测试的比特串。

另类算法

本书前面所提到的所有算法都是在一个顺序的确定性的计算平台

上，为问题的单个实例计算出正确的结果。而现在已经出现的不少有

趣研究却是摒弃以下四大设定的算法。



·结果必须是正确的。

·每次只解决一个实例。

·顺序的。

·确定性的。

抛开这些设定使我们能够创造出各种各样不同类型的算法。



近似算法

近似算法寻找的是接近，但并不一定要是完全正确的答案。总的

来说就是一个权衡：牺牲结果的准确性，换取更短的运行时间。

当完全正确的结果并不必要，而较好的答案就可以接受时，就可

以考虑以准确性为代价来提高解决问题的速度，旅行商问题（TSP）

就是这样一个典例。旅行商问题是指，给定一个需要走访的城市集合

以及每对城市之间的距离，如何找到一条最短的旅游路线：从某个城

市开始，走遍每一个城市，且每个只经过一次，最后回到这个城市。

这是计算机科学所有问题中研究最深入的问题之一，不太可能存在一

个多项式复杂度的算法能够解决TSP问题。也就是说，没有算法能够

以O(nK)的复杂度解决，其中K是固定的某个整数。它属于NP-hard问

题，人们坚信这类问题天生就很难找到完全正确的答案。

但是，假设各城市间的距离满足三角形不等式（对于a、b、c三个

点来说，a到b之间的距离不会大于a到c的距离加上c到b的距离）。

Christofides（1976）设计了一种有效的解决算法能够找到一条较短路

径，而这条路径不会长过最短路径50%。



离线算法

与在线算法的通常假设不同，我们可能会一次提交众多问题实例

批量解决，而不要求每个实例提交后就马上返回结果。

假设我们要实现一个字典，先在这个空字典中插入一个含有n个数

字y1……yn的集合，然后进行n/2次的查询contains(xi):x1……xn/2。最优

的数据结构是将每个yj插入到一个无序的数组Y中，复杂度为O(n)，然

后通过在数组Y中顺序查找实现contains(xi)，这样的最差情况的复杂度

为O(n)。所以这n+1次操作的总体最大复杂度为O(n)。

执行n/2次顺序查找的复杂度为O(n2)。由于无法预测下一个查询

是什么，所以在线算法无法主动的为下一个特定的查询进行优化()。

不过，如果我们在线下批量进行这n/2个查询，就可以分别将y1……yn

以及x1……xn/2进行排序，存在有序数组Y和X中，这两个操作最坏情

况的复杂度为O(n log n)，然后扫描这两个有序数组寻找重复元素，最

坏情况复杂度为O(n)。批量进行n/2个查询的这种离线算法的最坏情况

复杂度为O(n log n)，而如果执意在线算法，要求每个查询在下一个查

询之前返回结果的话，最坏情况的复杂度则为O(n2)。



并行算法

一个计算过程可能会产生多个其他的计算过程用于同时处理一个

问题的多个子实例。还拿上一小节离线算法的例子来说，如果在n个处

理器上并行查找就有可能提高这n/2个顺序查找的性能，这样最坏情况

的复杂度为O(n)。想要更深入了解并行算法，建议去读一下Berman和

Paul（2004）年关于这个方面的著作。另外了解一些利用多核处理器

并行机制的实际系统对也此也很有裨益，具体参见Armstrong的

《Erlang编程：实现并发的利器》（2007）。



随机算法

某些算法可以通过随机位序列（或者随机数）来解决问题。当假

定随机访问时，我们通常能够找到解决问题的快速算法。实际上，大

家应该意识到，在确定性计算当中，真正随机的序列是很难生成的。

尽管我们可以生成伪随机序列，来替代真正的随机字节序列，然而生

成这些随机序列的成本却是不可忽视的。

估算集合的大小

下面举个例子来说明如何利用概率算法获得计算速度的提升，假

设我们要估算一个包含n个元素的集合：{x1,……,xn}的大小，也就是n

的值。最直接的方法就是对所有元素进行计数。但是如果不太准确的

结果也可以接受，而同时希望计算速度更快一些的话，那么下面例10-1

中描述的算法会是一个更好的选择。

例10-1：概率计数算法的实现



算法预期的执行时间为：

也就是说，while循环预期的执行次数为：

这个算法与生物学家用来估算有限空间内生物群体规模的标识再

捕法很相似。显然，它不可能得到n的确切数值，因为2*k2/π不可能是

个整数。但是2*k2/π是n的无偏估计，它的期望值等于n。



表10-1给出了该算法在大量独立实验组中得到的结果。概率算法产

生了n的估算值的t次实验结果（t分别为32、64、128、256）。在这些

实验中，最大和最小的估算结果都已去掉，每列所示的是剩下t-2次实

验结果的平均值。最后三行通过计算估算值/实际值的最小比率a、最大

比率b以及两者之间的差值给出了“估算平均值”的准确率。例如，32次

实验中，估算值353 998相对其目标值524 288的比率最低（0.68），而1

527 380相对1 048 576的比率则最高（1.46）。



由于这次实验的随机性，所以不能完全保证可以简单的通过增加

独立随机实验的次数来达到最终正确的结果。事实上，你可能需要进

行非常大数量的实验才能得到想要的估算值。与其试图通过利用随机

算法来获得一个确切的值，还不如去投入精力去寻找一些能够得到正

确结果的算法。



估算搜索树的大小

如果在同一个棋盘上的两个皇后在同一行、同一列或者同一对角

线上，则它们可以互相攻击。接下来我们要将一个集合的皇后放置在

棋盘上，并且让其中任意两个都不会互相攻击。很明显，我们不能把

n+1个皇后放在n×n的棋盘上，因为两个皇后不能在同一行。我们总能

放置n个不会互相攻击的皇后吗？这个问题就是有名的n皇后问题（n-

Queens Problem）。我们来一般化这个问题，计算在一个n×n的棋盘上

有多少种方式可以放置不会互相攻击的n个皇后。我们将要介绍的随机

方法的应用不仅于此，除了我们这里谈到的游戏之外，还有很多应

用，它能够用来估计搜索树的形状。

目前没有已知的技术可以高效地求解n皇后问题。表10-2所包含的

数据是早些时候Sloane的整数序列在线百科全书所计算的[1]。



为了求出4皇后问题的精确解，我们基于每行只能有一个皇后的事

实，生成了一棵搜索树。起始状态是没有放置任何皇后，图10-1展示了



如何通过在第一行上依次摆下4个皇后来对搜索树进行直接扩展。

图　10-1　4皇后问题的初始搜索树

对每种情况再进行扩展，在第二行摆上不会互相攻击的另一个皇

后，如图10-2所示。

图　10-2　放置了第二个皇后的4皇后搜索树

第一个和最后一个中间解不能再放下第三个皇后了。中间的四个

可以放置第三个，而最中间的两个则可以放置第四个皇后（如图10-3所

示）。



图　10-3　4皇后问题的最终解

如此详尽地阐述搜索树让我们看到，4皇后有2个解。通过计算来

解19皇后就难得多了。在第19层搜索树上，有4 968 057 848个节点，而

整个树的节点更多，需要很长很长时间才能算出结果。

Donald Knuth(1975)提出了另一种全新的方法来估算搜索树的形状

和大小。它的方法会随机地向下遍历搜索树。为了简洁起见，我们将

会用4皇后来说明这个方法，明显地，它可以轻易地应用于估算19皇后

问题的解的数量。从搜索树的根开始（没放置任何皇后），我们估计

出在第0层有1个节点。接下来，我们会在所有节点上去确定其儿子节

点的数量（由该节点所对应的中间解的直接扩展的数量），并且随机

地选择它们。我们看到根节点有四个孩子，因此我们（正确地）估计



在第1层有4个节点。接下来，我们随机地选择四个中的一个节点，比

如说第一个，如图10-4所示。

对于当前随机路径的更低层节点，我们要查看它有多少个子节点

（在第二行有多少种方式放置一个皇后），再随机选择其中一个。注

意到它有两个孩子，我们估计在下一层的节点数是第1层节点数的两

倍。也就是说，我们估计在第2层有8个节点，接下来我们在两个节点

中随机选择其中一个，如图10-5所示。

图　10-4　长度为2的随机路径

图　10-5　长度为3的随机路径



现在，当前随机路径的最低层节点，我们来确定其子节点的数

量：能够有多少种方法放置第3个皇后？答案是0个，我们估计第3层节

点的数量是第2层的0倍。也就是说，我们估计第3层有0*8个节点，那

么在第4层就有0个节点。这说明我们估计出4皇后问题无解。事实上有

些随机遍历并不准确，但是如果我们多次随机遍历，并取这些估计的

平均，就会得到越来越接近真实值的结果。因为每一次估算是可以快

速完成的，因此最终的（平均）估计值也可以快速求解的。每次估计

的目标值都是正确结果，然而估计的平均值却可能随着增加尝试的次

数更逼近正确答案。表10-2列出了我们所实现的算法的计算结果，分别

为1024次、8192次和65 536次尝试。未包含时间信息，因为所有的结果

都是一分钟内完成。19皇后问题T=65 536次尝试的最终估计值和真实

结果相差3%。事实上，所有T=65 536的估计与真实值的差异都在5.8%

以内。这个算法的特性就是，尝试的次数越多，最终计算的结果与真

实值就越准确。例10-2展示了单次计算n皇后估计的Java实现。用于生

成表10-2的完整代码存于代码库中。

例10-2：Knuth的随机估计n皇后算法的实现





[1]注1：http://www.research.att.com/～njas/sequences/A000170.



结果可能出错却可以衰减错误率的算法

在这个小节中，我们要学习的是这样一种算法：它的结果可能是

错的，但是会衰减错误率。通过适度的计算，它的错误率可以非常

低。

检测数据库间的不一致

假设某个公司为了快速响应来自许多不同点的查询需求而为一个

大型数据库创建了多个复本，数据库的查询请求远多于更新，更新操

作会作用到每个复本上。另外，还会有其他的更新会修改数据库。确

保所有复本一致的一个方法是将任意某个点的数据库复本发送给所有

其他点以检测一致性。不过这个数据库规模之大会让传送复本的代价

无比之高。

另外一个方法就是将其中任意一份复本的特征值发送到其他点

上，检测这些点上复本的特征值是否与此吻合。更明确的说法是，假

设数据库是一个超长的比特串（b0……bn-1），这个长串的特征值为

(b0+b1×21+b2×22+……+bn-1×2n-1)mod p，p是随机选择的一个素数，我

们所要发送的只是一个长度为log(p)的比特串。如果发送的特征值与当

前数据库的特征值不同，则可以肯定两个数据库之间不一致，不过特



征值相同也不能确定两个数据库完全一致。而不同数据库具有相同特

征值的概率为1/p。要降低错误率重复测试多次就可以了。例10-3给出

了该一致性检测算法的伪码。

例10-3：一致性检测算法的伪码



零知识证明

假设证明者Patti想让验证者Victor确认她的身份，而他们的通信信

道是不安全的。假设分析者Albert在监听通信，并且试图将自己伪装成

Patti。如果Patti和Victor知道某个密码："Rosebud"，如果Patti通过发送

这个密码来确认自己的身份，那么之后Albert也就能够以同样的密码向

Victor声明自己就是Patti。所以Patti想要建立一个更加安全的协议。下

面这个协议假设：对于大图来说同构图和Hamiltonian回路问题的复杂

程度非常大，几乎无法解决。

Hamiltonian回路

给定一个图，是否存在这样一个回路：经过所有的点，且经过每

个点仅一次，最后返回到起点。

同构图

给定两个图：G1=(V1,E1)和G2=(V2,E2)，是否存在节点集合V1和V2

间的某种映射，使得两张图完全一致。

图10-6给出了两张同构图及其映射关系的示例。



图　10-6　同构图示例

对于大型实例来说这两个问题都不太可能找到有效的解决方法。

我们利用了这些问题的难度开发了一种适合在不安全信道上的确认协

议，同时保证Albert无法伪装成Patti。在开始确认前，Patti先建一张存

在Hamiltonian回路的大图，具体可以这样来做：先从一条回路开始，

而这条回路会通过每一个节点，然后再不断地加边，直到对于其他人

来说很难找出这个Hamiltonian回路的程度。然后Patti就可以在她名下的

一个公开目录公布这个图Gpatti。Victor和Albert都可以读取这张图，但

只有Patti能够找出图Gpatti中的Hamiltonian回路。

她可以通过像Victor发送这个Hamiltonian回路的节点顺序来确认自

己的身份，但是，之后Albert或者Victor就都可以伪装成她（她的证明

不是零知识证明）。她想要让Victor确认她知道这个秘密回路，而同时

Victor或是Albert又不会知道她的知识。例10-4中描述了Patti的协议。



例10-4：不会泄露任何信息的协议

无论Victor问Patti的是什么（无论掷硬币结果如何），Patti都能轻

松应答，而Victor也能轻松验证。如果Albert想要伪装成Patti，就有两种

可能性：他能够构造并传送自己的图H和图Gpatti或多或少有些类似（比

如可能含有相同数量的边和节点），并且他知道其中的Hamiltonian回

路。但是如果作为验证者的Victor说"ShowIsomorphism"的话，他便答不

出来。又或者Albert重新标记并传送了图Gpatti的节点。但是如果作为验

证者的Victor说"ShowHamiltonianCycle"，他也答不出来。因此Albert只

能伪造协议的一半。为了增加更多的可信度，Victor可以将协议进行

100次（毕竟效率很高），Patti可以轻松成功，但是Albert可以成功伪

造100次协议的概率则是0.788*10-30。而且，即使Albert观察100次也无

济于事。
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第11章 尾声

概述

我们已经到了本书的结尾，但是这并不意味着关于算法的方面知

识已经到了尽头。更确切地说，本书所讲到的这些技术所面向的问题

是无穷无尽的。

我们终于有机会回顾本书详细讲解并提供示例的三十多个算法。

我们希望你对本书的讲解感到满意。为了显示出我们所涉及内容的广

度，现在我们将汇总本书所提到的算法背后的原则。通过这样做，我

们能展示用于解决不同问题的不同算法之间的相似性。我们不打算通

过简单的汇总各个章节来作为结束，而是将目光放在关键性原则上，

这些原则是最初设计这些算法的动机。我们还将利用这个机会来汇总

每个算法所涉及的概念，这些概念在讲解算法时罗列在说明中，位于

图表的右上角。这样我们便实现了一个快速汇总，通过交叉索引在不

同的算法之间共享概念。



原则：了解数据

我们谈到了很多通用行为，这些行为需要作用在某些数据之上。

也许你需要对数据排序来实现一个特定的顺序，也许你需要在数据之

中搜索以定位某些特殊的信息。你的数据可能是可以随机访问的（也

就是说，可以在任何时候读取任何一块数据），也可能只能通过迭代

器来顺序访问（每次只能处理一个元素）。如果你不了解数据的特

性，就只能使用一些较为通用的算法。

如果你需要对数据排序，没有“一刀切”的方法可以总能获得最好

的性能。表11-1汇总了第4章谈到的排序算法的结论。你是要对一个整

数集合进行排序，而这些整数的范围是有限的吗？那么最快的算法莫

过于计数排序了，尽管它比其他算法需要更多的存储空间。你需要对

已经几乎有序的复杂数据进行排序吗？那么插入排序将更适合。你需

要关心那些相等元素的相对位置？那么你需要稳定排序算法。你确定

数据提取自均匀分布吗？那么你一定要试试桶排序，因为它能够利用

这个特性来获得额外的性能提升。如果你对这些都十分了解，那么就

能够通过数据来选择最合适的算法。





原则：将问题分解至更小的问题

在设计一个高效算法来解决问题时，能将问题分解成两个（甚至

更多）更小的子问题是非常有帮助的。快速排序毫无疑问是最流行的

排序算法之一。尽管通过精心构造的特殊情况会引发性能问题，快速

排序还是做到在大数据集上平均性能最高。事实上，在O(n log n)的算

法之中，都包含分解问题的思想，首先将一个大小为n的问题分解为两

个n/2的子问题，然后再将两个子问题的结果汇总，作为原问题的结

果。要达到O(n log n)的复杂度，这两个步骤都需要达到O(n)的复杂度

才行。

快速排序是第一个能够达到O(n log n)性能的原地置换排序算法。

它的成功之处就在于将问题分成两个部分，并递归地通过快速排序来

解决更小的子问题（几乎与直觉恰恰相反）。

这种新方法仅仅简单地将问题一分为二，就能够带来令人惊异的

性能提升。看看二分查找如何将一个大小为n的问题转换为两个大小为

n/2的问题。二分查找借助于查找问题的重复特性来递归地解决问题。

有时候通过分解为两个子问题来解决问题时可以不使用递归。比

如凸包扫描就将两个上凸包和下凸包合并来构建最终的凸包。



有时，一个问题在相同的输入数据下可以被分解为不同的（看似

无关的）子问题。Ford-Fulkerson算法通过反复搜索可以增加流的增广

路来计算网络流中的最大流，一旦找不到增广路，问题的求解就完成

了。插入排序反复查找数组中的最大值，并将其置换到数组的最右

端，经过n次计算，数组便有序了。相似地，堆排序也是反复将堆中最

大的元素置换到适当的位置上。

表11-2比较了第5章讨论过的查找算法。



原则：选择正确的数据结构

著名算法设计者Robert Tarjan曾经引用过这样一句话：“如果使用

正确的数据结构，任何问题都能够在O(n log n)的时间内解决掉”。许多

算法需要使用有限队列来存储中间过程或者下一步运算。实现优先队

列最常见的要数二叉堆了，它能够在O(log n)的时间内从优先队列中将

最低优先级的元素移除。然而，优先堆却不能判定是否包含某个元

素。我们在谈到线段扫描（第9章）时提到了这一点，这个算法可以达

到O(n log n)的性能，因为其使用了增广二叉树来实现优先队列，并且

在移除最小元素时，还能够达到O(log n)的性能。这个原则也可以从反

面来理解，如果选择了不恰当的数据结构，那么算法就很难发挥出它

最大的威力。





原则：空间换时间

很多算法计算方面的优化是通过将过去的计算结果保存来实现

的。计算图的最小生成树的Prim算法使用了一个优先队列来存储没有

访问过的节点，来计算其和初始节点s之间的最短距离。作为算法中的

关键一环，必须要判断出一个给定节点是否已经访问过。因为二叉堆

实现的优先队列无法解决这个问题，通过一个单独的布尔数组inQueue

来保存每个节点的访问状态。同样在这个算法中，一个重复的key数组

保存了计算过的距离，以避免在优先队列中的重复查找。这些额外的

存储需要耗费O(n)的空间，却能够确保算法的高效实现。在大多数情

况下，用上个O(n)的空间无伤大雅。

有时，输入数据本就需要大量的存储空间，比如说第6章提到的稠

密图。通过一个二维数组来存储节点信息，而不是简单地采用邻接表

存储，可以显著地提高算法性能。另外，你可能注意到了，对于无向

图来说，如果我们使用双倍的存储，即是说通过二维数组存储信息，

让edgeInfo[i][j]和edgeInfo[j][i]相等，就可以让算法更加简化。现在就

不必考虑当i≤j时访问edgeInfo[i][j]了，然而如果算法里只是需要知道

边（i,j）是否存在，这样做可能会导致算法的复杂化。



在有些情况下，一个算法在没有大容量存储时是无法完成运算

的。以桶排序为例，如果输入呈正态分布，它能够利用O(n)的存储在

线性时间内完成排序。即便目前的现代计算机能够提供非常大的内

存，你还是应该注意桶排序的内存占用是非常高的。



原则：如果没有显而易见的解法，使用搜索

人工智能（AI）领域的先驱们经常需要解决一些没有已知解法的

问题。解决这些问题的常用方法就是将这些问题转化为一个（巨大）

图的搜索问题。我们之所以花了一整章讲述此问题，就是因为它非常

重要，可以解决大量的问题。然而，要确保真地没有其他可替代的计

算方法存在！你可以使用寻径方法来将一个无序数组作为起点（初始

节点），找到一个元素变换序列，来生成目标数组（目标节点），但

是你不应该用这个指数级时间的算法，因为已经存在大量的O(n log n)

排序算法。表11-4展示了第7章谈到的寻径算法。



原则：如果没有显而易见的解法，将问题归约为

另一个有解的问题

问题归约（Problem reduction）是计算机科学和数学中用于解决问

题的一个基本方法。一个简单的例子，假如你需要一个算法来找到列

表中的第四大的元素。不需要编写什么特殊的代码，你只需要用任何

一种排序算法排个序，就能够在一个有序的列表中取到第四大的元素

了。使用这个方法，你可以获得O(n log n)的性能。当然这并不是最高

效的解决方法，看看第4章中我们讲到的selectKth，它才是最快的。

第8章所描述的问题看似有关联，却不太容易将它们联系在一起。

其实可以将这些问题归约为线性编程（Linear Programming），并使用

现成的商用软件包（比如Maple）来计算，然而归约过程太过复杂。其

实通用算法完全可以来求解线性编程问题，尤其是Ford-Fulkerson算法

族。

我们在第8章里已经展示了如何解决一类问题，这类问题称为网络

流的最大流最小割。一旦这个算法在手，其他五个问题也就迎刃而解

了。

表11-5展示了第8章谈到了网络流算法。





原则：编写算法难，测试算法更难

因为我们所谈到的算法主要都是确定的（除了第11章之外），因

此可以直接开发测试用例来保证其行为正确。但是在第7章，我们遇到

了麻烦，因为我们使用的是寻径算法来找到可能存在的解，我们对此

却一无所知。例如，尽管可以编写出测试用例，来确定启发式的

GoodEvaluator对于八数码是否可以正常工作。但是测试A*算法的唯一

方法，却需要运行搜索并手工地查看搜索树，来验证是否选择了正确

的移动。因此，测试A*算法是很复杂的，因为需要在一个特定问题和

启发式的使用环境中去测试算法。我们有大量的测试用例用于寻径算

法，但是在许多用例中，他们只是用来确保选择了一个“合理”的移动

（无论是游戏还是搜索树），而不是确保选择了一个特定的解。

测试第9章中的算法就更是难上加难了，因为涉及了浮点计算。比

如我们要测试凸包扫描，一开始我们打算使用一个穷举凸包扫描算

法，算法复杂度为O(n4)，来生成结果并和Andrew的凸包扫描算法进行

比较。在我们的测试中，在[0,1]之间正态地随机生成了二维点集。然

而，当数据集变大时，我们总是遇到两个算法的结果不相等的问题。

难道是数据发现了一个重大的缺陷？最终我们发现穷举扫描所使用的

浮点数计算得到的结果和凸包扫描的结果有细微的不同（尽管非常细

微）。这只是侥幸？不幸的是，并不是这样的。我们也注意到线段扫



描算法所产生的结果和穷举相交算法的结果也有些许不同。那么，哪

个算法的结果才是“正确”的结果呢？其实并不是那么简单，因为用到

了浮点数，因此我们需要找到一个一致性的概念来比较浮点数的值。

特别地，我们定义了FloatingPoint.epsilon作为阈值，来解决无法辨识两

个数是否完全相等的问题。当两个结果之间的差异接近阈值时（我们

设定为10-9），还是会有无法预期的事情出现。将阈值完全删除也不能

解决这个问题。最终，我们重新排序，并通过统计的方法来检查算法

的结果，而不是仅仅去校验所有案例的返回结果和预期结果的比较。

表11-6综合了第9章谈到了计算几何问题。



第四部分

附录 基准测试



附录 基准测试

本书阐述了多种算法，在其各自章节中，你能够找到这些算法的

性能描述。本章中，我们将会描述如何评估算法性能。我们认为，根

据经验使用特定的数据来精确解释算法行为是非常重要的。这样能够

帮助读者验证结果的正确性，以及理解在使用的过程中，这些假设是

否适用。

分析算法的方法有很多种。第2章是一种正式的理论分析方法，介

绍了如何分析最坏情况和平均情况下的性能。在某些情况下，我们可

以根据经验得到这些理论结果。例如，考虑排序20个数的算法性能。

这20个数有2.43×1018种转置，但是我们不可能详尽地计算每一种转置

下算法的平均性能。而且，我们不可能对所有转置进行排序，然后计

算平均性能。我们必须使用基于统计的方法来正确计算算法的期望性

能。

统计基础

在本章中，我们简要地介绍一下评估算法性能的关注点。有兴趣

的读者可以参考任意一本统计学教材来获取有关统计学的知识。



为了计算算法的性能，我们构架了一套独立的实验集T。每次实

验的输入规模是n。我们也会做一些额外的工作来保证这些实验的等

价。这时，我们就可以将算法实现中的变量量化，而不用全部进行所

有的实验。这样也许比较合适，例如，计算大量独立的等价实验的开

销非常巨大。这个集合执行的结果将会精确到毫秒。当代码使用Java

编写时，我们会在执行之前先调用系统的垃圾回收器，虽然不能保证

垃圾回收器不会在实验进行当中执行，但是这样做能够减少和算法执

行无关的时间花费。而且我们会将最好的和最坏的结果当作异常值抛

弃，然后使用下面的公式计算出剩余的T-2次结果的平均值和标准方

差。

xi是单独的实验执行时间，而x的T-2次实验的平均值。这里n等于

T-2，所以平方根中的坟墓是T-3。计算平均值和标准方差能够帮助我

们预测算法的远期性能，表A-1是实际值在[x-k*σ，x+k*σ]区间内的概

率，σ是计算出的标准方法。这些概率值组成了算法性能预测的置信

区间。



例如，在一个随机实验中，68.27%的时间期望结果都落在[x-σ，

x+σ]这个范围内。

得出结果精度不会超过4位数，我们相信精度已经足够，不可能出

现重大的误差。当精度超过5位数时，我们会将其截断，或者合理地舍

入。例如16.897 986会舍入为16.8980。



硬件

在本书中，我们通过大量的表格说明了算法在样例数据上的性

能。我们使用了两种不同的机器：

桌面PC

我们使用了一台“家庭办公”的PC。这台计算机的处理器是

Pentium(R)4CPU 2.8GHz，内存512MB。

高端计算机

我们可以使用Linux集群中的一部分计算机。这些计算机的处理器

是双核的AMD Opteron 2.6GHz，16G内存。

我们使用的高端计算机是由美国国家科学基金会提供，授权号是

No.0551584。本书使用的任何选项、发现、结论和推荐都来自于作

者，并不代表美国国家科学基金会的观点。

我们在这些表中指明了这些计算机。



例子

假设我们需要对n个数的加法做一个基准测试。那么我们可以设计

一个实验，n从1 000 000～5 000 000，步长是1000000。我们执行30次

实验，试图消除尽可能多的奇异值。

我们假设计算的时间和n直接相关。我们使用Java、C和Scheme分

别编写了三个程序来进行基准测试。



Java基准测试解决方案

在Java的测试用例中，我们会在执行前后记录当前系统时间（毫秒

级）。例A-1的代码测量了完成任务所需的时间。在一台理想的计算机

上执行30次实验，每次需要的时间应该精确相等。当然这不可能发

生，因为现代操作系统需要处理大量的后台程序，这些程序会在代码

执行时共享同一块CPU。

例A-1：Java测量任务执行时间程序



TrialSuite类存储实验集合。在所有的实验被加入到这个集合后，

我们开始计算。我们会统计出总时间、最长时间和最短时间。如前所

述，最大值和最小值将会在计算平均值和标准方差时删除。



Linux基准测试解决方案

对于C测试用例，我们开发了一个基准测试库。本节中，我们简单

地描述一下计时代码的核心思想，并告诉感兴趣的读者源代码所在的

代码库。

这个库主要是用于测试排序程序。计时的API也要负责对命令行参

数进行解析：

计时库假设问题的规模是由-n这个参数设定的。为了产生可复用的

实验，随机值的种子可以通过-s来设定。一个测试用例需要包含以下函

数：

void problemUsage()

计时库会解析计时参数，然后剩余的参数会传递给prepareInput函

数。

void prepareInput(int size,int argc,char**argv)



这个函数和解决的问题相关，它负责构建输入集合。这个函数不

能直接地通过形式参数传递执行，而是需要使用测试用例中的静态变

量。

void postInputProcessing()

如果在问题解决之后需要做一些验证和后续处理，那么就在这里

写一些代码。

void execute()

这个方法包含了功能代码。这里永远只会有一个方法调用。当这

个方法为空时，总开销（在高端计算机上）平均是0.002毫秒，这个值

被认为对最后的结果没有影响。

测试用例如例A-2所示。

例A-2：n个数的加法



每次实验都将会执行一次这些函数，所以我们需要写一个shell脚

本，在不同数据上多次执行程序。每次测试时，我们都需要写一个配

置文件。例A-3就是第4章中基于值排序算法的配置文件config.rc。

例A-3：比较排序算法的配置文件样例

这个配置文件声明了将会执行三个快速排序的变种和一个插入排

序。这次测试的数据规模n从1～16 384，n每次增加一倍。对于特定的



数据规模，将会执行10次实验，最好和最坏的结果将被抛弃。然后输

出剩下8次实验结果的平均值（和标准方差）。

例A-4：compare.sh基准测试脚本



compare.sh脚本使用一个C程序eval计算平均值和标准方差，这个

程序使用了本章开头的一些方法。例A-5是一个管理脚本suiteRun.sh，

这个脚本加载配置文件，然后根据配置文件重复执行compare.sh脚本。

例A-5：suiteRun.sh基准测试脚本







Scheme基准测试解决方案

本节的Scheme代码测量的是在给定数据上，代码的性能。本例

中，我们只需将数据规模作为参数传递给函数。首先我们会列出一些

helper函数来计算平均值和标准方差。请看例A-6。

例A-6：Scheme计时程序的helper函数



例A-7的计时代码采用了例A-6的helper函数，执行一系列的测试用

例。

例A-7：Scheme计时代码



例A-8的largeAdd函数将n个数相加。（briefReport largeAdd

millionplus 30 1000000 5000000）得到的输出见表A-2。

例A-8：largeAdd函数





报告

审视在相同的平台上（这里是Linux 2.6.9-67.0.1.ELsmp i686，机器

是高端计算机和桌面PC）的实际结果是非常有帮助的。我们列出3个表

（表A-3、表A-5、表A-6），分别是Java、C和Scheme的结果。在每张

表中，时间的单位都是毫秒，并且给Java的结果描绘一张直方图。

表A-3的行为概况请见表A-4的直方图。我们忽略那些0值的表行。

所有非零值都用阴影表示。



为了解释这些结果，我们使用统计的方法。如果假设每次实验的

计时都是独立的，那么我们将会使用之前的置信区间。如果有人希望

我们预测一下n=4 000 000时算法的性能，我们可以说期望时间在

[32.9499,34.6215]之间的几率是95.45%。



C实现的速度比Java实现快3倍左右。但是这个直方图不能提供足

够的信息，因为C的计时精确到了毫秒级，而Java的计时却只是秒级。

最后一张表是Scheme的结果。其结果的变化程度比Java和C更高。

一个可能的原因是递归解需要更多的簿记计算。



精度

我们发现毫秒级的精度不能满足我们的需求，因此我们引入了纳

秒级的计时器。在Java平台上，计时代码唯一需要做出的改变就是调用

System.nanoTime()这个计时函数。为了检查纳秒级和毫秒级计时器之间

是否存在某些关联，我们做了一些修改，代码如例A-9所示。

例A-9：在Java中使用纳秒级计时器

之前的表A-3是毫秒级的计时结果，表A-7所示的计时结果是纳秒

级。我们可以看到最明显的差别就是标准方差收缩了一个数量级，因

此能够更加准确地预测代码的期望执行时间。但是这个结果仍然存在



精度上的问题——注意n=5 000 000时的标准方差。这个值看起来是一

个奇异值。

因为我们相信使用纳秒级的计时器提供的帮助非常有限，所以我

们仍然在算法相关章中使用毫秒级计时器来进行基准测试。我们也会

对计时器进行修改，提供更精确的计时，避免出现重大的误差。而

且，当我们希望跨平台比较执行时间时，UNIX系统上的纳秒级计时器

还没有标准化，这也是我们采用毫秒级计时器的另外一个原因。

为什么同一份数据执行的时间不一致呢？让我们看看表A-3的数

据，不同结果之间有15毫秒或16毫秒的波动。这些波动反映了Windows

平台上Java计时器的精度问题，而不是我们的代码的问题。

System.currentTimeMillis()执行时会导致这些偏差值，但是只有在执行

时间非常短时，这些值才会非常重要（例如，大约16毫秒）。

Sun Java工程师已经意识到了Windows平台上Java计时器的问题，

但是现在没有解决这个问题的计划（这种状况已经存在6年）。相关信



息可参见http://bugs.sun.com/bugdatabase/view_bug.do?bug_id=4423429。
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封面介绍

本书封面的动物是一只寄居蟹（Pagurus bernhardus）。在世界各

地有超过500种寄居蟹。它们大多为水生，生活在珊瑚礁和潮池的盐水

中。一些寄居蟹，尤其是在热带地区的，是陆生的。例如一种名为盗

蟹的寄居蟹，它能够长到椰子那么大。陆生寄居蟹在它们的壳里面存

放着少量的水，用来帮助呼吸以及保持腹部湿润。

寄居蟹和其他螃蟹不一样，它们不需要一个坚硬的属于自己的外

壳，它们寻找食肉动物不能食用的腹足动物（例如蜗牛）的外壳作为

庇护所。它们特别偏好玉黍螺和海螺的壳。随着身体的长大，它们需

要寻找更大的壳寄居。如果他们将身体的任何部分暴露出来，那么会

非常容易受到食肉动物的攻击；此外，如果没有一个合适的外壳，就

会阻碍它们的成长，因为昆虫腹足动物的壳是有限的，所以竞争也是

一个问题。

寄居蟹是十足（也就是说十只脚）甲壳动物。在它们的五对足

中，第一对是钳子，或者是螯，较大的那个是它们用来防御和撕碎食

物用的，而较小的是用来辅助进食的。第二对和第三对足帮助它们走

路，最后两对足用于将它们固定在壳中。



寄居蟹具有明显的甲壳动物的特征：它们没有内骨架，而是有一

个钙质的外骨骼。它们也有两只复眼，两对触角（它们用来感知味道

和振动）并拥有三对口器。在触角的底部是一对触角腺，用来排出废

物。

可以经常看见海葵附在寄居蟹的壳上。海葵以这种方式移动并食

用寄居蟹的食物残渣，不过作为交换，海葵能够伪装寄居蟹以逃过海

洋食肉动物的捕食，例如鱼和章鱼。其他的食肉动物也包括：鸟和其

他的螃蟹，以及一些哺乳动物（例如人）。

寄居蟹号称“海洋的垃圾收集器”，它能够吃掉几乎所有的东西，

例如海岸上腐烂的物质，因此它们在海岸清洁中扮演着一个非常重要

的角色。作为杂食动物，它们的食物是极其多样化的，从虫子到有机

废品（例如草和叶子）无所不有。

封面的图片来自于Johnson的《Library of Natural History》卷2。
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