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1 Introduzione

1.1 Problemi Variazionali
Uno dei campi di applicazione dei metodi dell’analisi funzionale é quello dei problemi variazionali.

Esempio 1.1 (La catenaria). Consideriamo una corda omogenea di lunghezza ¢ e massa M, i cui estremi siano fissati nei
punti A = (0,h), B = (zp, h), sospesa nel campo gravitazionale. Il problema consiste nel determinare la configurazione
di equilibrio della curva, che sara tale da minimizzare I’energia potenziale:

U:/dmgy.
M

La densita lineare della corda y = 7 si suppone costante. Matematicamente, il problema consiste nel determinare il
minimo!, qualora esista unico, del funzionale:

U [y] =ug/ V1+y (2)2y(z)dz,
0

nello spazio delle curve y: [0,25] — R (sufficientemente regolari; ad esempio C!) tali che:

B

y(0) =y(zp) =h, (= / I+ (@)2de,

0

Possiamo astrarre dall’esempio precedente le caratteristiche principali di un problema di analisi variazionale. Gli
ingredienti sono:

e Uno spazio di funzioni X con opportune condizioni di regolarita + condizioni al contorno.
e Un funzionale % : X — [—o0, ).
Tl problema della ricerca dei minimi di .% si pud impostare come segue. Si definisce:

= inf &
HE LT

Per semplificare la discussione, supponiamo che valga p € R, ovvero che il funzionale sia inferiormente limitato (come
nell’esempio della catenaria, in cui y(x) > h — £ in ogni caso). Formalmente, il problema si risolve come segue:

1. Si considera una successione minimizzante x,, tale che .7 [z,] — u.
2. Supponendo che X sia compatto, esiste un = € X tale che z,, — = per qualche sottosuccessione ny.

3. Supponendo che % sia semicontinuo inferiormente, ovvero:

likrginfﬁ[fk] >F[=F {lim f} ,

k—o0
per ogni successione {{;} C X convergente, si ha necessariamente:
p=F [a],
da cui segue, per definizione di y, F [x] = p.

Il punto “2” sottointende chiaramente il problema della definizione di una topologia su X, e questo é un problema
assolutamente non banale.

Nel caso finito-dimensionale, X C R™2, la richiesta di compattezza si traduce nella semplice richiesta che X sia chiuso
e limitato. Di fatto vale il seguente:

IPit1 in generale, i punti stazionari.
20, pit in generale, uno spazio vettoriale L di dimensione finita, con la topologia indotta da una qualsiasi norma.



Teorema 1.2. Sia (X, ||-||) uno spazio vettoriale normato (reale o complesso). Allora le palle chiuse di X sono compatte
se e solo se dim X < oo.

Dimostrazione. Poiché ogni palla chiusa in X é omeomorfa alla palla unitaria B, é sufficiente dimostrare che questa non
€ compatta.

Supponiamo per chiarezza che X sia uno spazio vettoriale complesso. Se dimX = n < oo, fissata una base
{x1,229,..., 2y}, Vapplicazione lineare:

F(Z ;i) = (g, 0, ... o)

che associa a un vettore x € X le sue coordinate in C™ rispetto alla base scelta, ¢ un omeomorfismo (poiché la norma su X
¢ equivalente alla norma definita dalla base {x;}). Poiché ¢ lineare, essa é anche limitata, per cui F(B) & un sottoinsieme
chiuso e limitato di C". Di conseguenza F(B) ¢ compatto e B = F~1(F(B)) ¢ compatto.

Supponiamo invece dim X = oco. Definiamo una successione (y,) C B come segue. Siano z1,zo,...,Ty,... vettor
linearmente indipendenti in X e sia E,, I'inviluppo lineare dei vettori {z1, 2, ..., 2, }. Definiamo:
1
Y1 =
[l ]
e supponiamo di aver definito y1, ¥y, ..., y, in modo tale che:
1
lyell =1, wyx € Ex,  p(yr, Ex—1) > 3
per k = 2,3,...,n. Poiché i vettori {z1,z2...,Z,41} sono linearmente indipendenti, x,,+1 ¢ E,. Poiché E, ¢é chiuso, la
distanza:

p(Tnt1, En) = xlenbf [Znt1 — 2] = a > 0.

Se z* € E,, é tale che p(z,4+1,2*) < 2, poniamo:

Ty
Yn+1 = [Zn — z*||
Allora ||yn+1ll = 1, Ynt1 € Eny1 e inoltre:
T T*
E,) = inf n
p(yn-'rl) n) IlenEn H.’L’n _ x*H T
1
= inf ||z, — 2" — x|z, — 2"

>

Consideriamo ora la successione (y,) C B ottenuta in questo modo. Questa é tale che:

1
||ym - ynH > 5
se m > n. Di conseguenza, ogni sottosuccessione di (y,,) non é di Cauchy e, a maggior ragione, non & convergente, il che
prova che B non & compatta. O

La compattezza di tutti gli insiemi chiusi e limitati & equivalente alla compattezza delle palle chiuse. Infatti, le palle
chiuse sono (appunto) chiuse e limitate; d’altra parte se F' é chiuso e limitato e F¥ C B con B palla chiusa, allora
dalla compattezza di B segue quella di F' (un sottoinsieme chiuso di un compatto ¢ compatto). Dunque, in dimensione
infinita, la caratterizzazione degli insiemi compatti di uno spazio normato é tipicamente molto pitt complicata che nel caso
finito-dimensionale.

Il problema di ambientare i problemi variazionali in uno spazio compatto si traduce spesso nell’introduzione delle
topologie “deboli” (ovvero, pit deboli della topologia indotta da una norma naturalmente presente su X). Infatti, se un



insieme risulta compatto in una data topologia, esso é chiaramente compatto in tutte le topologie piu deboli di questa.
Tuttavia ¢’é un rovescio della medaglia: le funzioni continue (o semi-continue) rispetto alla topologia piu forte, possono
non esserlo rispetto a quella pitu debole! (vedi punto 3).

Implicito nel problema della compattezza, vi & il problema della chiusura dello spazio X su cui si imposta il calcolo

variazionale®. Gli spazi di funzioni regolari sono tipicamente non chiusi*. Come vedremo, cid comporta la seguente

generalizzazione:
funzioni regolari — funzioni integrabili.

Un funzionale su uno spazio di funzioni é, in maniera alquanto generale, rappresentato da un integrale. L’esempio piu
elementare di integrale, cioé l'integrale di Riemann, é notoriamente poco maneggevole quando sono richieste operazioni di
passaggio al limite. Cio comporta la generalizzazione:

integrale di Riemann — integrale di Lebesgue.

1.2 Teoria della misura

Ci occuperemo prima della generalizzazione del concetto di integrale. Questo é chiaramente legato alla nozione di misura.
In questa sezione esploriamo la nozione di misura su R™
Una misura “ragionevole”, intesa come funzione positiva p definita su una certa famiglia di sottoinsiemi di R", deve

S €4

chiaramente soddisfare le seguenti proprieta “intuitive”:

1. Se {E;} & una collezione numerabile di insiemi misurabili a due a due disgiunti, allora:
M(U E;) = Z p(E;).

2. Se E ¢ misurabile e F' ¢ congruente ad E, allora F ¢ misurabile e u(F) = u(E).

3. La misura di un rettangolo R = [a1,b1] X -+ X [an, by] € quella che ci si aspetta:

/J'(R) = H(bn - an)~

n

Esistono molti controesempi che mostrano che la famiglia degli insiemi misurabili non puo coincidere con Z(R"™), insieme
delle parti di R™. Ne citiamo uno in particolare:

Esempio 1.3 (Insieme di Vitali). Definiamo su R la seguente relazione di equivalenza:
z~y se z—yeQ.

Per ogni classe di equivalenza y € R/ ~ si scelga un v(x) € [0,1] N x e sia
V={v()Ix e R/ ~}.

Mostreremo che, per qualunque misura che soddisfa i punti 1, 2, 3 di cui sopra, V non é misurabile. Sia ¢, una denume-
razione dei razionali compresi fra —1 e 1 e poniamo V,, =V + ¢,. Se x € [0, 1], allora esiste un ¢, € [—1,1] N Q tale che
T —qn, €V, ovvero z € V,. Questo é:

qn = x — v([z]).

D’altra, poiché V' C [0,1], si hanno le inclusioni:

0,1 < JVa € [-1,2].

Inoltre, se n # m, allora V,, N V,, = 0. Sia infatti z € V,, N V,,. Allora esistono x,, xm € R/ ~ tali che:

v(Xn) + @n = v(Xm) + Gm-

3Ricordiamo che, in uno spazio topologico di Hausdorff, ogni sottoinsieme compatto ¢ chiuso.
4Ad esempio, lo spazio delle funzioni f: [~1,1] — R continue, con la topologia indotta dalla norma L2, non & chiuso.



Ma allora:
U(Xn) - U(Xm) =gdm —qn € Q\ {0} .

Quindi v(xn) ~ v(Xm), 08Sia Xn = Xm» Gn = ¢m € quindi n = m.
Come si vedra in seguito, dalla proprieta 1 segue la monotonia di u. Dalle proprieta 1, 2, 3 si ha allora:

1= u((0,1]) < Vo) = 3 V) = S wlV) < pu(-1,2]) = 3

cioé:

1<) u(v) <3,

Dalla prima disuguaglianza segue u(V) > 0. Ma allora la seconda disuguaglianza é contraddittoria. La contraddizione
deriva dall’aver assunto che V' sia misurabile.

1.3 Misura di Peano-Jordan

Sia R un rettangolo (aperto, chiuso o ibrido). Indichiamo con |R| la misura “intuitiva” di R. Definiamo un plurirettangolo
S C R™ come un insieme rappresentabile come unione finita di rettangoli (aperti, chiusi, o ibridi). Si dimostra facilmente
che Pinsieme £(R™) dei polirettangoli in R™ & chiuso rispetto alle operazioni di unione finita, intersezione finita, differenza
e differenza simmetrica. Si possono dimostrare i seguenti lemmi:

Lemma 1.4. Per ogni plurirettangolo S, esiste una collezione finita di rettangoli { Ry} disgiunti tale che S = U Ry,.

Lemma 1.5. Se {R;}, {R;c} sono due collezioni finite di rettangoli disgiunti tali che Ug Ry = UkR;ﬂ, allora:
PILEEDIA
k k
Quindi ha senso definire la misura di un polirettangolo S come:

m(S) = | Rl

k

dove {Ry} & una qualsiasi collezione finita di rettangoli disgiunti tali che S = Uy Ry.

Teorema 1.6. Se & ¢ la collezione di tutti i plurirettangoli di R™, allora m: £ — [0, 00) soddisfa le sequenti proprieta:
1) m(U;S;) = >, m(S;) se {S;} C € e una collezione finita di plurirettangoli disgiunti.
2) m(0) = 0.
3) m(R) = |R|.
4) Se P,Sec&, PCS, allora m(P) <m(S).
5) m(U;S;) < >, m(S;) se {S;} C & e una collezione finita di plurirettangoli.
6) Se S € &, allora m(S + x) = m(S).

Osservazione 1.7. Le proprietd (1)-(6) non sono indipendenti. Ad esempio, se P C S, allora, assumendo la (1), si ha:
m(S) = m(P U (S\P)) = m(P) + m(S\P) > m(P),

cioé la (3).

Esercizio 1.8. Supponiamo che p: €& — [0,00) soddisfi (1) e (6). Allora pr = c¢-m, dove ¢ > 0 é una costante.

Per le cose interessanti relative alla misura di PJ, si vedano i problemi.



Parte I
Misure e integrazione astratta

2 Misure astratte

2.1 Algebre e g-algebre

Definizione 2.1. Sia X un insieme non vuoto. Una famiglia & C &2(X) si dice un’algebra su X se:
(1) Er, Ey € o implica By U Ey € .
(2) E € « implica E€ € &

Definizione 2.2. Una famiglia .# C (X) si dice una o-algebra su X se:
(1) U;E; € A per ogni famiglia numerabile {E;, i =1,2,...} C 4.
(2) E € A implica E° € .

Osservazione 2.3. Dalla definizione di algebra segue, per induzione, che & é chiusa per unioni finite. Inoltre, scrivendo
EyNEy; = (E{UES)S,
si ha che E1 N Fy € o se E1, By € o, sempre per induzione, 7 é chiusa per intersezioni finite. Infine, scrivendo:
E\\E; = E,NES,

si ha che E1\FEs € o se F1,Es € .

Osservazione 2.4. Una o-algebra é in particolare un’algebra (se E1, Fy € 4, posto Eapt1 = E1, Eoy, = Eopern=1,2,...,
siha F1UFEy; = U, E, € #). Con dimostrazione pressocché identica al caso delle algebre, le o-algebre sono chiuse rispetto
all’intersezione numerabile e alla differenza.

Osservazione 2.5. Se l'algebra (o la o-algebra) &7 contiene almeno un elemento E, allora:

X=FEUE‘ed

l=Xco
Per evitare banalitd, in quanto segue assumeremo sempre che le algebre in esame contengano lo spazio ambiente (o
equivalentemente ’insieme vuoto).

Osservazione 2.6. Sia o/ un’algebra tale che, per ogni famiglia numerabile {E;} C o disgiunta, U;E; € /. Allora o ¢é
una o-algebra. Infatti, se {F;} C o/ & una famiglia numerabile arbitraria, posti B} = F) e:

E; = F\ {U,_\Ex} i>2,

si ha:
U F; =UE; € ﬂ,
per cui &7 é chiusa per unioni numerabili.

Osservazione 2.7. Sia {4}, 4 una collezione di (o-)algebre. Allora:
A = N Ay,

¢ una (o-)algebra. Infatti, se E,F1,Ey € o, allora E,E1,Ey € 4, per ogni a € A. Di conseguenza, E¢ € 7, e
E, U E; € o, per ogni a € A, ovvero E° € of e E1 U Ey € &/ (la dimostrazione per il caso delle o-algebre é identica).

Se & C Z(X) ¢ una collezione di sottoinsiemi di X, poiché Z(X) ¢ una o-algebra, possiamo definire la o-algebra
generata &, .# (&), come la piu piccola o-algebra contenente &

M(E) =0 { M| M D EY.



Esempi di (o-)algebre.
Esempio 2.8. Su ogni insieme X sono sempre definite due o-algebre banali:
M= {0, X}, My = P (X).
Esempio 2.9. Sia X un insieme non numerabile. Sia
M = {FE C X| E & numerabile oppure E° ¢ numerabile} .

Allora . ¢é una o-algebra. In effetti, .# ¢ evidentemente chiusa per complementazione. Sia {E;} una famiglia numerabile
in .#. Se gli E; sono tutti numerabili, allora anche 'unione E' = U; F; é numerabile, per cui E € .#Z. Se invece esiste un
Ej non numerabile, allora E} ¢ numerabile e:

E° = M;E° C E¢
¢ numerabile, quindi F € .Z.

2.2 Misure non negative

Definizione 2.10. Sia ./ una o-algebra su un insieme X . Una misura non negativa p su .# ¢ una funzione p: .# — [0, o0]
numerabilmente additiva. Vale a dire, se {E;} C # e E; N Ej = () per i # j, allora

WUE:) = > p(Ey). (2.1)
Osservazione 2.11. Se esiste un elemento F € .# tale che u(E) < oo, allora:
W(E) = p(EUDUDU...) = u(E) + 3 u(0),
i=1

da cui (@) = 0. Percio, in quanto segue, assumeremo sempre che valga u(0) = 0.

Osservazione 2.12. Dalla additivitd numerabile segue 'additivita finita. Infatti, se E1, Fs, ..., E, € .# sono disgiunti,
allora: . - .
pUZL B = p((UZ B UBUBU...) = > B+ Y p®) = uE).
i=1 i=m—+1 i=1

Esempi di misure
Esempio 2.13. Sia f: X — [0, cc] una funzione non negativa. Per E C X sia®:
WE) =" f(x).
z€E

Allora g ¢ una misura sulla c-algebra .# = 22(X). Infatti, la p ¢ innanzitutto non banale poiché (@) = 0; occorre
dimostrare I’additivitd numerabile. Sia {E;} ¢ una successione di sottoinsiemi di X disgiunti a coppie e sia E = U, F;. Per
definizione:

d f@)= sup D f(x).

2cE EDF finito e F

5n generale, la somma di un insieme di numeri {Za},ea non negativi, dove A ¢ un insieme di indici arbitrario, ¢ definita da:

Z To =  Sup Z Tq.

Gca ADF finito S



Sia F' C E un insieme finito. Allora F C F;, UE;, U---U E;,, per alcuni iy,...,iy. Di conseguenza:

@)=Y Y f)

zeF k=1 TEFNE;,

<N f)

k=1 CEGEik
N
= Z M(E'ik)
k=1
<Y uE)
7

Percio:
WUE) <Y ul(E).
Per mostrare la disuguaglianza opposta, fissiamo N € N e siano F; C F;, i = 1,2,..., N insiemi finiti. Allora:
N
YD flay= Y fla) < uE).
1=1 x€F; zeU; F;
Ne segue:

N N

Yo sw > f(x)

— - E;DF; finito
i=1 T

™

=
=
I

i=1 E€F;
N
= w3 > f@)
EiDF, finito = <7
< u(E).

Passando al limite N — oo si ottiene:

ZM(Ei) < u(E),

da cui segue ’'additivita di pu.
Vediamo alcuni casi particolari della p cosi definita:

o f=1. Allora
w(E) = Card(E).

Questa misura é chiamata la “misura del contare”.

® f =Xy, Allora:

Questa misura & chiamata “0 di Dirac”.

Teoremi elementari

Osservazione 2.14. Negli enunciati che seguono, sottointenderemo sempre la o-algebra .#Z e lo spazio X che entrano nella
definizione di p. In generale, la coppia (X,.#) ¢ detta “spazio misurabile”, mentre la terna (X, .#, u) ¢ detta “spazio di
misura”.
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Proposizione 2.15 (Proprieta elementari delle misure non negative.). Sia p una misura non negativa. Tutti gli insiemi
nell’enunciato che seque si sottointendono misurabili. Si ha:

(1) Monotonia: w(E) < u(F) se EC F.

(2) Subadditivita numerabile: p(U;E;) <. p(E;).

(8) Continuita dal basso: p(U; E;) = limy oo (Ey) se By C Ep C ...

(4) Continuita dal basso: p(M;E;) = limg_oo u(Ex) se E1 D By D ... e u(Eq) < 0.

Dimostrazione. (1) Se F' D E, allora:
W(F) = p((F\E) UE) = u(F\E) + u(E) > ju(F).

(2) Poniamo F; = E; e ‘
F,=E\U,_\Ey) i>2.

Allora UiFi = UiEia Fi ﬂFj = @ per 7 #] e:
(U Ey) = p(UiF) Zu <Zu

dato che u(F;) < p(F;) per il punto (1).
(3) Poniamo Fy = E; e

(Ui Ey) = p(Ui Fy) = ZM(F

Allora UiFi = UiEi €:

Ma:
N =u(Es)
Z p(EF;) = p(Er) + p(E2\Er) +pu(Es\E2) + - - + p(En\EN-1)
= =u(E)
= u(EnN),
per cui:
(U, E;) = ngnooZu = Jim p(Ey).

(4) Poniamo F; = E;\E,; 41 per i = 1,2,.... Abbiamo E1\N; E; = U;F;, F; N F; =0 per i # j e:

n(EN\ (N E;) ZM

Poiché u(E) < oo, si ha anche:
p(E\ N; By) < p(Er) < oo

Percio, da:
pw(Er) = p(Er\ Ni B;) + p(NiE;),

segue
w(NiE) = p(Er) — p(E\(NiEy))

- ZM(F

Ma (poiché p(E;) é finito per ogni 4):

11



Di conseguenza:

w(NiE;) = p(Er) — Z {(Ei) — p(Ei1)}

N
= lim |[u(Ey) — Z {(Ei) — p(Ei1)}

N— 00
= li E
i p(Ey),
come volevasi dimostrare. O
Osservazione 2.16. L’ipotesi u(Fy) < oo (o pin in generale p(E)) < oo per qualche k) nell’enunciato del punto (4) é
necessaria. Consideriamo infatti X = N con la misura del contare e sia E; = {n >i}. Allora F; D Es 2 ..., N;E; =0

ma:
i p(By) =00 # 0= pu(0) = p(NiEi).

2.3 Completamento della misura

Definizione 2.17. Sia (X, .#, u) uno spazio di misura. La misura u si dice completa se:
FCE, Ee#euylE)=0 = Fed

e, conseguentemente, pu(F) = 0.

Teorema 2.18. Sia (X, . #,u) uno spazio di misura. Siano:

N ={N € #|u(N) =0},
M ={EUF|Ec.#, FCN per qualche N € N} .

Allora:
(1) A é una o-algebra. o
(2) Esiste un’unica misura non negativa [z completa su A tale che:

wE)=u(E) VEe /.
Dimostrazione. (1) Chiaramente () € .#Z. Se {G;} C .#, posto G; = E;UF; con E; € .# e F; C N; € ./, si ha:
U;G; = UZ(El U Fl) = (UzEl) U (Uze)

Poiché UZEE M, U;F; CU;N; € A, s ha U;G; € M.
SeGe#eG=FEUF,con E€ . #eF CN €./, possiamo supporre che valga

ENN =0.
Infatti, se cosi non fosse, posto N' = N\E, e F/ = F\ E abbiamo:
G=FEUF', ENN =0, FCN e.w.

In tal caso abbiamo
G°=(FEUN)°U (N\F),

per cui G¢ € .. o
(2) Sia dato G € .. Supponiamo che sia:

G=EUF=EUF,

con B, E', F e I’ come nella definizione di .#. Allora:



Infatti, usando la monotonia e la subadditivita di p, otteniamo:
p(E) < W(EUN) = p(E"UN') < p(E') + u(N') = p(E'),
e similmente u(E’) < p(F). Di conseguenza, possiamo porre:
A(G)=wFE) G=FEUFec ..

Se E € #,allora E = EU) € # e i(E) = u(E), quindi 7z ¢ un’estensione di p. Se {G; = E; U F;} C .4, dove G;NG; = ()
per i # j, allora:

(U;Gy) = B((U; Ey) U (UL F))
= ,u(UiEi)

= ZM(EJ
= Zﬁ(Gi)

per cui @ é effettivamente una misura.
Supponiamo che G; C G e i(G) = 0. Posto G = EUF, dove E € .# e F C N € ./, abbiamo allora u(F) = 0. Se
G C G, abbiamo allora:
Gi=GNEUF)=0U(GiN(EUF)).
Ma:
GiN(EUF)CEUN e 1.

Di conseguenza G € [, ovvero fi € completa. o
Supponiamo ora che v: .# — [0, 00] sia una misura completa tale che v| , = u. Se G = EUF € .#, dove E € 4,
FCNe ./, allorav(N)=0, per cui F € 4 e v(F) =0. Quindi:

7i(G) = u(E) = (E) < v(G) < v(B) + v(F) = v(E) = (E) = F(G).

Quindi o(G) = v(G). O

Osservazione 2.19. Notiamo che se v: .#’ — [0,00] & una qualsiasi misura completa che estende p: # — [0,00] (vale a
dire, E € .# implica E € .#' e u(E) = v(E)), allora v estende anche 7. Infatti, dato G = EUF € .#,con E € ./ e
F C N e /4, poiche v(N) = u(N) =0,siha FF € 4 ev(F)=0. Inoltre G = FUF € 4" e u(G) = n(F) = v(E) =
v(EUF) =v(G). In altre parole, i é I'estensione completa minimale di p.
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3 Misure esterne e premisure

3.1 Misure esterne e teorema di Carathéodory

Definizione 3.1. Sia X un insieme. Una funzione p*: &(X) — [0, 0] si dice una misura esterna su X se:

(0) u(@) =0
(1) () 1(B) se AC B

(2) p(Uidi) <32, n(Ai)

Proposizione 3.2. Sia £ C P(X) una collezione di sottoinsiemi di X tale che D € £ ¢ X € . Sia p: £ — [0,00] una
funzione tale che p(0) = 0. Allora p*: Z(X) — £ definita da:

1nf{Zp |ACUE“E€5}

e una misura esterna su X.

Dimostrazione. L’unico punto non banale da dimostrare ¢ la subadditivitd. Questa si dimostra come nel caso concreto
della misura di Lebesgue (Problema D.12), usando ’assioma della scelta numerabile e il teorema di Tonelli per le serie di
numeri non negativi (con i rettangoli R sostituiti dagli insiemi elementari F € &). O

Definizione 3.3 (Misurabilita alla Carathéodory). Sia p*: Z(X) — [0, 0c] una misura esterna su X. Un insieme A C X
si dice p*-misurabile se, per ogni £ C X si ha:

p(E)=p (ENA)+ p*(EnNA°. (3.1)
Se A & p*-misurabile, definiamo la misura di A come p(A4) = pu*(A).

Osservazione 3.4. Notiamo che la disuguaglianza:
1w(E) = w* (BN A)U (BN A9) < p* (BN A) + u*(B 1 A9)
vale per ogni insieme A C X. La definizione (3.1) dice che I'insieme A “taglia bene” tutti gli insiemi F C X.

Teorema 3.5 (Teorema di Carathéodory). Sia u* una misura esterna su X e sia # la collezione degli insiemi p*-
misurabili. Allora ./ é una o-algebra su X e p= p*| , € una misura completa.

Dimostrazione. Mostriamo innanzitutto che .# ¢ una c-algebra. Chiaramente § € .#, per cui .# ¢ non vuota. La
definizione (3.1) ¢ simmetrica rispetto ad A e A€, per cui .# ¢ chiusa rispetto alla complementazione. Dobbiamo far
vedere che .# & chiusa rispetto all’'unione numerabile.

Siano A, B € .. Se E C X, allora:

p'(E) = p (ENA)+p"(EnNAY)
=p(ENANB)+p (ENANB®)+ " (ENA°NB) + p*(EN AN B°)
wW(ENANB)+p (ENANB)+p*(ENA°NB) + " (EN (AU B)°).

Ma:
EN(AUB)=(ENANB)U(ENANB)U(ENA°NB),

per cui, dalla subadditivita di p*, si ha:
wW(ENANB)+ " (ENANB)+u*(ENA°NB) > p"(EN(AUB)).

Ne segue che:
i*(E) 2 w* (BN (AU B)) + " (EN (AU B)").

Cio, insieme all’osservazione 3.4, mostra che AU B € .#. Di conseguenza, .# é un’algebra.
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Sia ora {A;} C A, con A;NAj =0 per i # j, e sia A= U;A,. Posto:

Bn = OA“

i=1
poiché A, 1 € A, si ha:
p(ENBpy1) = p (BN Bypr NAngr) + 0 (EN Bpyr NAG L)
=p* (ENApi) + " (ENBy)
Poiche p*(ENBy) = p*(E N Ap), segue per induzione che:

n

p(ENB,) =Y u(ENA).

i=1
Poicheé B,, € A e BS O A¢, si ha:

pi(E) = p"(ENBn) +p"(ENBy)
> *(E N By,) + p* (BN A°)

n

=> WENA) + p*(ENA°).
i=1

Prendendo il limite per n — oo e usando la subadditivita di p*, troviamo:

pr(E) = ZN*(EﬂAi) +p* (BN A%

*
—~

> (ENA)+ p*(EnNA°),

da cui, di nuovo per ’Osservazione 3.4, concludiamo che A = U;A; € .#. Dunque .# ¢é un’algebra chiusa per unioni
numerabili disgiunte e quindi, per I’Osservazione 2.6, ¢ una o-algebra.
Prendendo E = U; A; nella disuguaglianza precendente, troviamo:

pH(UA) = (A,
=1

da cui segue, per la subadditivita di p*, che p = p*| ,, ¢ numerabilmente additiva. Poiche p(0) = p*(0) = 0 per definizione,
1 € una misura. Per concludere, dobbiamo dimostrare che ;1 é completa.
Se FC N,con N € # e u(N) =0, allora dalla monotonia di p* si ha p*(F) =0. Se E C X, allora p*(ENF) =0,
per cui:
pHENF)+p*(ENF) < p*(E)

e, ancora una volta dall’Osservazione 3.4, si ha:
p(E) =p (ENFE)+p"(ENF).

Quindi F' € ., ovvero p é completa. Il teorema é dimostrato. O

3.2 Premisure e teorema di Hahn-Kolmogorov

Definizione 3.6. Sia & un’algebra su X. Una premisura po: &/ — [0,00] & una funzione non negativa tale che se
{A;} C o, U;A € o e A;N Aj =0 per i # j, allora:

/J,()(UZ‘AZ‘) = Z,uo(Ai). (32)
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Osservazione 3.7. Come nel caso delle misure, possiamo escludere il caso banale g = oo richiedendo che pg(0) = 0. Per
queste premisure (le sole che consideriamo), possiamo applicare la Proposizione 3.2 per generare una misura esterna p*:

Definizione 3.8. La misura esterna p* associata alla premisura pg ¢ la funzione pu*: Z(X) — [0, cc] definita da:
p*(E) = inf {Z po(A:)| E C U A;, A; € d} :
i

Teorema 3.9 (Hahn-Kolmogorov). Sia po: &/ — [0,00] una premisura su X, p* la misura esterna associata a pg. Sia
A lo o-algebra degli insiemi p*-misurabili e p = p*| , la misura associata a p*. Allora

(1) & S M e |, = po.

(2) Sev: A" — [0,00] & un’altra misura che estende pg, allora

v(E) < p(FE), VEe. N A
Se, inoltre, u(E) < oo, allora:
V(E) = ju(B).
In particolare, se ug é o-finita, allora v(E) = u(FE) per ogni E € M4 N A" .

Osservazione 3.10. Con la frase “ug & o-finita” si intende dire che esiste una successione {A;} C & tale che X = U;A4; e
to(A;) < oo per ogni i. Notiamo che da & C A, A" segue M () C M, M, dove M (/) ¢ la o-algebra generata da 7.
In particolare, gli enunciati del punto (2) valgono con E € .# (7).

Dimostrazione. (1) Siano A € o7 e E C X. Data {A;} C &7, E C U;A; definiamo {A, = A, N A} C o7, {A] = A, N A°} C
/. Poich¢ ENAC ;A e ENA® CU;AY, si ha

ZMO(Az‘) = ZMO(A; U Ay)
= ZMO(AQ) + ZMO(A/Z/)

> (ENA)+ p*(ENA°.
Di conseguenza:
W' (B) 2w (BN A) + o (BN A).

L’altro verso della disuguaglianza segue dalla subadditivita di p*, per cui:
pi(E) = p (ENA)+p" (BN A°).

Essendo E C X arbitrario, si ha che A € .#, ossia & C 4 e, poiché .# & una o-algebra, #(</) C .#. Dobbiamo
dimostrare che p|_, = po.
Poiché A C A, si ha chiaramente:

1 (A) < polA).
Per mostrare la disuguaglianza opposta, sia {A;} C 7 un ricoprimento di A. Poniamo By = A1NA, B; = (A;\{Bi—1})NA
per i > 2. Allora A = U;B; e:
po(A) = no(Bi) < po(Ay).

Di conseguenza.

po(A) < p*(A).
Poiche &7 C .4, p*|,, = p|,, e I'enunciato segue.

(2) Sia E € 4 N.#'" esia {A;} C o un ricoprimento di E. Poiché A; € o/ C ., per il punto (1) si ha:

V(E) < v(Uidi) <> v(4;) = ZMO(Ai) = ZM(Ai),

(2
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da cui:
V(E) < p*(E) = p(E).

Supponiamo ora p(E) < co. Allora, fissato & > 0, esiste un ricoprimento {4;} C & di F tale che:
> no(Ai) < p*(B) +e = u(E) +e.

Di conseguenza, posto A = U; A;, si ha:

pA) < p(Ai) = po(Ai) < p(E) +¢,

% i

da cui, poiché p(F) < oo:
0 < u(A) - u(B) = p(A\E) < e,

Per la continuita dal basso di v e u, abbiamo:

v(4) = lim v({JA) = lim puo(|J4) = lim u(|J 4) = u(4),
i=1 i=1 i=1
per cui
0<v(A)—ulE)<e
Percio:

Poiché v < p, si ha:
W(E) < u(A\E) +v(E) < v(E) +e.

Poiché ¢ é arbitrario, ci0o implica:
u(E) = v(E).
Se, infine, pg & o-finita e {X,,} C &7 ¢ una collezione numerabile disgiunta tale che:

X = UpXa, MO(Xn) < 0,

preso E € .# N .4, poiche:
(BN Xn) < p(Xn) = po(Xn) < oo,

si ha

p(E)=> wENX,) =Y v(ENX,)=uv(E).

17



4 Misura di Lebesgue

4.1 Definizione della misura di Lebesgue

Definizione 4.1. Un sottoinsieme P C R¥ si dice un polirettangolo se ¢ un’unione di rettangoli (aperti, chiusi o ibridi).
In particolare, consideriamo ) (un’unione vuota di rettangoli) un polirettangolo.

Lemma 4.2. Sia X un insieme e sia £ una famiglia di sottoinsiemi di X tali che:
(i) E,F € & implica ENF €&
(i) Se E € &, allora X\E ¢ un’unione finita e disgiunta di elementi di E.
Allora la famiglia o costituita dalle unioni finite e disgiunte di elementi di £ ¢ un’algebra.

Dimostrazione. Per definizione, () € o7 ('unione vuota di elementi di £). Se A € <7, allora:
A=E1UEU---UE,,
dove E; € £ e E;NE; =0 per i # j. Quindi:
X\A = (X\E1) N (X\E2) N---N(X\Ey,).
Ma, per ipotesi:

m;
X\E; = | J Fij,,
ji=1

dove F;; € € e F;; N Fy, = 0 per j # k. Quindi:

Mn

my  mg
X\A: U U U FljlmFszn"'anjn~

ji=lja=1  jn=1
Ciascun membro dell’unione appartiene a £ e, inoltre, I'unione ¢ disgiunta. Quindi, se A € &7, allora X\ A € &. Se ora:
B=FRUFRKU---UF, €9,
dove F; € £ e F;NF; =0 per i # j, allora:
ANB= (n] ﬁEij.

i=1j=1

Gli insiemi E; N F; appartengono a £ e sono mutuamente disgiunti, per cui £; N F; € /. A questo punto, segue facilmente
che:
AUB=X\[(X\A)N (X\B)] € &,

per cui & é effettivamente un’algebra. O
Corollario 4.3. Se P é un polirettangolo, allora esistono dei rettangoli Ry, Ra, ..., R, disgiunti tali che P = U] R;.

Dimostrazione. Se P é un’unione finita di rettangoli, allora P appartiene all’algebra generata dalla famiglia elementare
Z dei rettangoli. Quindi P ¢ un’unione finita disgiunta di alcuni rettangoli in Z. O

Lemma 4.4. Se P ¢ un polirettangolo, P = U1 R; = U7, S;, dove R; e S; sono rettangoli ed entrambe le unioni sono
disgiunte, allora:
n m
DRI =)1S)l.
i=1 j=1
Teorema 4.5. La famiglia </ dei polirettangoli di RN ¢é un’algebra. La funzione \o: o/ — [0, 0]:
n
Ao(P)=Y|Ri|, P=UL,Ri, RNR;j=0sei#j (4.1)
i=1
€ UNa premisura.
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Dimostrazione. 1lemmi 4.3 e 4.2 (con &€ la famiglia dei rettangoli in RY) mostrano che & & un’algebra, mentre il Lemma
4.4 mostra che \g ¢ una funzione ben definita su 7.
Supponiamo che Pj, P, ... siano polirettangoli disgiunti e che P = U;P; sia anch’esso un polirettangolo. Occorre

dimostrare che:
P) = Z Ao(F)

Notiamo che non é restrittivo supporre che ogni P; sia un rettangolo. In tal caso, osserviamo che da:

URQP
=1
segue:

Z)‘O ) < Ao(P)

per ogni n € N, cosicché:

Z/\O ) < Ao(P),

per cui ¢ sufficiente dimostrare la disuguaglianza opposta. Distinguiamo i seguenti tre casi:
Caso 1: P é un rettangolo limitato.
Notiamo che:

Siano Ri, Ro, ... dei rettangoli aperti tali che:
P;, C R;, Ao(RZ) < )\0(Pl) + 27 ¢,
Poiché P é compatto e P C U;R;, possiamo assumere:

PCRIURyU---UR,,

da cui: -
M(P) < (RiURsU---URy).

Notiamo che se @1, Q2 sono polirettangoli, allora dalla definizione di Ag segue:

Ao(Q1UQ2) = A((Q1NQ2) U(Q1\Q2) U (Q2\Q1))
= M(Q1NQ2) + Ao (Q1\Q2) + Ao(Q2\Q1)
< 200(Q1 N Q2) + Ao (Q1\Q2) + Ao(Q2\Q1)
= Ao(Q1) + Xo(Q2)-

Per induzione si ottiene quindi:

da cui, essendo € > 0 arbitrario, segue:

e cio dimostra la tesi nel caso in esame.
Caso 2: P é un rettangolo.
Se P ha interno vuoto, allora ogni P; ha interno vuoto, per cui:

P)=0=> X(P
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mentre se P & limitato siamo nel caso 1.
Se P ¢ illimitato e ha parte interna non vuota, allora Ao(P) = co. Posto C,, = [-n,n]", si ha:

Xo(P) = lim Ao(P N Cy)
= lim A\(U;(P;NCL))

n—oo

= lim_ Z Xo(PiNCh)
< ZAO(Pi)

per cui:

ZAO(H’) =00 = X\o(P)

e il teorema & dimostrato per un rettangolo.
Caso 3: P ¢é un polirettangolo.
Scriviamo P = U7, R;, dove R; sono rettangoli disgiunti. Dai casi precedenti otteniamo:

m

M(P) = Mo(Ry) =Y MUR;NP) =Y A(R;NP) =Y Xo(P).

j=1 j=1 1
O

Corollario 4.6 (Esistenza e unicita della misura di Lebesgue.). Esiste una misura completa A: £ (R™) — [0, 00] tale che

o C Z(R") e N, = Xo. Inoltre, se ju: A4 — [0,00] & una qualsiasi misura che estende \o, allora X\ e p coincidono su
ZLRY)YN A .

Dimostrazione. Segue immediatamente dal Teorema di Hahn-Kolmogorov (si noti che \g & o-finita, in quanto RY =
N
Un [-n,n]™). O

4.2 Proprieta della misura di Lebesgue

Teorema 4.7. La misura di Lebesgue \: £ (RY) — [0, 00] gode delle sequenti proprieta:
(i) A & completa.
(ii) L (RYN) ¢é boreliana (cioé contiene tutti gli insiemi aperti di RY ).
(iii) \ ¢é regolare dall’esterno:

)\(E) - Egzﬁllr}zfz;ertoA(A) (42)
(iv) X ¢ regolare dall’interno:
ANE) = sup AMK) (4.3)

EDK compatto
(v) M(K) < oo per ogni compatto K.

Dimostrazione. (i) Segue automaticamente dalla definizione di A e dal Teorema di Hahn-Kolmogorov.
(ii) Basta notare che ogni aperto A in RY ¢ dato da un’unione numerabile di scatole aperte.
(iii) I caso A(E) = oo ¢ banale; supponiamo A(F) < co. Si ha:

)\(E) = )\*(E) = inf {Z |R1| ‘E - UiRi7 Rz rettangoli} .

Per ogni ¢ > 0, esiste un ricoprimento aperto {R;} di F tale che:

D> AR:) < A(E) +e.
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Quindi ’aperto A = U; R; é tale che:
AA) <D ANR:) < AE) +e¢

e, poiché e & arbitrario, segue la (4.2). O

(iv) Supponiamo dapprima che E sia limitato. Allora la chiusura E é compatta e quindi misurabile per il punto (ii).
Dato ¢ > 0, per il punto (iii), esiste un aperto A tale che:

ADE\E, XA)<AE\E)+e.

Poich¢ A\F D E\FE si ha:
AA) = MANE)+ AA\E) > M(AN E) + A\(E\E),

da cui:
MANE) < AA) - MNE\E) <e.

Posto K = E\A, si ha che K é compatto e, poich¢ A D E\E:
K C E\(E\E) = E.

Inoltre:
E=(F\A)U(ENA) CKU(ENA),

per cui: ME) < ME)+MENA) <MK) +e.

Poiché € > 0 ¢é arbitrario, si ha la tesi nel caso in cui F ¢ limitato.
Se FE non é limitato, possiamo scrivere:

dove gli F; sono limitati e disgiunti. Fissato € > 0, per ogni i esiste un K; C E; compatto tale che:

AE;) < MK;) + 25

Dunque, posto K™ = JI'_, K;, per ogni N si ha:
ME™) =S"AEK) > > ME) — e
i=1 i=1
Se A\(E) = oo, allora la somma a destra tende a oo e, poiché K™ C F, si ha:

sup {A\(K)| K C E compatto} = oo = A(E).

Se A(FE) < oo, allora esiste n tale che:

e quindi:

e la tesi segue dall’arbitrarieta di e.
(v) Se K é compatto, allora K C [—n, n]N per n sufficientemente grande. Quindi A\(K) < oc.

Corollario 4.8. Sia E C RN un insieme. Allora E € Z(RY) se e solo se E = BUN, dove B ¢ boreliano e N ¢ un
insteme di misura nulla.
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Osservazione 4.9. Si osservi che il Corollario afferma esattamente che (£ (RY), \) ¢ il completamento di (%’(RN), )\|33(Rn)).
Infatti, data la regolarita esterna di A, se N ha misura nulla, allora esiste una famiglia di aperti £; O Ey O --- D N tali
che:

0=pu(N) = lim Agpn) (En) = Agen) (MnEn),

n—oo

dove N, E,, € Z(RY). Quindi si ha: Z(R") = B(R") e A = Alg(rny (si confronti con le definizioni nel Teorema 2.18).

Dimostrazione. Se E = BUN con B e N come nell’enunciato, chiaramente E € Z(R™). Viceversa, supponiamo
E € Z(RV) e, per adesso, limitato. Per il teorema precedente, per ogni n esistono K, C E C G,,, con K,, compatto e
G, aperto, tali che:

MNGy) < ME) + %
MEK,) > ME) — %

Poiche A\(K,,) < A(E) < oo, dalle precedenti segue:
1
AMGr) — A(K,) < —
Posti F, = U, K,, e G5 =N, Gy, si ha F, € ZR"), G5 € BR") e:
MGs\F,) = 0.

Inoltre E = F, U (E\Fy) e:
ANE\F,) < MG5\F,) = 0,

il che mostra la tesi per insiemi E limitati. Nel caso generale, possiamo sempre scrivere £ = U, E,, con tutti gli F,
limitati. Se F, = B, U N,, come nell’enunciato, allora £ = BU N, dove B = U, B,, € %(RN) e N = U,N,, ha misura
nulla. O

Corollario 4.10. Un insieme E C RY limitato é misurabile secondo Lebesgue se e solo se:

sup AMK)= _inf  A(A).

EDK compatto EC A aperto

Dimostrazione. 11 “solo se” segue dalla regolarita di . Per il “se”; si scelgano K; C F C A; tali che:

AA;) — MEK;) < %

Posti Gs = N;A;, F, = U;K;, siha E = F, U (E\Fy) e:
ME\F,) < MGs\F,) =0.
Per la proposizione precedente, E ¢ Lebesgue-misurabile. O
Teorema 4.11. La misura di Lebesgue é invariante per traslazioni: se E € Z(RN) e x € RN, allora E+x € L(RV) e
AME +z) = AE).

Dimostrazione. La proprieta é banalmente vera per i rettangoli. Poiché y — y + 2 € un omeomorfismo, E é boreliano se
e soltanto se E + z @ boreliano e, dalla definizione di A(E) come misura esterna, si vede che \(E + ) = A(E). Allo stesso
modo, se N ha misura di Lebesgue nulla, N + x ha misura di Lebesgue nulla. Se F' é misurabile secondo Lebesgue, allora
F=FEUN,dove FE & boreliano e N ha misura nulla. Quindi:

F+axz=(E+z)U(N+uz)

& misurabile secondo Lebesgue e:
AMF+z)=ME+2)=AE)=XF).
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4.3 Confronto con la misura di Peano-Jordan

In questo e nel seguente paragrafo indichiamo con m la “misura” di Peano-Jordan e con A la misura di Lebesgue. 1l
confronto fra le due nozioni segue immediatamente dalla seguente osservazione: se £ C R™ un insieme limitato, allora:
m.(E) = sup {m(P), P C E, P polirettangolo chiuso},
m*(E) = inf {m(S), E C S, S polirettangolo aperto} .
Effettivamente, per ogni polirettangolo P C FE, fissato ¢ > 0, esiste sempre un polirettangolo chiuso P’ C P tale che
m(P’") > m(P) — e, per cui non vi é perdita di generalita nel limitarsi, per il sup, ai polirettangoli chiusi.

Teorema 4.12. Sia E C R™ un insieme limitato. Allora:

m.(F) < sup AMK) < inf  A(A) <m*(E).
KCE compatto ECA aperto

In particolare, se E & PJ-misurabile, allora é anche Lebesque-misurabile e m(E) = A(E).

4.4 Esempi e controesempi

Esempio 4.13. Sia Q = {¢,, n=1,2,...}. Fissato ¢ > 0 sia:
> € €
Ar = U (Qn o 2n+1’qn + 2n+1) :
n=1

Allora A ¢ aperto, denso in R e A(A) < e. Inoltre R\ A ha misura infinita e interno vuoto.
Cio mostra che un aperto denso in R pud avere misura arbitrariamente piccola e, inoltre, che un insieme di misura non
nulla non ha necessariamente un interno non vuoto.

Problema 4.14. Trovare un E C [0, 1] misurabile tale che F e [0, 1] \ E hanno entrambi misura positiva e non contengono
intervalli aperti.

Esercizio 4.15. Se E C R™ ¢ limitato, allora E ¢ PJ-misurabile se e solo se E' & Lebesgue-misurabile e A(OF) = 0.

Soluzione. Se E é PJ-misurabile, allora é anche Lebesgue misurabile. Inoltre la sua frontiera ¢ PJ-misurabile e m(9OFE) = 0
(vedi Problema D.9), quindi A(OF) = m(0F) = 0. D’altra parte, se A(OF) = 0, fissato € > 0 esiste un aperto A O 0F
tale che A(A4) < e. Possiamo scrivere A come unione numerabile di rettangoli aperti e, poiché OF & compatto, un numero
finito di questi rettangoli ricopre A. La loro unione & un polirettangolo 0F C P C A. Di conseguenza:

m*(OF) < m(P) = AP) < MA) <e.
Dunque A*(0F) =0 e E ¢ PJ-misurabile.
Esempio 4.16 (Insieme di Cantor). Consideriamo la successione:

Co=1[0,1],
- [o]u[2]

oo pllo B0

L’insieme di Cantor definito da C = N, C,, gode di alcune proprieta notevoli. Innanzitutto ha misura nulla, dato che per
ogni n:
2
AC) S ACa) = (5)"

Dal punto di vista topologico, esso & compatto, ha interno vuoto e non ha punti isolati.

La compattezza & evidente, mentre il fatto che abbia interno vuoto segue da A(C) = 0. Per vedere che non ha punti
isolati, si noti che se z € C, allora = € C, per ogni n. Dato € > 0, se 37" < ¢ allora x € C,, per cui z entra in un
intervallo di lunghezza 37™. In questo insieme vi sono almeno due punti di C (i suoi estremi) e questi distano da x meno

di e. Ne concludiamo che, per ogni ¢ > 0, esiste 2’ € C, 2’ # z, tale che |2/ — z| < €, ovvero C non contiene punti isolati.
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Problema 4.17. Dimostrare che ogni sottoinsieme di R di misura esterna positiva contiene un sottoinsieme non misurabile.

Soluzione. La costruzione che segue ¢ simile a quella dell'insieme di Vitali. Sia Q = (gn),,cy una denumerazione dei
razionali. Definiamo la relazione di equivalenza:

x~y sex—yeQ,
scegliamo (assioma della sceltal) un « € [z] da ogni classe di equivalenza [z] e poniamo:
E=|J{z}.
[«]

Se n # m, allora:

Infatti, se a € (E 4+ ¢,) N (E + qp), allora a = x + ¢, € a = y + g, per qualche z € E e y € E. Ne segue che z ~ a ~ y,
cioé x ~ y e, per costruzione di F/, x = y. Pertanto

Qm_Qn:x_y:(L

ovvero n = m.
Notiamo che U, (E + ¢,) = R. Infatti, se a € R, allora a € [z] per qualche classe di equivalenza [z]. Se x € E e z € [z],
allora a — x = ¢, per qualche n, per cuia =2z +¢q, € F + q,.
Sia ora A C R, e supponiamo che ogni sottoinsieme di A (in particolare A) sia misurabile. Allora:

A, =AN(E+qn)
é misurabile per ogni n, A = U, A, e:
dato che gli E + ¢, sono disgiunti.

Fissiamo ora n € N e sia K C A,, un compatto. Sia H 'unione degli insiemi K + r, dove » € QN [0, 1]. Allora H ¢
limitato, per cui A(H) < co. Poiché K C E + ¢,, gli insiemi K + r sono mutuamente disgiunti, per cui:

AH)= > MK+ = > MK)
r€QN[0,1] r€QN[0,1]
e poiche A\(H) < oo, si ha A(K) = 0. Ne segue che A\(A4,,) =0 e quindi A\(4) = 0.
Problema 4.18. Trovare una successione decrescente di insiemi (Ag),y tale che A*(A4;) < oo e:

N (N2, Ay) < lim A*(Ay)
k— o0

Soluzione. Poiché la misura di Lebesgue ¢ continua dall’alto, gli Aj; devono essere necessariamente non misurabili. Sia
V linsieme di Vitali (vedi Esempio 1.3), poniamo QN [0,1] = (qx)cy € sia Vi =V +qr e Ay, = U2, V. Come si ¢ gia
visto, 1 Vi sono a due a due disgiunti. Se = € A;, allora esiste un’unico k tale che € V. Di conseguenza = ¢ Vi, per
ogni p=1,2,..., cioé z ¢ Ar11. Ne segue che:

N _1Am = 0.

D’altra parte da [0,1] C Ui Vi (v. Esempio 1.3), segue \*(Vj) = A*(V) > 0. Poiche V}, C Ay, si ha
AN (Ag) = A*(V) > 0

per ogni k. In conclusione:
0=X2"(NZ14k) <X (V) < X*(Ag)

e, passando al limite k — oo:
AT (N2, Ag) < klim A (Ay),
—00

come voluto.

24



Esempio 4.19 (Funzione di Cantor-Vitali). Sia C' = N2 ,C,, 'insieme di Cantor. In questo esempio costruiamo una fun-
zione f: [0,1] — [0,1] con le seguenti proprieta: 1. f & continua.

2. f ¢ non decrescente con f(0) =0, f(1) =1.
3. f'(x) esiste ed & uguale a zero per quasi ogni z € [0, 1].

4. f(C) = [0,1],
proprietd mostra, in particolare, che C ha la cardinalita di [0,1] e f porta un esempio di una funzione che manda un
insieme di misura nulla in un insieme di misura 1.

Definiamo una successione di funzioni f,: [0,1] — [0, 1] come segue:

folz) ==
3T v € [0, 5]
fil@) =43 € (33)
sti-3) ze[3]

In generale, f, ¢ una spezzata continua, localmente costante in [0, 1] \C,, e con pendenza (%)" in C},. In particolare, ogni

fn @ monotona crescente, localmente costante in [0, 1] \C), e tale che f,,(0) =0, f,(1) = 1. Si ha inoltre:

@) = Furi(a)] < 57

per ogni z € [0,1]. Di conseguenza, f,, converge uniformemente a una f continua e non decrescente, tale che f(0) =0 e
f() =1
Se x € [0,1]\C,, allora f,, é costante in un intorno di = per ogni m > n. Di conseguenza, f é costante nello stesso
intorno e f’(x) = 0. Poiche U, ([0,1]\Cy) = [0,1]\C ha misura 1, f'(x) esiste ed é uguale a zero quasi ovunque.
Mostriamo ora che f(C) = [0, 1]. Poiché f(I\C,) = fn(I\Cy) & un insieme finito, per cui f(I\C,,) ha misura nulla per
ogni n € N. Quindi:

ha misura nulla. Ora, poiché f é continua e f(0) =0, f(1) =1, si ha f([0,1]) = [0, 1], per cui:

[0, 1J\F(C) = F(0, ID\F(C) € f([0, 1\C).
Quindi [0,1]\f(C) ha misura nulla. Ma f(C) é compatto, per cui [0,1]\f(C) & aperto. Di conseguenza [0,1]\f(C) = 0,
ovvero f(C) =10,1].

Diamo una dimostrazione alternativa di f(C) = [0,1]. Scelto y € [0, 1], esiste per costruzione una successione
tale che z, € Cy, e f,(z,) = y. Da questa possiamo estrarre una sottosuccessione z,, convergente a qualche zg € [0, 1].
Mostriamo che z € C. Infatti, se £ € I\C = U, (I\C,,), allora ¢ € I\C,, per qualche n. Ma I'\C,, & aperto, per cui esiste
un intorno (xg —e,z9 +¢) C I\Cp, € I\Cp41 C ---. Ne segue che |z, —&| > ¢ definitivamente, per cui z,, non pud
convergere a &.

Dunque zq € C. Ma allora:

|f(z0) =yl = [f(@0) = frr (@0,
< |f($0) - f(xnk)| +[SOUE ‘f - fmcl

Poiché f & continua e f,, — f uniformemente, 'ultimo membro tende a zero per k — oo, per cui f(zg) = y e, poiché
y € [0,1] & arbitrario, f(C) = [0, 1].

Esempio 4.20 (Esempio di un insieme Lebesgue-misurabile non boreliano). Definiamo F': [0,1] — [0, 2] tramite:

F(z) =z + f(x), z €10,1],
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dove f é la funzione di Cantor-Vitali. La F' é continua e quindi, poiché F(0) = 0, F(1) = 2 suriettiva. Inoltre ¢é
strettamente crescente, con inversa continua (dato che [0,1] é compatto). Mostriamo che A\(F(C)) = 1.

Possiamo scrivere
2n7 1

0, 1\C, = |J 11",

=1

dove gli 1™ = (aE”), bg")) sono intervalli disgiunti. Ora:

ME(IM) = FOM) = Fla™) = 5" = o = A1),

per cui, poiché F' ¢ iniettiva:

AP0, 1\CA)) = D2 AFI) = 30 ME™) = M0, \Cn).
Ora,
[07 1] \C = Uy [07 1] \Cn7
per cui:
F([0.11\C) = UnF([0.11\Cy)

A(F([0,1]\C)) = nll,néo AME([0,1]\Cy)) = nll_{rgo A0, 1]\Cp) = A([0,1]\C) = 1.
D’altra parte, poiché F' é iniettiva:
[0,2] = F([0,1]\C) U F(C),

dove l'unione ¢ disgiunta. Ne segue che \(F'(C)) = 1.

Sia ora S C F(C) un insieme non misurabile. Allora E = F~1(S) C C ¢ Lebesgue-misurabile con misura di Lebesgue
nulla. Ora, F~! ¢ continua, per cui se G C [0,1] & boreliano, allora F(G) = (F~1)~}(G) ¢é boreliano. Poiché¢ F(E) = S
non ¢ Lebesgue misurabile (e quindi nemmeno boreliano), si ha che E non ¢é boreliano.

4.5 Confronto fra integrale di Riemann e integrale di Lebesgue

Teorema 4.21. Sia f: [0,1] — R una funzione limitata. Allora f & integrabile secondo Riemann se e solo se é Lebesque-
misurabile e:
A{z|f e discontinua in xz}) = 0.

In tal caso, gli integrali di Riemann e Lebesgue coincidono.

Dimostrazione. Per ogni partizione P = {txc =0 < t; < --- < tny = 1} dell'intervallo [0, 1] poniamo:

N-—1

lp(l‘) = Z miX(ti,ti+1](x)’
1=0
N—-1

UP(I) = MiX(ti,tiH](x)’
1=0

dove:

m; = inf f(x)v

T€[ti,tit1]

M;= sup f(z).

TE€[ti,tit1]
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Le somme inferiori e superiori di f rispetto alla partizione P sono date rispettivamente da:

L(f,P)= [ lp(z)dz,
[0,1]
U(f,P)= / up(z)de,
[0,1]
dove i membri destri sono integrali di Lebesgue.
Notiamo che
lp < f <up.

e se @ C P ¢ un raffinamento di P, allora:
lp <lg <ug < up.

Ora, per definizione di integrale inferiore e superiore di f
L(f) = Sup L(P, f)
U(f) =i U(P, f)

esiste una successione di partizioni (P,),, oy tale che

U(f) = lim U(Pn, f)
e, senza perdita di generalita, possiamo supporre |P,| < % Se poniamo:

ln=1Ip,, Up, = Up, ,
poiché:

allora esistono i limiti puntuali:

e, poiché ogni [, e u, & misurabile, | ed v sono misurabili. Poiché queste sono inoltre limitate, possiamo applicare il
teorema della convergenza dominata per concludere:

L) = [ te)ds.

[0,1]
U(f)= / u(z) dz.
[0,1]
Poniamo:
N =U, P,

ha misura nulla. Notiamo che, se z ¢ N, allora f ¢ continua in z se e soltanto se u(z) = I(z)°.

Ora, per costruzione:
1< f<u

6Ci6 mostra in particolare che I’insieme dei punti in cui una f: [0,1] — R limitata & continua é misurabile.
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Se f ¢ integrabile secondo Riemann, allora U(f) = L(f), per cui:

)
/ {u(z) = l(x)} dz = 0.
[0,1]
Poiché v — [ > 0, ne segue che:
u(z) —1(x) =0 q.0.
e quindi
flx)=1l(z)=0 q.o0.

Di conseguenza, f ¢ misurabile secondo Lebesgue, continua quasi ovunque e:

| f@dz = L)

[0,1]

dove il membro destro non é altro che I'integrale di Riemann.

Viceversa, se f & misurabile secondo Lebesgue e continua quasi ovunque, allora w(z) = I(z) quasi ovunque, il che
implica U(f) = L(f), ovvero che f & integrabile secondo Riemann e, poiché | < f < u, che 'integrale di Lebesgue di f
coincide con L(f) che, di nuovo, & proprio l'integrale di Riemann di f. O

Osservazione 4.22. E facile vedere che un E C R” limitato é misurabile secondo Peano-Jordan se e soltanto se la sua
funzione caratteristica xgp € integrabile secondo Riemann. Ma xg é Lebesgue-misurabile se e solo se E & Lebesgue-
misurabile, e i punti di discontinuita di yg sono esattamente i punti della frontiera topologica OF = E\E°. Dal teorema,
precedente segue quindi che un insieme limitato & misurabile secondo Peano-Jordan se e solo se é misurabile secondo
Lebesgue e la sua frontiera topologica ha misura di Lebesgue nulla.

4.6 Misura di Lebesgue-Stieltjes
Sia p: B(R) — [0,00) una misura boreliana finita. Allora F': R — [0, 00) definita da:

F(z) = p((—00,a))

é una funzione non decrescente e continua a destra, in quanto, per ogni successione z,, | x si ha:

lim F(zn) = lim p((=00,2,]) = p(Nn (=00, 2n]) = (=00, 2]) = F(x).

n—oo

La F' é detta funzione di distribuzione della misura p.
Viceversa risulta che, data una funzione a valori reali non decrescente e continua a destra f, esiste un’unica misura
boreliana p tale che

p((a, b)) = f(b) = f(a),
/J((CL, OO)) = f(OO) - f(a)a
1(R) = f(00) = f(=00).
Se —o00 < f(—00) < f(00) < 00, la misura p é finita e F' = f — f(—o0) & la funzione di distribuzione di p.
Sia & C Z(R) la famiglia di insiemi ottenuti come unione di un numero finito (includendo 'unione vuota) di intervalli
elementari disgiunti della forma:
(a,b] (=00 <a <b<+00),
(a,0) (—o0 < a < o).
Notiamo che, se —oc0o < a < b < +00, —00 < ¢ < d < 400 allora
R\ (av b] = (_ ] (bv OO)
R\ (a,00) = ,a]
(a,b] N (e, d] = max{a ¢}, min {b,d}]
(a,6] N (¢,00) = (max{a, c}, b]
00) =

(=00
(
(
(a,00) N (e, (

max {a, c} ,00)
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Dal Lemma 4.2 segue che o/ é un’algebra.
Se F € of, allora E = Uil € &7, dove gli I} sono intervalli disgiunti. Mostriamo che il numero:

po(E) = ZMO(Ik)
k
non dipende dalla partizione di E (la misura degli intervalli elementari ¢ stata definita sopra). Infatti, se £ = UY_ I} =
UM, J;, dove anche gli intervalli elementari J; sono disgiunti, allora:

L =UM (I.nJ) = UM, Ly,
Ji=UN_ (Iy N J;) = UN_ | Ly

dove gli Ly; = I;NJ; sono intervalli elementari disgiunti. Scrivendo Ly; = (ag;, bx;| (oppure (ag;, bk;) se bg; = 00), possiamo

sempre ordinare gli Ly; in modo tale che by; < ay ;41. Poiche Ij; € connesso, dev’essere by; = ar 41, peri=1,2,..., M —1,
e per cui:
M M
> no(Lus) =Y {—Flari) + f(bri)}
i=1 i=1
= —flar1) + f(br1) — fla2) + f(br2) — flars) +---
=0 =0
= —f(ag1) + f(brm)
= po(lk).

Similmente si vede che:

to(Lii) = po(Ji)-

-

Di conseguenza:

M M N N
> no(T) =D po(Lki) =Y po(Ix),
i=1 i=1 k=1 k=1
come volevasi dimostrare. In particolare, si vede che ug cosi definita coincide per gli intervalli elementari con la definizione
precedente, per cui la nostra notazione € consistente.

Dunque, E — puo(F) é una funzione ben definita su «7. Vogliamo far vedere che po € una premisura, ovvero, se
E1,Fsy, -+ € o sono disgiunti e F = U; F; € o7, allora

po(E) = Z o (E;).

La dimostrazione procede in modo simile a quella della Proposizione 4.5, per la premisura di Lebesgue (che coincide
con la misura di Lebesgue-Stieltjes per f(z) = x).

Notiamo innanzitutto che se I'unione U; F; ¢ finita (ovvero se E; = () definitivamente), allora la tesi segue immediata-
mente scegliendo una qualsiasi partizione disgiunta I ,gz) per ciascun F; e notando che {I ,97 k, z} é una partizione disgiunta
di E.

Di qui segue la monotonia di pg: se E C F, E, F € </, allora:

to(E) = po((E\F) U F) = po(E\F) + po(F) = po(F).

Supponiamo ora che I'unione sia numerabile (non necessariamente finita). Per ogni N € N si ha:

N
> no(E) = no(U, Bi) < po(E),
i=1

da cui:

Z po(Ei) < po(E).
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Per dimostrare la disuguaglianza opposta, notiamo innanzitutto che non é restrittivo supporre che ogni E; = (a;, b;] sia
un intervallo.

Supponiamo prima che E = (a,b], sia un intervallo limitato e fissiamo ¢ > 0. Poiché f é continua a destra, esiste
a < ay; < b tale che

fla1) = f(a) <

)

N ™

vale a dire:
to((a,b]) — po((a1,b]) <

| ™

Per ogni E; = (a;, b;] esiste un ¢; > 0 tale che:

9
F(oi +6i) = f(b0) < i3

vale a dire: .

po((as, bi +8i]) = pol(as, bi]) < 5

Notiamo ora che:
{(ai, bi +6:)}

¢ un ricoprimento aperto del compatto:
K = [al, b] 5

per cui esiste un sottoricoprimento finito, diciamo (a1,b1 + 1), ..., (an, by + J,), vale a dire
(a1,b] C [a1,b] C Uy (ai, b + 0;) € Uiy (@, b; + d4] -

Notando ora che la g é finitamente subadditiva, si ha:

27

po((a1,b]) < Zﬂo((ai»bi +6i]) < ZNO((aivbi +4;]) < Zﬂo((aiabi]) +2

per cui
po((a.b]) < po((ar, b)) + 5 < D pol(ai.bi) +-e.

da cui segue la tesi nel caso in cui E = (a,b] & un intervallo limitato.
Se ora E ¢ un intervallo della forma (a,00) con —oo < a, allora:

po((a,00)) = f(o0) = f(a) = lim f(n) = f(a) = lim po((a,n]).

n— oo n—oo

Notiamo che:
(a,n] = U; [(a,n] N E;].

Per quanto visto sopra:

po((a,n]) = Zuo((a,n] NE;) < ZNO(Ei)a

da cui:

po((a,00)) <Y~ po(Ei).
=1

I casi E = (—o0,a], (—00,00) si trattano in modo identico.
Se ora E € of ¢é generico, scriviamo:
E=UN_ I,

dove gli I, sono disgiunti. Notiamo che:

I, = Ui(Ik n Ei),
By = UN_ (I, N Ey)
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dove gli I;; N E; sono disgiunti. Dai casi precedenti abbiamo:

po(E) = ZMO(Ik) = ZZMO(II@ NE;) = ZZMO(M NE;) = ZMO(Ei>7
k=1 =1 i i k=1 :

e il teorema & dimostrato.

A questo punto, tramite il Teorema di Hahn-Kolmogorov, otteniamo una misura p che estende la premisura pg a
una o-algebra contenente ¢, unica sulla o-algebra .# (/) generata da /. Poiché & genera i boreliani, otteniamo in
particolare un’unica misura su Z(R) che estende pg. Questa ¢ la misura di Lebesgue-Stieltjes.

Generalizzazione al caso multidimensionale Quanto fatto sopra si pud generalizzare al caso multidimensionale
come segue. Consideriamo dapprima una misura boreliana finita R", sia questa p. Alla misura possiamo associare una
funzione di distribuzione:

F(X) = p,((—OO,X]),
dove la notazione:
(a,b) = (al,bl) X (ag,bg) X - X (an,bn).

In modo simile al caso unidimensionale, la funzione di distribuzione é non decrescente e continua a destra in ciascuna
variabile x;. Se d = (41, 92,...,0,), con ogni §; > 0, allora:

n k k—1
(00, x + 3]) — (00, x]) = 3 {u((—oo,x+ Zei&-] - u<<—oo,x+ Za]} <o,
=1

k=1 i=1
ovvero, in termini della funzione di distribuzione:

n

Z{F(Cﬂl+517$2+52,-~-796k+5k,$k+1,--~7$n)—F(fﬂl + 01,22 + 02, ., Thy Thg1y -, T )} > 0.
k=1

In termini della funzione di distribuzione, possiamo scrivere la misura del multi-intervallo (a — §, a] come:
M((ai(s?a]) = Z (71)Z7t1F(a1 7t1513a27t2§27“' >y An 7tn6n)
{t;=0,1}
Viceversa, sia data una funzione F' non decrescente e continua a destra in ciascun argomento, e tale che:
> ()=t F(ar — tid1, a2 — ta0s, -+ an — tnbp) > 0
{ti=0,1}

per ogni a,as,...,a, € Re d,ds,...,0, > 0. Allora, con una costruzione simile a quella per il caso multidensionale, si
puo vedere che la F' é la funzione di distribuzione di un’unica misura boreliana su R", tale che la misura degli intervalli
sia data da:

/ dF(X) = Z (_1)Zl tiF(a/l - t1617a2 - t262a o, 0np — tnén)
]

(a—d,a {t:i=0,1}
Un caso particolarmente interessante ¢ quello dato da una F della forma:
F(z1,m2,...,2,) = F1(z1)Fo(22) - - - Fy(n),

dove le F,, sono funzioni di distribuzione in una variabile. Si verifica facilmente che la F' ¢ una funzione di distribuzione.
Un caso particolare del teorema che segue mostra che la corrispondente misura di Stieltjes dF(x) & essenzialmente il
prodotto delle misure dFy (z1)dFy(z2) - - - dF,(x,) sul B(R™) = [B(R)]"".

Teorema 4.23. Siano «a, § e vy le misure di Stieltjes relative alle funzioni di distribuzione F: R™ - R, G: R™ — R e
F-G:R"™ — R rispettivamente. Se E = Ey X Ey, dove Ey € B(R") e Ey € B(R™), allora:

Y(E) = a(E1)B(Es).
"Vedi Rudin W., “Real and Complex Analysis”, pag. 176, es. 7.
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Dimostrazione. Per la dimostrazione useremo la seguente:
Proposizione 4.24. La misura di Lebesgue-Stieltjes é regolare.

Dimostrazione. Regolarita esterna. Sia dato un intervallo (a, b] C R™. Fissato ¢ > 0, poiché F' & continua a destra, esiste
un & > 0 tale che:

p((a, b+ 6]) — p((a,b]) <e

e quindi, a maggior ragione:
p((a,b+6)) — p((a,b]) <e.

Sia ora £ C R™ un insieme di Borel. Per il teorema di Hahn-Kolmogorov, la misura di F coincide con la misura esterna:

u(E) = inf {Z w(A)|E C UiAi} )

dove ogni A; & un’unione finita di intervalli elementari della forma (a, b]. Fissato ¢ > 0, scegliamo un ricoprimento A; tale
che:

gumi) <)+ .

Per ogni i = 1,2,... esiste allora un aperto G; tale che A; C G; e

3

wGi) < p(4i) + 5

Di conseguenza:
oo
> wGi) < w(E) +e
i=1
e quindi 'aperto G = U;G; é tale che:
w(G) < u(E) +e,

il che prova la regolarita esterna.
Regolarita interna. Segue dalla regolarita esterna come nella dimostrazione del Teorema, 4.7. O

Notiamo ora che la tesi ¢ vera per gli intervalli elementari: se (a — §,a] = (a(l) — &M a(l)} X (a(2) — 6@ a(z)}, dove
(a(l) - 6(1),a(1)} ER" e (a@) — 6(2),a(2)} € R™, allora:
ya-da)= > (-)= 8067 pa® ¢ §MW)ga® — @ . §@)
{tﬁ”,tf):o,l}
3 ()Tt pa® — ¢ . ) S -> 57 Ga® — @ . 62)

{101} {t=01}

— a((a(n _ 5<1>7a<1>} )5((a<2> _ 5<2>,a<2>}),

Da cio si pud vedere che & vera anche per intervalli arbitrari. Ad esempio, nel caso di un intervallo aperto (a,b), se
1=(1,1,...,1), allora:

+((a,b)) = lim 7((a,b - H) = lim a((a(l),b(l) - w])ﬁ((a@),b(z) - 1(2)]) - a((a(l),b(l)))ﬂ((a(2),b(2))).

n—o00 n— oo n n

Supponiamo ora che E sia un aperto della forma E = E; X E,. Possiamo scrivere F; come unione numerabile:

B = U, (ol 00Y).
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Poniamo:
By = (af”,b{")
(a,B) 1

(az(’,l), b:(»,l)) \(I1 U I5)

Bs

Bs

e notiamo che ogni B; ¢ un’unione finita di intervalli disgiunti della forma (a(l), b(l)), (a(l), b(l)], oppure [a(l), b(l)). Ne
segue che E; é un unione disgiunta di intervalli:
By =uz, 1)

e similmente:
By = U2, 117,

Pertanto:
W(E) = p((URy 1Y) x (U2, 1))
1 2
= > n x 1)
©,J

= M) (1)
@]

= mM) Y w1
7 J

= p1(Er)p2(E2).

Quindi la tesi vale per gli aperti.
Supponiamo ora che ¥ = E; x E5 sia un prodotto di compatti. Se F; x Fy C A, con A aperto, esistono due aperti
A1 D Eq e As D E» tali che A; x Ay C A (Teorema di Wallace). Di conseguenza:

p(A) = p(Ar x Az) = p1(A1)pa(Az) = pa(Er)pe(Ez)
e, prendendo 'inf su tutti gli aperti contenenti E; X Fs si trova:
1(Er X E2) > p1 (Er)pz(Ez).
D’altra parte, se B4 C Ay e F5 C As, con Ay e Ag aperti, allora E; x By C Ay X Ao, per cui:
w(Ey x Ez) < p(Ay x Ag) = py(Ar)pz(Asz)
e prendendo 'inf su tutti gli aperti A; e As si trova:
w(Ey x Ez) < p1(Ev)pe(Es).

Per concludere, supponiamo che F = E; x F5 sia un prodotto di boreliani. Se K; C F; C V;, con K; compatto e V;
aperto, allora:

pa (K1) p2(K2) = p(Ky x K2) < p(Er x Ea) < p(Vi x Va) = (Vi) pz(Va).

Prendendo I'inf su tutti gli aperti e il sup su tutti i compatti si ottiene la tesi. O

Corollario 4.25. Nella notazione del teorema precedente, siano f e g funzioni boreliane su R™ e R™, tali che f € L'(a),
g € LY(B). Allora f-g € L*(v) e:

| - o@ar-ee = [ 1) [ o)dc). (4.4

Rnt+m RrR™
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Dimostrazione. Il teorema precedente, insieme alla bilinearita in f e g di entrambi i membri dell’uguaglianza, mostrano
che 'uguaglianza (4.4) é valida per f e g funzioni semplici.

Se f e g sono funzioni positive, f,, e g, sono funzioni semplici monotonamente convergenti a f e g, allora il teorema
della convergenza monotona mostra che:

| 9@ 6@ = tm [ (a9 @AF - G)(z)

Rntm Rrtm
= lim [ fu(x)dF(x) / gn(y)dG(y)

RmM

J
_ / F)AF() / 9(y)dG(y)-

R RmM

Da qui segue immediatamente che se f € L'(a) e g € L'(B), allora f - g € L'(7) e vale la (4.4). O
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5 Integrazione astratta

5.1 Funzioni misurabili
5.1.1 Definizione

Definizione 5.1. Siano (X,.#) e (Y, /) spazi misurabili. Una funzione f: X — Y si dice misurabile se per ogni £ € 4
siha f~}(F) € 4.

Osservazione 5.2. In contesti particolari, parleremo di funzioni misurabili sottointendendo le o-algebre dello spazio X e
Y. In specifico:
1. f: X = Y con Y spazio topologico (in particolare Y = R™). In questo caso, salvo specificazione contraria, A4 =
A(Y) e la o-algebra di Borel.

2. f: R - Y. In questo caso, # = £ (R") & la o-algebra di Lebesgue. Se invece .# = %(R"™), allora f si dira Borel-
misurabile. Notiamo che le funzioni Borel-misurabili sono anche Lebesgue-misurabili, ma non & vero il viceversa (v.
Esercizio 5.10).

3. f+ X = [0,00], [0,00] & la semiretta estesa. In questo caso ./ = HB([0,0¢]) & la o-algebra di “Borel” della retta
estesa che definiremo a breve.
Osservazione 5.3. E qui opportuno annotare alcune semplici proprieta della funzione fra insiemi f~': 2Y) = P(X).
Queste sono (I'insieme di indici A non é necessariamente numerabile):
1. fﬁl(uaeAEa) = UaeAfil(Ea)-

2. fﬁl(maeAEa) = maeAfil(Ea)'
3. fTHY\E) = X\fH(E).
(gof) ' =f"og L.

Definizione 5.4. Sia .# una o-algebra su X. Un sistema di generatori £ di .# & una collezione £ C .# tale che
M = M (E) & la o-algebra generata da £ (v. Osservazione 2.7).

=

Teorema 5.5. Siano (X, #) e (Y, N) spazi misurabili e f: X — Y una funzione. Sia £ un sistema di generatori di N .
Allora f & misurabile se e solo se:

f"YE)e.# VEcE.
Dimostrazione. Poiché £ C .4, se f & misurabile allora f~1(E) € .# per ogni E € £. Viceversa, definiamo la famiglia:
Ny ={ECY|f'(B)e}.
Chiaramente ) € A}. Se E € A%, allora:
FTIN\E) = X\f7U(B) € #,
per cui Y\E € A}. Se {E;, i =1,2,...} C A%, allora:
FTHUE) =i f T (Ey) e A,

per cui U; E; € A}, Quindi 4} ¢ una o-algebra. Ma, per ipotesi, £ C A4} e, poicheé £ ¢ un sistema di generatori per .4,
A C A%, Dunque f & misurabile. O

Corollario 5.6. Se X eY sono spazi topologici, # O B(X), N/ =B(Y) e f: X =Y é continua, allora f & misurabile.
In particolare, le funzioni continue f: R™ — R™ sono Lebesgue-misurabili.

Dimostrazione. Infatti gli aperti di Y sono un sistema di generatori per la o-algebra di Borel su Y e, per definizione di
continuitd f~!(A) & aperto in X (e quindi misurabile) per ogni A aperto in Y. O

Esercizio 5.7. Siano f,g: R — R. Verificare le seguenti affermazioni:
(a) Se f e g sono Borel-misurabili, allora f o g e go f sono Borel-misurabili.
(b) Se f & Borel-misurabile e g ¢ Lebesgue misurabile, allora f o g & Lebesgue misurabile.
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Problema 5.8. Trovare una funzione f: R — R continua e una funzione g: R — R Lebesgue misurabile tale che g o f
non é Lebesgue-misurabile.

Proposizione 5.9. Sia data una funzione f: X — R. Le sequenti affermazioni sono equivalenti:
(i) f é misurabile.
(ii) f~1((a,+00)) é misurabile per ogni a € R.
(iii) f~1([a,+00)) & misurabile per ogni a € R.

Dimostrazione. Grazie al Teorema (5.5), basta far vedere che £ = {(a,+0),a € R} e F = {[a,+0), a € R} sono
entrambi sistemi di generatori per la o-algebra di Borel su R.
Mostriamo ad esempio che & genera Z(R). Dato un intervallo aperto arbitrario (a,b), si ha:

#) =R\ (.001n |, (- 240
(,b) = (a, +00) \ [(b, +50) U {8}],

Dunque, una o-algebra contenente £ contiene anche gli intervalli aperti, e quindi gli aperti in generale. Ma #(R) ¢ la
piu piccola o-algebra contenente gli aperti, per cui ¢ anche la piu piccola o-algebra contenente &, cioé £ genera Z(R) e
abbiamo finito. La dimostrazione per la famiglia F é analoga. O

Esercizio 5.10 (I boreliani della retta estesa). Sia R = R U {00} la retta estesa. Si ponga:
BR)={ECR, ENRe BR)}.

Dimostrare le seguenti affermazioni:
(i) (R) & una o-algebra contenente tutti gli insiemi di Borel di R.
(i) & = {(a, +00], a € R} & un sistema di generatori di Z(R).
(iii) Una funzione f: X — R ¢ misurabile se e solo se f~!({£o0}) € 4 e xy-1(r)f ¢ misurabile.

Esiste una topologia su R che induce la topologia euclidea su R e tale che Z(R) ¢ la o-algebra dei boreliani di R?
Soluzione 5.11. (i) Chiaramente R € #(R), per cui la Z(R) ¢ non vuota. Se E € %4(R), allora:
(R\E)NR =R\(ENR) € ZR),
per cui R\E € #(R). Se {E;} C #(R), allora:
RN (U E;) = Ui(RN E;) € BR),

per cui U;E; € Z(R). Dunque #(R) ¢ una o-algebra.
(ii) Notiamo che E € #(R) se e solo se E = Ey U F, dove Ey € Z(R) e F & uno dei seguenti insiemi:

07 {+OO}7 {—OO}, {—OO,+OO},

che sono in particolare misurabili. Possiamo formare, tramite unioni e intersezioni numerabili e complementazioni di
insiemi contenuti in &£ tutti gli aperti di R e i quattro insiemi F' qui sopra. Quindi, la piu piccola o-algebra contenente £
contiene Z(R) e gli insiemi F e, di conseguenza, contiene %(R). Poiché quest’ultima ¢ una o-algebra, segue che questa &
la o-algebra generata da £.

(iii) Poniamo g = xs-1(g) - f- Supponiamo che f sia misurabile. Se I € A (R), possiamo distinguere i seguenti casi:

e F€%AR)con0¢E. Allora g~'(E) = f~!(E) ¢ misurabile.

e F€%AR)con0e E. Allora g7 (E) = f~Y(E) U f~}({—00,+0oc}) & misurabile.
e E=FEyUF, con Eyg € BR) e F = {+oo} 0 F = {—00,+00}. Allora g~!(E) = g~'(Ep) ¢ misurabile per i due

punti precedenti.
Dunque ¢ é misurabile.

Viceversa, supponiamo che g sia misurabile e che gli insiemi f~!({400}) siano misurabili. Preso E € #(R), poniamo
E=EyUF e Ey € A(R) e F uno degli insiemi:

@7 {+OO}7 {—OO}, {_OO»+OO}'
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Allora f~Y(E) = f~Y(Eo) U f~Y(F). L’insieme f~!(F) &, per le ipotesi su fatte f, misurabile. Inoltre, se 0 ¢ Ej,
allora f~1(Ey) = g~ 1(Ep), mentre se 0 € Ey, allora f~1(Ey) = g~ (Eo)\f ' ({—00,+00}). In entrambi casi f~1(Ep) &
misurabile e, di conseguenza, f é misurabile.

Per rispondere all’ultima domanda, consideriamo un’omeomorfismo ¢ dell’intervallo (—1,1) con la retta reale R.
Estendiamo ¢g a una ¢: [—1,1] — R tramite:

do(x) xe(-1,1)
plx)=49 -0 x=-1
+00 r=1

e definiamo una topologia 7 su R dichiarando che ¢ ¢ un omeomorfismo, vale a dire che E € 7 é aperto in R se e solo se
¢~ 1(E) ¢é aperto in [0,1]. Evidentemente la topologia di sottospazio indotta su R coincide con la topologia euclidea. In
particolare, gli aperti A in R sono tali che ANR ¢ aperto in R, e quindi boreliano. Quindi 7 C %Z(R).

D’altra parte, gli insiemi F' del punto (ii) sono chiusi. La o-algebra generata da T contiene pertanto i boreliani ordinari
Ey € #(R) e chiusi F, pertanto contiene la o-algebra Z(R). Poiché 7 C #(R), segue che Z(R) ¢ la o-algebra generata
dalla topologia 7.

5.1.2 Stabilita delle funzioni misurabili
Proposizione 5.12. La composizione di funzioni misurabili é misurabile.

Dimostrazione. Siano f: (X,.#) — (Y, A4 )eg: (Y, /) — (Z,0) funzioni misurabiliesiah=go f: X - Z. Se E€ 0
¢ misurabile, allora g~ (E) € .4 & misurabile e h"1(E) = f~1(¢g71(E)) € .# ¢ misurabile. Quindi h ¢ misurabile. O

Proposizione 5.13. Siano f;: X — R, i = 1,2,...,n, funzioni misurabili. Allora f = (f1,fo,...,fn): X — R" ¢
misurabile.

Dimostrazione. Poiché i rettangoli aperti generano la o-algebra dei boreliani su R”, ¢ sufficiente dimostrare che f~1(R) &
misurabile se R é un rettangolo aperto. Se R =11 x I3 x --- X I,, con I; intervalli aperti di R, allora:

FHR) = [T ) N 3 T2) 00 o (L),

Poiché le f; sono misurabili, ciascun membro dell’intersezione ¢ misurabile, per cui f~(R) ¢ misurabile, come volevasi
dimostrare. O

Corollario 5.14. (i) Siano f,g: X — R misurabili. Allora la somma f + g e il prodotto f - g sono misurabili.
(i1) Siano f,g: X — [0, 00] misurabili. Allora la somma f + g e il prodotto f - g sono misurabili.

Dimostrazione. (i) Siano ¢, : R? — R le funzioni:

d(z,y)=x+y, Y,y =y

esia F = (f,g) : X — R2. Per la proposizione precedente, F' ¢ misurabile. Inoltre:

frg=0¢cF, f-g=tvoF

Poiché ¢ e i sono continue, le composizioni f + g e f - g sono misurabili, come volevasi dimostrare.
(ii) Per I'Esercizio 5.10, gli insiemi f~'({oco}), g~'({oc}) sono misurabili e le funzioni xs-1g)f e X4-1(r)g sono
misurabili. Di conseguenza, sono misurabili gli insiemi:

(f +9) 1 ({oe}) = fH(o0) U g™ (o0)
(f-9) " ({oe}) = [f 7 (o0) N (X\g~H(0)] U [g7" (00) N (X\f71(0))] -
Inoltre, per il punto (i), notando le identita:
X(r+) @ (f +9) = Xr1@0\g1(00) [ + Xa= @)\ F1 (0009
X ®f 9= 01w f) Xg-1®)9)

si ha che i membri a sinistra sono misurabili. Quindi, di nuovo per I'Esercizio 5.10, le funzioni f 4+ g e f - g sono
misurabili. O
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Definizione 5.15. Sia (ay),cy C R una successione di punti nella retta estesa. Si definiscono:

lim sup a,, = inf sup a,,

n k21 p>k
liminf a,, = sup inf a,
n k>1n>k
Osservazione 5.16. Notiamo che:
inf a, = —sup(—a
n>k nzl,)c( n)
e quindi:
liminf a,, = sup [ sup(an)] = — inf sup(—a,) = — limsup(—ay,).
n E>1 n>k k21 pn>k n

Lemma 5.17. [ limiti superiore e inferiore godono delle sequenti proprieta.
(i) liminf,, a,, = limy, inf,, > a,, limsup,, a,, = limg sup,,~, an.
(#)lim inf,, a,, < limsup,, a,,. B
(iii) Se a,, < B definitivamente, allora limsup,, a,, < f.
(iv) Se a < a,, definitivamente, allora o < liminf,, a,.
(v) La successione (a,) converge ad a € R se e solo se:

limsup a,, = liminf a,, = a.
n n

Dimostrazione. Poniamo:
ay = inf a,, [ = supa,.
n2k n>k

Per la (i), basta notare che le successioni oy e [ sono monotone. La (ii) ¢ allora ovvia dal fatto che o < fi. La (iii) e
la (iv) seguono da S < f e a < «, rispettivamente (le quali sono valide definitivamente). Per la (v), si noti che:

ar < ag < Bg.
Se

liminf a,, = limsup a,, = a,
n n

allora ar — a. Per il viceversa, supponiamo che ay — a. Se a = oo, allora anche 8y — oo = a. Inoltre, per ogni M > 0,
ar > M definitivamente, per cui limg o, > M e, poiché M é arbitrario ap — 0o = a. Il caso a = —oo si tratta in modo
simmetrico. Se infine a € R, per ogni € > 0 esiste N, € N tale che:

lap —a] < e

per k > N.. Di conseguenza:
lag —a| < e B —al <e

per k > N, il che mostra che a — a e 8 — a, come volevasi dimostrare. O

Proposizione 5.18. Sia (fn: X = K) una successione di funzioni misurabili. Allora le sequenti funzioni:

neN
g1 = sup fu,
n
go = inf f,
n
gz = limsup f,
n

gs = liminf f,

sono misurabili.

38



Dimostrazione. Per ogni a € R, si ha:
g1 ' ((a,+00]) = Uiy {2 € X|fu(w) > a} € 4.
Quindi, per ’Esercizio 5.10, ¢g; é misurabile. Inoltre:
92 = —sup(—fn)

¢ misurabile. Percio:
g3 = inf sup f,
ko n>k
——

misurabile
¢ misurabile e:
g4 = — limsup(—f,)

n

¢ misurabile. O

Corollario 5.19. Sia (fn: X — @)n
R. Allora f & misurabile.

cn Una successione di funzioni misurabili e convergenti puntualmente a una f: X —

Corollario 5.20. Siano f,g: X — R misurabili. Allora:

(i) max {f, g} e min{f, g} sono misurabili.

(ii) f* =max{f,0} e f~ = max{—f,0} sono misurabili.

(i1i) |f| = f* + f~ & misurabile.
Osservazione 5.21. Chiaramente f = f™— f~; le funzioni f* e f~ sono dette parte positiva e negativa di f, rispettivamente.
Se f=h—g,con h>0eg >0, allora:

h=f+g=>/,
per cui
h = max {h,0} > max {f,0} = f7

g=h—f>f"—f=f".

5.1.3 Funzioni semplici

Definizione 5.22. Una funzione s: X — R si dice semplice se & misurabile e s(X) = {aj,as,...,a,} € un insieme finito
(notiamo che escludiamo esplicitamente i valori +o0o per le funzioni semplici). Tale funzione si pud scrivere nella forma
canonica:

§ = ai1XE, * a2XE, -+ anXE,,
dove gli insiemi E; = s~ ({a;}) sono misurabili, disgiunti e U; E; = X.

Osservazione 5.23. Se s,t: X — R sono funzioni semplici, allora la loro somma s + t e il loro prodotto é ancora una
funzione semplice.

Teorema 5.24. Sia f: X — [0,00] una funzione misurabile. Allora esiste una successione (s) di funzioni semplici
tale che:

(1)) 0 <5y <sp<--- < f.

(i) lim,, s, (z) — f(z) per ogni x € X.

(iit) sn|p — flg uniformemente se f e limitata in E.

neN

Dimostrazione. L’idea della dimostrazione ¢é il nocciolo della teoria dell’integrazione secondo Lebesgue, che procede
partizionando il codominio (piuttosto che il dominio) delle funzioni misurabili.
Per ogni n € N definiamo gli insiemi:

k+1
27L

Eﬁ{x€X|2k;§f(m)<

F,={x e X|f(x)>2"}.

}, k=0,1,...,2>" —1
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Notiamo che (Uf:l—lEff) U F,, = X (una tale partizione dell’intervallo [0,2"] ¢ detta diadica). Poniamo:

k k
z S

sn(z) = 2n T
2 z € F,

Chiaramente, s, < f per ogni n. Inoltre s,(X) ¢é finito e poiché f ¢ misurabile le funzioni s, sono semplici. Inoltre,
notando che la n+ 1-esima partizione di X € un raffinamento della partizione n-esima, non é difficile vedere che s,, < s,41
per ogni n. Notiamo ora che, se f(x) < oo, allora x € EF definitivamente. Di conseguenza:

1
sn(@) = F@)] < 51,

e quindi s,(x) — f(z). In particolare, se f & limitata in E, allora s,, — f uniformemente in E. Se invece f(z) = oo,
allora « € F,, per ogni n, s,(z) = 2" — oo = f(z). Il teorema é dimostrato. O
5.1.4 Misurabilita e insiemi di misura nulla

Definizione 5.25. Sia (X, .#, ) uno spazio di misura. Diremo che una proprieta puntuale P(z) vale quasi ovunque [y]
se esiste un insieme N € ., con u(N) = 0 tale che P(z) & vera per ogni x € X\N.

Osservazione 5.26. Spesso 'insieme
P = {x|P(x)eé vera}

¢ misurabile. In tal caso, dire che P(x) é vera quasi ovunque equivale a dire che X\ £ ha misura nulla. Infatti, se X\ %
ha misura nulla, posto N = X\ & si vede che P(x) é vera quasi ovunque. Viceversa, se P(z) é vera quasi ovunque e
N € # ¢é tale che u(N) = 0 e P(z) é vera in X\N, allora X\N C &, per cui X\& C N ha misura nulla. In questo
modo si vede, tra ’altro, che se la misura p & completa, le due formulazioni sono del tutto equivalenti.

D’altra parte, nel caso in cui la misura g non é completa, la nostra formulazione & pit generale e le proposizioni che
seguono ne mostrano 1’utilita.

Proposizione 5.27. Le sequenti affermazioni sono vere se e solo se la misura p & completa:
(i) Se f: X — R & misurabile e f = g q.0., allora g ¢ misurabile
(ii) Se frn: X — R & una successione di funzioni misurabili e f,(x) = f(x) g.o., allora f & misurabile.

Dimostrazione. (i) Supponiamo che p sia completa e sia N € .#, u(N) = 0, tale che
flx)=g(x) sexe X\N.
Se E C R é misurabile, allora:
g (B) = [g7 ()N (X\W)] U [g~ (E) N ]
= [/ E)NX\N)] U g7 (B)nN].

Poiché f é misurabile e u & completa, entrambi questi insiemi sono misurabili. Quindi g é misurabile e la (i) & vera.
Viceversa, supponiamo che g non sia completa, vale a dire, esistono Ny € N, N € .# e u(N) = 0 ma Ny ¢ N.

Poniamo f=1e
0 sex e Ny,
g(x) =

1 altrimenti.

Se z € X\N C X\Ny, allora f(z) = g(z). D’altra parte g~ 1({0}) = Ny non ¢ misurabile e la (i) ¢ falsa.
(ii) Supponiamo che p sia completa e sia N € .#, u(N) = 0, tale che:

fo(z) = f(x) se x € X\NV.

Definiamo una successione g, : X — R tramite:

x) sex € N.

2) = fo(x) sexe X\N
gn () {f(
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Poicheé g, (z) = fn(z) q.0., per il punto (i) g, & misurabile. Poiché g, (z) — f(z) ovunque, f & misurabile per il Corollario
5.19. —
Viceversa, supponiamo che p non sia completa e sia No C N, N € # e u(N) =0 ma Ny ¢ N. Poniamo g, =1 e

. 1 =z GAX.P\.N'O7
g(x) N {0 x € Ng.

Chiaramente g,, — ¢ quasi ovunque, le g,, sono misurabili ma g non & misurabile, dato che g=({0}) = Ny ¢ 4. O

Proposizione 5.28. Sia f: X — Y misurabile e N C X un insieme misurabile. Sia g(x) = f(x) per x € X\N e
g(N) = {q} dove il singoletto {q} ¢ misurabile. Allora g é misurabile.

Osservazione 5.29. In altri termini, possiamo sempre ridefinire f su un insieme misurabile arbitrario (in particolare un
insieme N di misura nulla), a prescindere dalle questioni di completezza. Notiamo che qui facciamo diverse assunzioni.
La g si assume uguale alla f su un insieme di misura piena misurabile e g(N) si assume uguale a un punto e misurabile.
Si confronti con I'assunzione piu debole della proposizione precedente in cui g = f q.o. rispetto a una misura completa.

Dimostrazione. Sia dato E C'Y misurabile. Se g ¢ E allora:
g (B) =g ' (E)\N = fTH(E)\N
¢ misurabile. Se ¢q € E, allora E\ {¢q} ¢ misurabile, quindi g~'(E\ {¢}) ¢ misurabile e:
g H(E) HE\{a) Vg™ ({a}

-
g (E\{¢}) UN U [g7 ({g})\N]
g (E\{¢)) UN U [f ' ({g})\N]

¢ misurabile. O

Osservazione 5.30. Notiamo che se g(IN) non & un punto, allora la g non & necessariamente misurabile. Supponiamo infatti

X ={1,2,3,4}, .# = {0,{1,2},{3,4},{1,2,3,4}}. Se f=1e

allora g non é misurabile, in quanto g=1(0) = {1} ¢ .#. Se in particolare definiamo la misura:

n(®) = p({1,2}) =0,
n({3,4}) = p({1,2,3,4}) = 1.
vediamo che f = g quasi ovunque, ma g non & misurabile.

Proposizione 5.31. Sia (X, #, 11) uno spazio di misura e (X, ///,ﬁ) il suo completamento. Se f: X — R é .4 -misurabile
allora esiste una g: X — R, .4 -misurabile, tale che:

f(z)=g(x)  go-[y]

Osservazione 5.32. Se M = B(R"), M = L (R"), p = Alg(rny € B = A (si confronti con I'Osservazione 4.9), il teorema
precedente afferma che ogni funzione Lebesgue misurabile é uguale quasi ovunque [A] ad una funzione boreliana. Cio
implica, in particolare, che se [f] € LP(R™) esiste una f € [f] boreliana.

Dimostrazione. Sia Q = (gn),,cy un’enumerazione dei razionali e sia:
E,, = (qn, ] .

SeaeR,a<qy, e

lim ¢, = a,
k—o0
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allora:
UrEn, = (a,x)].

Confrontando con I’Esercizio 5.10, si vede che {E,} ¢ un sistema di generatori per la o-algebra della retta estesa R.
Sia:
F,=fYE, ecA.
Allora:
F, =B, UN?,

dove B, € # e N C N,, con N,, € 4 e pu(N,,) = 0. Definiamo g: X — R tramite:

) f(z) sex e X\(U,Ny),
9(x) = {O se x € U, N,.

Chiaramente
g(x) = f(z)  q.o.[y].

Per far vedere che g é misurabile, é sufficiente testarlo sui generatori F,,. Se g, > 0, allora

gil(En) = [gil(En)\(UnNn)] U [gil(En) N (UnNn)]
= f_l(En)\(UnNn)
= B, UNI\(U,N,,)
= Bn\(UnNn)a

per cui g~ 1(E,) € .#. Se invece ¢, < 0, allora:
g H(En) = [Bu\(UnNy)] U [U,N,,] € 4.
Quindi ¢ & misurabile e il teorema é dimostrato. O

Proposizione 5.33. Sia f,: X — R una successione di funzioni misurabili convergenti puntualmente quasi ovunque [u].
Allora esiste una f misurabile tale che f,(x) — f(z) quasi ovunque [u].

Osservazione 5.34. Notiamo che qui non stiamo assumendo la completezza di p. In altri termini, data una successione di
funzioni misurabili e puntualmente convergenti quasi ovunque, possiamo sempre considerare il limite puntuale come una
funzone misurabile, ponendo il limite uguale a zero per i punti in cui la successione non converge. Questa osservazione
semplifichera la dimostrazione di molti risultati seguenti.

Dimostrazione. Possiamo scegliere, ad esempio:
f =liminf f,.
(o)

n—

O

Teorema 5.35. Sia X uno spazio di misura topologico® tale che per ogni aperto U # () valga p(U) > 0. Se f: X — C ¢
continua e f(x) =0 quasi ovungue, allora f = 0.

Dimostrazione. Infatti, per ipotesi, 'insieme:
U={f(z)# 0}

¢ un aperto di misura nulla, per cui U = (). O

8Quando parliamo di uno spazio di misura topologico X, supponiamo sempre che la o-algebra su X contenga tutti gli insiemi boreliani.
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5.2 Integrazione di funzioni positive

Sia (X, .#) uno spazio misurabile. Indichiamo con .#* 'insieme delle funzioni semplici positive. Ricordiamo che se s ¢
una funzione semplice e s(X) = {a1,az,...,an}, la decomposizione canonica di s & definita da:

N
s = E Qi XE;»
=1

dove E7 = 571({0,7;}), E7 ﬂE]’ = @ se 1 #] e UZE7 = X.

Definizione 5.36. Diremo in generale che {(b1, F1), (b2, F5), ..., (bar, Far)} @ una decomposizione di s se:
(i) (bi, F;) e R X A peri=1,2,....
i) FENFj=0sei+#jeUF,=X.

(iii) s = 320, bixr,-
Lemma 5.37. Sia s € /" e siano {(a;,E;), i=1,2,...,N} e {(b;,F;), j=1,2,...,M} due decomposizioni di s.

Allora:
N M
> aip(E) =Y biu(Fy)
i=1 j=1

Dimostrazione. Scriviamo:

Se x € E; N F}, allora:

per cui si ha a; = b; o E; N F; = (). In particolare:
Di conseguenza:
N M N M N M
S enE) = 3 S an(Bn ) = 30D buE N B = bt
i=1 j=11i=1 j=11i=1 j=1
come volevasi dimostrare. O

D’ora in poi, se s € /T, scriveremo direttamente s = Y ;" ;| a,x g, sottointendendo che {(a;, E;)} & una decomposizione
di s.

Definizione 5.38. Sia s = Ef\il a;x g, una funzione semplice positiva. Definiamo l'integrale di s su X:

N
/sdu = ZaiM(E
i=1

X

Proposizione 5.39. Siano s,t € .7 e sia c > 0. Allora:

/(s+t)d,u:/sdu+/tdu
X X

X

/c-sd,u:c/sdu
X

X
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Dimostrazione. Se:

N N
SZZCM‘XE” t:ZbiXFz‘?
i—1 i=1

allora:
N M
s+t=Y Y (ai+b)xenr,
i=1 j=1
N
s = ZC'GiXEi
i=1
Quindi:
N M
/(s—i-t) dM:Z (a; + b)) u(E; N Fy)
% i=1 j=1
N M N M
=Y > auBiNF)+> > bju(EiNF)
i=1 j=1 =1 j=1
N M
= ZCLW(EZ') +ZbJIU’(FJ)
i=1 j=1
:/sdu+/tdu
X b'e
/C SdN:ZC'GZN(EZ)
¥ i
= c/sdy.
X
Corollario 5.40. Se s,t € .1 e s> t, allora
/sdp > /tdu
X X
Dimostrazione.
/sdu:/t—k s—1t)] du= /tdu+/s—td;¢>/tdu
X X X

Definizione 5.41. Se F C X & misurabile e s € .+, poniamo:

/sduE/XEde.
E X

Proposizione 5.42. Sia s € S e siav: M — [0,00] definita da:

v(E) = /s du.

E

Allora v é una misura.
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Dimostrazione. Chiaramente v(f}) = 0. Se s = Zivzl a;Xg,, allora ygs = Zf\;l @i XE;nE, Der cui:
N
v(E) =Y apu(E;NE).
i=1

Se {Fj}j:1 5 C ., allora:

come volevasi dimostrare. O

Definizione 5.43. Se f: X — [0, 00| & una funzione misurabile, definiamo 'integrale di f su un insieme E C X misurabile

come:
/fduz sup /sd,u.
f>ses+
E E

Osservazione 5.44. Conseguenze immediate della definizione:
(i) Se f € T, la nuova definizione di fX f dp coincide con la precedente.
(i) Se f < g, [y fdu < [y gdn.
(iii) Se ¢ > 0, [y cfdu=c [y fdp.
(iv) Se E ha misura zero, allora [, fdu =0 per ogni f.
(v) [ fdp = [y xefdp. Per vederlo, notiamo che se xpf > s € .7, si ha s(z) = 0 per # € X\E, per cui:

/sdu: / sdqu/sd,u:/sdug/fdu.
X X\E E E E

Prendendo il sup su {xgf > s € 1} si ottiene:

[xerans [ran
X E

D’altra parte, se f > s € .1, si ha xgf > x&s, per cui:

/sdu=/xE8du§/XEfdu
E X

X

e, prendendo il sup su {f > s € ST} si ottiene:

/fdu < [ ufdn

E

M

Teorema 5.45 (Teorema della convergenza monotona.). Siano f,: X — [0, 00] funzioni misurabili non negative tali che:

0<fi<fo<---.
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Si ponga:
f(z) = lim f,(x).

n—0o0

Allora:
lim nw /fw

0<Zﬁw<!b®<m<zﬁm

hm fndu</fdu

Dimostrazione. Poiche:

esiste:

Per mostrare la disuguaglianza opposta, sia s € .+ tale che s < f. Fissato « € (0,1), consideriamo gli insiemi:

Ep = {z|fn(z) = as(x)}.

Notiamo che By C By C ---. Se f(x) =0, allora f,(z) = s(xz) =0, per cui z € E,. Se f(z) > 0, poiche f,(z) — f(z) e
as(z) < f(z), si ha f,(x) > as(x) (definitivamente). Di conseguenza

UnE, =X,
lim [ f,du > hm /fn > hrn /asdufa/sdu,
nﬁoox E, X
dove 'ultimo passaggio segue dal fatto che:
E— /sd,u
E

¢ una misura e F, una famiglia crescente di insiemi. Poiché o € (0,1) & arbitrario, segue:
tin [ fudi = [ sdu
n— oo
X X

e, poiché s < f era arbitraria:

lim nw>/fw,

il che conclude la dimostrazione. O

Proposizione 5.46. Se f,g: X — [0, 00] sono misurabili allora:

/(f+g)du:/fdu+/gdu

X X X

Dimostrazione. Siano s,,t, € .7 funzioni semplici monotonamente convergenti a f e g rispettivamente (Teorema 5.24).
Per il teorema della convergenza monotona:

/(f+g)du= 7}Lrgo/(8n+tn)du
X

X

= lim [ s,dp+ lim /tn dup
n—oo
b'e

)[fdu+/gdu

X

come volevasi dimostrare. O
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Proposizione 5.47. Sia f: X — [0, 00] una funzione misurabile positiva. Per ogni E C X misurabile, poniamo:
v(E) = /f du.
E

Allora v é una misura.

Dimostrazione. Chiaramente v()) = 0. Sia {E;, i =1,2,...} C .# e sia E = U;FE;. Allora si ha la convergenza puntuale
€ monotona:

xe (@) = lim (3w ).

Per il teorema della convergenza monotona e per la linearita dell’integrale si ha quindi:
n n oo
WB) = [ fdu= [xerdu= tim > [ et dn= tim > u(E) = 3o n(E)
E X 1= 1= 1=

come volevasi dimostrare. O

Proposizione 5.48. Sia f: X — [0, 00] una funzione misurabile positiva e sia E C X misurabile. Allora:
/f dp =0
E

p({z € E|f(x) > 0}) =0,

se e solo se:

ovvero f(x) =0 q.0. in E.

Dimostrazione. Sia: .
F, = {x€E|f(x) > n}

Allora,
{z € E|f(z) >0} =UnFy,

e F,, C F,,4+1 per ogni n. Supponiamo ora che fE fdp = 0. Allora, poiché E — fE fdp é una misura:
1
[ ranz [ ranz ue).
E F,

da cui u(F,) =0, da cui p({z € E|f(z) > 0}) =0.
Viceversa, se pu({z € E|f(x) > 0}), allora ogni F;, ha misura zero:

/fdu: lim /fdﬂzo.
n—oo
F,

E

O

Esercizio 5.49. Trovare una successione f,: X — [0,00] di funzioni misurabili, convergenti a una f: X — [0,]

misurabile tale che:
Jim [ foan# [ g

Soluzione 5.50. Sia X =R (con la misura di Lebesgue).
"X(o.4) 0

lim nX(Og)d)\Zl#O:/Od)h

n—00
R R
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Teorema 5.51 (Lemma di Fatou.). Siano f,,: X — [0, c0] misurabili. Allora:
/lim inf f,, dp < lim inf/ fn dp.
n—oo n—oo
X X

Osservazione 5.52. Ricordiamo che il liminf & definito come un limite puntuale. Se in particolare f, (z) — f(x) puntual-
mente, allora:
/fd,u < liminf/fndu
n—oo
X X

(cfr. Pesercizio precedente).
Dimostrazione. Ricordiamo la definizione:

liminf a,, = lim inf ag.
n—00 n—oo k>n

Per il teorema della convergenza monotona:

/liminffn du:/ lim inf f, du
n—oo

n—oo k>n
X X

= ) I
X

< lim inf/fndu

n—oo k>n

n— oo

X
zliminf/fn dge.
X

La disuguaglianza segue da:
/ggf Jrndp < /fmdu Vm > n.
X X

5.3 Integrazione di funzioni complesse

Definizione 5.53. Sia f: X — C una funzione misurabile. Diciamo che f é integrabile se:

[151an <.
X

Definizione 5.54. Sia f: X — R una funzione reale integrabile. Definiamo l’integrale di f su X come:

[tan=[rrdu- [ 5 an (5.1)
X X X

Definizione 5.55. Sia f: X — C una funzione integrabile. Definiamo l'integrale di f su X come:

/fd,u:/Refdquz‘/Imfdu. (5.2)
X X

X

Osservazione 5.56. In generale, se f e se almeno uno degli integrali di (Ref)*, e almeno uno degli integrali di (Imf)*,
sono finiti, si puo definire integrale di f tramite la (5.2). In tal caso diciamo che f & integrabile in senso improprio. Allo
stesso modo si puo definire la nozione di funzione integrabile (o integrabile in senso improprio) a valori nella retta estesa
R.
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Proposizione 5.57. L’insieme delle funzioni complesse integrabili forma uno spazio vettoriale complesso, e l’integrale é
un funzionale lineare su questo spazio.

Dimostrazione. Se f e g sono integrabili, allora, poiché? |f + g| < |f] + |g|:

/|f+g| dué/\fldwr/\gl dp < oo,
X X X

per cui f + g & integrabile. Similmente, se o € R, allora da |af| = || |f] segue che af ¢ integrabile. Dobbiamo quindi
mostrare che 'integrale é un funzionale lineare, cioé additivo e omogeneo.
Per la linearita siano f, g funzioni integrabili e sia h = f + ¢g. Supponiamo innanzitutto f e g reali. Allora da:

W —hm=f"—f"+g" g
segue

ht+f +g =h" +fT+g".
Usando l'additivita, gia dimostrata, dell’integrale di funzioni positive, si ha quindi:

/h*du+/f*du+/g*du:/h*du+/f+du+/g+du,
X

X X X X X

da cui, poiché tutti i membri dell’equazione sono finiti:

[rrdu [ du= [rran- [ ans [gran- [oan
X X

X X X X

da cui segue l'additivita per funzioni reali. Il caso generale per f e g complesse segue ora facilmente dalla definizione.
Per 'omogeneita, sia f integrabile. Se o > 0 e f é reale, allora:

(af)* =a-f*.

Dall’omogeneita gia dimostrata per f,a > 0, si vede allora che:

[atu=[@ntan- [@n an=af [sran- [ aup=a [ ran
X X X X X X
/(*f)du:*/fdu.
X

Inoltre, da (—f)* = fF, segue
X

Questo, insieme al caso o > 0, mostra che la tesi vale per « e f entrambi reali.
Supponiamo ora che f = u + iv e @ = a + ib siano complessi. Allora:

af = au — bv +i(bu + av),

per cui:
/ozfdu:/(au—bv)du—i—i/(bu—i—av)du
X X X
:a/udu—b/vd,u—i—z'b/udu—i—ia/vdu
X X b'e X
=(a+ib)(/udu+i/vdu)
X X
—a [
X
il che conclude la dimostrazione. O

9Si veda 1’osservazione precedente sulla definizione di f 4+ g. Chiaramente, la ridefinizione di una funzione su un insieme di misura nulla non
altera il suo integrale.
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Proposizione 5.58. Sia f: X — C integrabile. Allora:

[ < [ an
X X
Dimostrazione. Se f é reale, allora chiaramente:

[ran=[sran= [sans [rraus [5au= [ 11 dn
X X X X X X

Per una f complessa generica, scriviamo:
/ﬂm=n/fw,
X X

dove |n| = 1. Abbiamo allora:

[ ran= [ nan=re [orndu= [Retrpan=| [ Retrs)du],
X

X X X X

dove la prima uguaglianza mostra che ’integrale di n* f € reale e positivo. Di conseguenza:

[ raul < [iretr s aus [1ornian= [ 1r an,
X X X X

come volevasi dimostrare. O

5.4 Integrazione e insiemi di misura nulla

Proposizione 5.59. Sia (X, #,u) uno spazio di misura e (X,],ﬁ) il suo completamento. Siano f: X — C una
funzione A -misurabile, g: X — C una funzione .4 -misurabile tali che

f(@)=g(x)  go.[a].

Zf@zzﬁW~

Osservazione 5.60. Il teorema si applica in particolare con f = g (che & chiaramente .#-misurabile).

Se g & p-integrabile, allora f é f-integrabile e:

Dimostrazione. Supponiamo prima che f = g, e che g sia reale e non negativa. Sia s: X — [0,00) ¢ una funzione
A -semplice tale che s < g, con rappresentazione canonica:

s = § i XE;-
[

Qui ogni E; € .4 ¢ della forma:
E, = F,UB,,

dove F; € 4 e u(B;) =0 e:
X 4 %

Definiamo ¢ tramite:
t= aixr +0xx\u.F-

(3
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Allora t & .#-semplice, t < g e:

Di conseguenza:

/sdﬁg sup /td,u:/gd,u
t<g .# —semplice
b'e b'e X
e quindi:
[odn< [ ran
b'e b'e

Cio mostra che g é Ti-integrabile e, poiché la disuguaglianza opposta alla precedente é ovvia, che:

/gdﬁ=/gdu,

X X

per una g positiva.
Quanto visto sopra, applicato a |g|, (Reg)®, (Img)*, mostra che la tesi vale per una g complessa generale.
Se infine f = g quasi ovunque [u] e N = {f(z) # g(z)}, allora:

[ran= [ tan= [ gt [gan=[qan
X

X\N X\N X X
il che conclude la dimostrazione. O

Proposizione 5.61. Siano f,g: X — C integrabili. Allora le sequenti affermazioni sono equivalenti:
(i) f =g qo. [y
(ii) [ |f =gl du=0
(ii) [, fdp= [, gdu per ogni E C X misurabile.

Dimostrazione. (i) = (ii) Se f = g, allora |f — g| = 0 q.0., che implica a fX |f—g| dp=0.
(ii) = (iii). Per ogni E misurabile si ha:

/fdu—/gdu =‘/(f—g)du S/If—g\ duS/If—gld/J:O.
E E E E X

(ili) = (i). Supponiamo f e g reali e consideriamo gli insiemi misurabili:

By ={alf(e) - o0) > 1 }.

n

Allora:
0= [ -9 du= ().
En
Di conseguenza u(Ey,) =0 e:
p{zlf(2) > g(2)}) = W(UnEyn) = 0.
Similmente:

p({zlf(z) <g(@)}) =0,

per cui f = g quasi ovunque.

Per il caso generale, si noti che, per come si é definito I'integrale di una funzione complessa, la (iii) vale separatamente
per le parti reali e immaginarie di f e g. La (i) segue allora dal fatto che f = g quasi ovunque equivale a Ref = Reg e
Imf = Img quasi ovunque. O
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Osservazione 5.62. Notiamo che l'integrale:

)[ 1f1 d,

dove f ¢ integrabile, soddisfa tutte le proprieta di una norma eccetto la positivita!'?, in quanto / + |fI d = 0 se e solo se
f =0 quasi ovunque. Cid suggerisce di considerare, nello spazio delle funzioni integrabili, la relazione di equivalenza:

f~g se f=gq.o.

Definizione 5.63. Indichiamo con L'(p) linsieme delle classi di equivalenza di ~. Si vede facilmente che questo ¢ uno
spazio vettoriale normato, con la somma e la moltiplicazione per scalari definite tramite rappresentanti arbitrari delle
classi e la norma:

1], = / ] dp,
X

di nuovo indipendentemente dal rappresentante.

Osservazione 5.64. Nel seguito parleremo spesso di “funzioni f € L!(u)”, intendendo con cio la classe di equivalenza
rappresentata da f.

Molti dei teoremi che abbiamo dimostrato contengono delle ipotesi che si suppone valgano per ogni € X. Nella gran
parte dei casi, I'affermazione “per ogni x € X” si puod sostituire con “quasi ovunque”. L’osservazione alla base é che la
ridefinizione di una funzione su un insieme di misura nulla non ne altera 'integrale (Proposizione 5.61).

Proposizione 5.65. Siano f,, f: X — [0, 00] funzioni misurabili tali che:

fi(x) < fo(z) < - < f(2), g-0. 1]

lim f,(z) = f(x) qg.o. [y]

n—oo

Allora:
i [ o= / f du.

Dimostrazione. Poniamo:
o = {ful) > fari()}.
F={lim fu@) # f(x)}
N = (U,E,)UF.
Allora N é misurabile a ha misura nulla. Poniamo:

_J falz) e X\N
g"(x)_{o zeN

Allora ogni g, & misurabile (cfr. Proposizione 5.28), la successione (g,) ¢ crescente e:

gn (@) = g(),

dove g(z) é misurabile e:

sex € N

flx) sexe X\N
o) = { @ '
0
Per il teorema della convergenza dominata:

lim [ f,dpy= lim /gndu:/gdu:/fdu.
n—00 n—00
X

X X X

10Una norma su uno spazio lineare ¢ un funzionale omogeneo, subadditivo e strettamente positivo.
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Proposizione 5.66. Siano f,, f: X —R misurabili e tali che:

fulz) = f(x) q.0.
fn(z) >0 q.o.

Allora:
/fd,u < liminf/fn du
n—oQ
X

Osservazione 5.67. Notiamo che I'insieme dei punti « tali che f,(z) — f(x) & misurabile, in quanto questo é uguale a:

{ lim f,(z) = f(m)} = {liminf fulz) = f(x)} N {limsup fulz) = f(x)}

n— oo n—oo n—oo

Dimostrazione. L’insieme

F={a| lim fu() = f(@) } U{zlfalz) > 0}

& misurabile e di misura piena. Definiamo:

Jfalz) zeF
g"(x){o t¢ F

Allora ogni g,, ¢ misurabile, positiva e:
gn(z) = g(2)

g(x):{g(x) zeF

dove g é misurabile e:

x¢ F

Per il lemma di Fatou:

/fdu = /gdu < liminf/gn dp = liminf/fn dp.
n—oo n—oo
X

X X X

5.5 Teoremi sulle funzioni integrabili

Teorema 5.68 (Teorema della convergenza dominata). Siano fy, f: X — C funzioni complesse misurabili, tali che

lim fo(@) = f(@)  qo.[u].

n—oo
Supponiamo che esista una g: X — [0, 00| misurabile tale che |f,(x)| < g(z) per quasi ogni x € X e:
/g dp < 0.
X
Allora f,, f € L*(p) e:
lim [ fp,du= /f dy.
n—r oo

X X

Osservazione 5.69. Come si vede dalla dimostrazione, il teorema ¢é valido anche se f,, e f sono a valori nella retta estesa.

Dimostrazione. Siano:
B = {al lim_fu(@) = f(a)},
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Questi insiemi sono misurabili e di misura piena. Posto £ = U2 (E,,, E ha misura piena e

[fu(@)], | f(@)] < [g(z)] =€ E.

Ne segue che f,,, f € L' (u).
Supponiamo ora f, e f reali.!’ Per ogni x € E si ha:

g(x) + fu(x) >0,
0.

Q
~—
8
S~—"
\
=
8
~—
\Y

Poiché E ha misura piena, possiamo ora applicare la Proposizione 5.66:

imint [ fdpt [ gdp=timint [ (7 +9)du= [ rdu+ [gdn
X X X X X
/gduflimsup/fndu—hmmf/(g fdu= [gan- [ ra
X e X X X
Notando che fX gdp < 0o, da queste si ottiene:
lim sup/fn dup < /fd,u < lim inf/fn du,
n—00 n—oo
X X
da cui segue la tesi. O

Teorema 5.70. Sia f,: X — C una successione di funzioni integrabili tali che:
> [ 1l dn <.
"X

Allora esiste una funzione f: X — C integrabile, tale che:

Z fn(z q-0.

/fdu /fndu
X

N
= | ful2)
n=1

La successione gy € positiva, monotona crescente e converge puntualmente a una funzione g misurabile. Per il teorema

della convergenza monotona:
/gdu > (15 an

an

Dimostrazione. Poniamo:

Ne segue in particolare che g(z) < oo quasi ovunque, per cui la serie:

> ful2)
n=1

converge assolutamente per quasi ogni x € X.

1 Nel caso in cui fy, e f sono a valori nella retta estesa, possiamo ridefinire f,(x) =0 o f(x) = 0 nei punti in cui assumerebbero i valori fo0,
le nuove f, e f sono ancora misurabili.
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Definiamo:

e poniamo:

La f é misurabile (poiché le ¢ lo sono) e:
f@)=> falz)  qo.
n=1

Abbiamo inoltre:
N oo
on (@) < |hn(@)] < ()] < g,
n=1 n=1

per ogni z, da cui segue ha in particolare |f| < g, per cui f & integrabile. Applicando il teorema della convergenza
dominata a ¢ — f, vediamo quindi che:

N oo
[ran= i [ovan= g 3 [ruae=3 [ o
X X n:lX n:lX

come volevasi dimostrare. O

5.6 Integrali dipendenti da parametri

Teorema 5.71. Sia f: X X (a,b) — C tale che f;: X — C definita da:

ft(x) = f(l',t)

sia una funzione integrabile per ogni t € (a,b). Poniamo:
F(o) = [ fidn
X

Supponiamo che esista una g: X — [0, 00| integrabile tale che, per ognit € (a,b):

|fe(x)] < g(z)  qo.

Dato tg € t, supponiamo che valga:

Jim fi(2) = fro (@)
per quasi ogni © € X. Allora:

lim F(t) = F(to).

t—to

Osservazione 5.72. In altri termini, se g, (t) = f(z,t) é continua in ¢y per quasi ogni = € X e vale l'ipotesi di maggiorazione
per qualche g integrabile, allora F'(t) & continua in tg.

Dimostrazione. Data una successione (t,) C (a,b), tale che ¢, — to, posto f, = fi, si ha:

nlggo fn(z) = fio() q.0.
|fu(z)] < g(z)  qo.
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Valgono quindi le ipotesi del teorema della convergenza dominata, per cui:

lim F(t,)= lim [ f,du= /fto dp = F(to).
n— oo
X

n—o00
X

Poiché questo & vero per ogni successione t,,, si ha la tesi. O

Teorema 5.73. Siano f; e F' definite come nel teorema precedente. Supponiamo che per ogni tg € (a,b) e per ogni x € X,

esista:
f(z,t) = lim M

t—to t— tO

9
ot

t=to

Supponiamo che esista una g: X — [0, 00] integrabile tale che, per ogni ty € (a,b):

[z, t)| < g(x)

9
ot

t=to

per ogni x € X. Allora F ¢ derivabile in (a,b) e:

0
F’(to)z/& f(z,t) du.
t=to
X

Osservazione 5.74. In altri termini, nelle ipotesi di (ii) si ha:

d 0

G- [ 5 seoan

dt |y, % Oty

dove la % f(z,t) definisce quasi ovunque una funzione integrabile.

|t=t0

Dimostrazione. Notiamo innanzitutto che h = %’ —to f(-,t) & una funzione misurabile per ogni tg € (a,b), in quanto
limite puntuale di funzioni misurabili.
Fissiamo tg € (a,b) e poniamo e sia t,, una successione convergente a t, tale che t,, # ¢y per ogni n. Definiamo:

_ ful®) = fu(@)

@) = 2

Allora ogni h,, ¢ misurabile e h,,(x) converge a h(z) = %!t:to f(x,t) per ogni z € X. Inoltre, per il teorema di Lagrange:

0

hn(x) = ot

f(t,x)

t=t(z;n)

per qualche ¢(x;n) fra ¢, e tg. Di conseguenza:
I ()] < g(2)

per ogni x € X.
Pertanto, per il teorema della convergenza dominata:

M:/hndu%/hd%

tn, —to
X X

come volevasi dimostrare. O
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5.7 Confronto fra nozioni di convergenza

Esercizio 5.75. Sia y: X — [0, 00] una misura finita e f,, f: X — C funzioni integrabili, tali che f, — f uniformemente
in X. Dimostrare che
Tim £~ £l =0.

Trovare un controesempio nel caso in cui la misura non sia finita.

Esempio 5.76. Portiamo un esempio di una successione di funzioni f,: X — R integrabili, convergente in norma L' a
una f: X — R integrabile, ma tale che

lim sup f,(x) # h,{iiggf fn(x)

n—oo

per ogni x € X. Sia X = [0,1], f, la successione definita da:

= X[O,%], Jfo= X[%’l]
=X Sr=xpap BExpsp fo=Xxpa
e cosl via. Chiaramente:
lim | f.| =0,
n—oo

limsup f,,(z) =1 # 0 = liminf f,(z),
n—oo

n—oo

ovvero la f, converge a zero in norma L', ma non converge a f = 0 puntualmente in nessun punto.

Teorema 5.77. Sia f,, f: X — C funzioni integrabili tali che:
i [ 14— fldu = 0.
n—oo
X

Allora esiste una sottosuccessione f,, tale che:

fri(x) = f(z)  qo.[u].
Inoltre, esiste una g: X — [0, 00| integrabile tale che |f,,| < g.

Dimostrazione. Per ogni k = 1,2, ..., scegliamo ny tale che ngy 1 > ny e:

[ 150 = Sl <27,
X
Posto h = >, |fn. — f|, dal teorema della convergenza monotona segue che:

/hd,ug 1.
X

Poiche h é integrabile, si ha h(z) < co quasi ovunque. Ne segue che:

lim f,, (x) = f(x) q.o. [u] .

k—o0

Inoltre:
il < | fn = FIF I <h+[fl=g € L (p).

Il teorema é dimostrato. O
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5.8 Problemi

Problema 5.78 (RUD 1.7). Supponiamo che f,: X — [0,00] sia misurabile per n = 1,2,3,..., fi > fo > --- > 0,
fau(z) — f(x) per ogni x € X e f; € L*(u). Dimostrare che:

hm fn dp = / fdu (5.3)

e che la conclusione non segue se la richiesta “ f; € Ll(u)” € omessa.

Soluzione. Se f1(x) < oo per ogni z € X, possiamo applicare il teorema della convergenza dominata alla successione
{fn} e otteniamo la (5.3). Per il caso generale, sia F = {z: fi(x) = oo} e definiamo h,,, h: X — [0,00) tramite

ho(z) = {O :r:EE7

falz) ¢ FE
hz) = nl;ngohn(z)
Allora:
ho(z) = fulz)  qo,

hz) = flz)  qo,

le h,, sono misurabili (assumendo, senza perdita di generalitd, che p sia completa) e hy(x) < oo per ogni = € X. Percio:

h_}m fndu = hm /h du = /hdu /fdu

il che dimostra la (5.3) nel caso generale.
Consideriamo la successione di funzioni f,,: R — [0, o] definite da:

fu(z) =

O s= O

Le f, sono continue quasi ovunque (rispetto alla misura di Lebesgue), per cui misurabili, per ogni « € R, f,,(x) = 0 e
fl 2 f2 Z s Z 0. Tuttavia:

lim fndu:oo;éOZ/Od,u.
n—oo
R R

Problema 5.79 (RUD 1.10). Supponiamo che u(X) < oo, che {f,: X — C} sia una successione di funzioni complesse
misurabili e limitate, tale che f,, — f uniformemente in X. Dimostrare che:

hm fn dp = / fdp (5.4)

e che 'ipotesi “u(X) < 00” non pud essere omessa.

Soluzione. Poiché le f, sono limitate e u(X) < oo, f, € L'(u) per ogni n. Inoltre f ¢ il limite uniforme di una
successione di funzioni misurabili e limitate, per cui f ¢ misurabile e limitata e f € L'(u). Pertanto gli integrali nella

(5.4) sono definiti e:
/fndu—/fdu / f) du </|fn— |dp
X X

X
Per ogni € > 0 esiste un intero positivo N tale che

[fn(2) = f(@)] < u(X) (z € X)
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se n > N. Di conseguenza:

)[fndu—X/fdu <e

per n > N e, poiché € & arbitrario, segue la (5.4).
Come controesempio nel caso in cui p(X) = oo, consideriamo X =R e f,(z) = 1+1m2 + 1

59



Parte 11
Sviluppi del formalismo

6 Spazi prodotto

6.1 Prodotti di o-algebre
Sia {(X;, #;), i € I} una collezione di spazi misurabili e sia:
X = H X;
iel
il prodotto diretto degli insiemi X;. Ogni elemento 2 € X si puo vedere come una funzione z: I — J,c; X; tale che
x; € X; per ogni i € I. Indichiamo con 7;: X — X; la proiezione di X sulla i-esima componente X;, m;(z) = ;.

Definizione 6.1. La o-algebra prodotto ), ; .#; ¢ per definizione la o-algebra generata dalla famiglia dei “cilindri”:

il
¢ = {n; "(E)|E; € M;,i€1}. (6.1)

Da qui in poi, assumeremo sempre che 'insieme degli indici I sia al pitt numerabile. Consideriamo cioé soltanto i casi
I =N, oppure I ={1,2,...,n}.

Proposizione 6.2. La o-algebra prodotto ¢ generata dalla famiglia dei “rettangoli”

%—{HE”EiG///iViGI}. (6.2)

iel

Dimostrazione. Indichiamo con (%) la o-algebra generata dalla famiglia (6.2).
Poiché ¢ C %, si ha chiaramente Q). _; #; C .#(%#). D’altra parte, se E =[]

E =\ "(E).

icl

i€l ie1 Bi € %, allora:

Poiché l'intersezione ¢é al pitt numerabile, e ciascun membro dell’intersezione appartiene alla o-algebra prodotto, si ha
E € Q,cr ;- Quindi Z C Q,c; A e, di conseguenza A (Z) C Q,c; ;. 1l teorema & dimostrato. O

Proposizione 6.3. Siano (X;,.#;), i € I, spazi misurabili e supponiamo che ogni o-algebra #; sia generata da una
famiglia &; tale che X; € &;. Allora la o-algebra prodotto é generata da:

[1&= {HEi|Ei65i Vie[}. (6.3)
el el

Dimostrazione. Indichiamo con .# la o-algebra generata dalla famiglia (6.3). Si ha chiaramente:

iel iel
da cui segue:
M C ®//{z
iel

Viceversa, poiché ogni X; € &;, per ogni F; € &; si ha:

m (B e]]aca.

el

Si vede facilmente che la famiglia degli insiemi F; C X; tali che 7, YE;) € # ¢ una o-algebra che, per quanto appena
visto, contiene la famiglia &, e quindi contiene .#;. Ne segue che ¢ C ., e quindi Q,.;.#; C .. 1l teorema &
dimostrato. O
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Teorema 6.4. Siano (X;,d;), i =1,2,..., N, degli spazi metrici. Se X = X1 X Xo x -+ x X,,, allora:
Q) #(x;) € B(X), (6.4)
i=1

dove su X si considera la topologia prodotto. Se, inoltre, ogni X; é separabile, le due o-algebre coincidono.

Dimostrazione. Per la proposizione precedente, la o-algebra prodotto @, B(X;) é generata dalla famiglia:
E={U; xUy x --- xUy,|U; C X, aperto} .
Ciascuno membro di £ € in particolare un sottoinsieme aperto di X:
£ C7(X),

dove 7(X) ¢ la topologia di X. Poiché quest’ultima genera la o-algebra di X, si ha:
X) #(X;) € B(X).
i=1

Supponiamo ora che esistano dei sottoinsiemi numerabili densi D; C X;. La topologia prodotto su X é generata dalla

distanza:
d(z,y) = max di(z;,y;). (6.5)

i=1,2,....n

Notiamo ora che la palla B,(z), centrata in = e di raggio r, definita dalla distanza (6.5) & data da:

B,.(x) = B}(x1) x B3(z1) x -+ x B™(z,,). (6.6)

r

Dalla (6.6) si verifica facilmente che:
D=DyxDyx---xD,

& numerabile e denso in X. Di conseguenza, ogni aperto A C X ¢é dato da un’unione numerabile di palle B,.(z) € <, dove:
o ={B,(z)]lz e D,reQ"}.

Dalla (6.6) segue inoltre che &/ C £. Quindi, se A C X & aperto, A é un unione numerabile di insiemi Ej € £. Ne segue
che 7(X) C 4 (€) = @, A(X;) e quindi B(X) C Q. ; AB(X;). 1l teorema ¢ dimostrato. O

Corollario 6.5.
BR"T™) = B(R") @ B(R™).
6.2 Misura prodotto
Sia Z la famiglia dei rettangoli misurabili in X x Y. Se A x B,C x D € %, allora:

(AxB)N(CxD)=(ANC) x (BND)
(Ax B) = (A°x B)U (A x B°)U(A° x B°).

Dal Lemma 4.2 segue che la famiglia o7 delle unioni finite e disgiunte di rettangoli in & & un’algebra.
Supponiamo ora che A x B sia un rettangolo e definiamo:

mo(A x B) = u(A)v(B).
Mostriamo che se A x B = U;A; x B;, dove 'unione ¢ disgiunta (finita o numerabile), allora:

7TQ(A X B) = Zﬂ'o(Ai X Bz)
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Infatti, per ogni (z,y) € X x Y si ha:

xa(@)xs(y) = xaxn(@,y) ZXA «5,(2,7) ZXA

Integrando rispetto a x e usando il teorema della convergenza monotona, deduciamo che:
y) =Y u(A)xs(y
i
Integrando rispetto a y si ottiene quindi:

T0(A x B) = u(A)v(B) = Zu(Ai)z/(Bi) = ZWO(AZ- X B;).

Sia ora:
E = U?:lAi X Bl € o

un’unione disgiunta finita di rettangoli. Mostriamo che il numero:

iﬂ'O(Ai X B7),
i=1

non dipende dalla partizione in rettangoli A; x B; di E. Infatti, se
E = U;-”Zle X Dj,
allora possiamo scrivere:

Ai X Bz = U;’L:l(Ai N Cj) X (Bz N DJ)
Cj X Dj = U?Zl(Ai N CJ) X (Bz n D])

Per quanto visto sopra:

mo((A; N Cy) x (B; N Dy)),

NE
NE

Z?TQA XB =
Z?T()C XD =

s
Il
_

<.
Il
_

mo((A; N Cy) x (B; N Dy)).

M=
Ms

fi

_
<.

Il

_

Di conseguenza possiamo porre:

3

mo(E) mo(A; x By).

ﬁ
Il
-

Si vede facilmente che 7y € una premisura. Infatti supponiamo che si abbia
[ee]
E=|JE e,

k=1
dove Ej, € & per ogni k e E, N Ej = (0 per k # j. Abbiamo allora:

N

Ek = U A'lk X Bik,
=1

E:CJAZXBZ

i=1
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Poicheé:
Ai, X B, = U(Az N Ai) x (BN Biy),
i=1
[e'e] Nk

A; x B; = U U (A; N A ) x (BiN By,),

k=1i,=1

si ha:

7T0(E) = ZTF()(Al' X Bz)

n o0 ngk

=3 3>  m((Ain Ai) x (BN Bj,))
i=1 k=11ip=1

=> > ) m((AinAy) x (BinBy,))
k=14,=11i=1
o0 Nng

= Z Z ’/To(fli,C X sz)

k=11i=1
oo

- Z 7TO(E‘k)7
k=1

come volevasi dimostrare. Ora, tramite il teorema di Hahn-Kolmogorov, possiamo estendere la premisura ad una misura
7w completa, tale che:
m(E) = mo(E)

se F € o/. Piu precisamente, la misura 7: & — [0, 00] ha le seguenti proprieta:

1. 11 dominio & contiene il completamento della o-algebra prodotto .#Z ® 4. Questo segue dal fatto che la o-algebra
prodotto é generata dall’algebra <.

2. Se ' ¢ una misura, definita su .# ® .4 tale che 7'(A x B) = u(A)v(B), allora 7n'(E) < n(E) per E € A4 & N .
Effettivamente, da 7/(A x B) = u(A)v(B) segue ' (E) = mo(FE) per ogni E € &, e lasserto segue dal teorema di
Hahn-Kolmogorov.

3. Se p e v sono o-finite, allora anche 7 é o-finita. Dal teorema di Hahn-Kolmogorov segue allora che se p e v sono
o-finite, allora 7 & I'unica misura su .# ® .4 tale che 7(A x B) = pu(A)v(B) per ogni rettangolo.

Proposizione 6.6. (i) Sia E C X x Y un insieme # @ N -misurabile e sia:
Ey = {z[(z,y) € E}.

Allora E, & A -misurabile per ogniy € Y.
(i) Sia f: X XY — Z una funzione # & AN -misurabile e sia:

fy(@) = f(z,y).

Allora f, & ./ -misurabile per ogniy € Y.
(iii) Siano f: X — Z, g: Y — W funzioni misurabili. Allora (f,g9): X XY — Z x W ¢é misurabile.
(iv) Se f: X — Z ¢ misurabile, allora F: X xY — Z definita da F(x,y) = f(x) é misurabile.

Dimostrazione. Sia # la collezione degli £ C X x Y tali che E, € .# per ogni y € Y. Dalle identita:

(X xY\E), = X\E,
(UiEs)y = Ui(Ei)y
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segue che # ¢ una o-algebra. Inoltre, si vede facilmente che % contiene i rettangoli %Z. Poiché questi generano .# ® .4,
siha 4 @ 4 C .7, il che prova la (i).
La (ii) segue dalla (i), in quanto:

¢ misurabile per ogni F' C Z misurabile.
Per dimostrare (iii), ¢ sufficiente notare che

(f,9) " (Ax B) = f~1(4) x g7'(B)

é misurabile se A x B é un rettangolo misurabile di Z x W. Poiché questi rettangoli generano la o-algebra prodotto su
Z x W, si ottiene la tesi.
Infine, la (iv) segue dalla (iii) notando che:
F=mxo(f idy)

& una composizione di funzioni misurabili. O

6.3 Teorema di Fubini-Tonelli

Definizione 6.7. Sia X un insieme. Una classe monotona di X é una famiglia € C Z(X) chiusa rispetto all’'unione
numerabile crescente e all’intersezione numerabile decrescente. Vale a dire, se £y C Ey C --- e I} D Fy, D ---, e
E;, F; € €, allora:
U;E; €€ N, F; €.
Osservazione 6.8. Chiaramente l'intersezione di classi monotone é una classe monotona. Di conseguenza, data una
collezione di insiemi &7, possiamo considerare la classe monotona generata da o7, cioé la piu piccola classe monotona
contenente 7:
C()= () €.
ACE

Lemma 6.9 (Lemma della classe monotona). Sia o7 un’algebra, e siano € (/) e 4 (<) la classe monotona e la o-algebra
generata da of rispettivamente. Allora € (o) = M ().

Dimostrazione. Poiché .# (/) & una classe monotona, si ha ¢ (/) C .#(</). Per mostrare l'inclusione opposta, per ogni
FE C X definiamo:
¢(E)={FCX|E\F,F\E,ENF €% («)}.

Si vede facilmente che ¢ (E) & una classe monotona, contenente E e (). Inoltre, poiché &7 & un’algebra, se F € & si ha
F € %(E) per ogni F € o7. Quindi & C €¢(F), da cui ¢(«) CE(E) se E € «.

D’altra parte, se F' € €(E), allora E € €(F). Quindi, se F € (o) C €(F), allora E € €(F). Quindi, se E € &,
allora E € €(F) per ogni F' € (&), vale a dire:

o CE(F)
per ogni F' € € (), da cui:
¢ () CC(F)
per ogni F' € € (/). La conclusione ¢ che:
E\F,F\E,ENF € ¢(«)

se E,F € ¢(&). Poiche X € & C €(&), segue che € (/) ¢ un’algebra. Se ora Ey, Es,...,E,, -+ € € (&), si ha:

e, poiché:

QEUOE

n i=1
¢ un’unione crescente, si ha:

UJEi e ().

Quindi € (&) & una o-algebra, e da &7 C €(&) segue A () C € (7). 1l teorema ¢ dimostrato. O
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Proposizione 6.10. Siano p,v misure o-finite. Se E € M4 ® A, allora per ogni x € X ey € Y le funzioni v(E,) e
w(Ey) sono A -misurabili e N -misurabili rispettivamente e:

G x E) = [ B, ) = [ v(E) duo). (6.7)
Y X

Dimostrazione. Supponiamo prima che g e v siano entrambe finite. Se £ = A x B, allora

w(Ey) = n(A)xs(y),

sono chiaramente funzioni misurabili e soddisfano la (6.7). Per additivitd, questo vale per un’unione disgiunta finita di
rettangoli A; x B;, ovvero per E € o7/. Quindi, per il lemma precedente, é sufficiente dimostrare che la collezione € degli
FE per cui vale la proposizione é una classe monotona.

Supponiamo che (E,), .y € X x Y sia una successione crescente di insiemi in ¢, sia E = U, F,, e poniamo:

falx) = v((En)e)

Per la continuita dal basso di v si ha che f,(z) = v(E,) monotonamente, per cui v(E,) é misurabile e:

n— o0 n—o00
X X

(xv)(E) = Im (uxv)(Ey) = lim [ fo(z)dp(z) = /V(Ex)du(ﬂ«")-

Similmente, se (E,), .y € X X Y & una successione decrescente, la continuita dall’alto di v insieme all'ipotesi di finitezza
v((Ey)z) < oo, (u X v)(E1) < oo, mostra che:
gn(z) = v((En)z)

converge puntualmente a v(E,), dove E = N, E,,. Poiché g, ¢ maggiorata dalla funzione v(Y) € L*(u), dal teorema della
convergenza dominata segue:

(1 x V)(E) = lim (1 x v)(E,) = lim | v(En).)du(x) = / v(E,)dp(z).

n—oo n—oo
X X
Questo (insieme al caso simmetrico per p(E,)) mostra che ¢ ¢ una classe monotona, e quindi dimostra il teorema nel caso

di due misure finite.
Per estendere al caso di due misure o-finite, supponiamo che:

X =yX; Y =UY;
con pu(X;) < oo e v(Y;) < oco. Allora:
XxY=UX,; xY;
e,dato E € # & N, si ha:
lim v((EN (X, x Ya)).) =v(Ey)

n—oo

monotonamente, quindi v(E,) é misurabile!? e:

(uxv)(E)= lim (uxv)(EN(X; xY;)) = lim /u((E N (X, X Yy))e)du(z) = /V(Em)du(x).

n—00 n—00
X X

Cid conclude la dimostrazione. O

12Una funzione f che ristretta a X, sia.# N X,-misurabile e tale che f(z) = 0 per « ¢ Xy, & .#-misurabile, in quanto:

fIx (b)) € M N Xy Ctl 500 ¢ (ab),

Fem= {fui ((@b) U (X\Xn) €4 se 0 € (a,b).
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Teorema 6.11 (Fubini-Tonelli). Siano (X, #,u) e (Y, N ,v) spazi di misura o-finiti.
(i) Sia f: X XY — [0,00] una funzione A @ AN -misurabile. Allora le funzioni:

x| f(z,y)dv(y)
/

y— [ f(z,y)du(y)
/

sono misurabili e:
J{ [ tew it i = [ o) dux ) = [ / (2.y) du(a) | du(y). (6.8)
x \y XxY Y

(ii) Se f € L'(u x v), si ha:

e vale la (6.8).

Dimostrazione. (i) Per la proposizione precedente, la tesi ¢ vera per le funzioni caratteristiche, e quindi per le funzioni
semplici. Se ora f > 0, esistono delle funzioni semplici:

0<s5 <5< <5, << f,

tali che:
sn(z,y) = flz,y)  V(z,y) € X xY.

Dal teorema della convergenza monotona si ha:

/ fd(pxv)= lim Snd(p X v)

n—oo
XxY XxY
— tim [ du() / d(y) 5n (2, 1)
n—oo

/d,u hm du( ) sn(x,y)
/ dp(z / dv(y
Notiamo che la misurabilita di [, dv(y) f(x,y) segue dal caso delle funzioni semplici, in quanto:

n—00
Y

[ ) s = i [ dvly) sao).
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(ii) Se
[f (@, y)[d(p x v) < oo,
XxXY

il punto (i) applicato a |f| mostra che

/umwmwweL%m
Y

e quindi:

/}mymwweL%m
Y

Ne segue che:

/U@wﬂ®@%<w q.0. [,

Y
ovvero:

fl@,)eL'(v)  qo.lu].

Per dimostrare la (6.8), basta scomporre f nelle sue parti positiva e negativa (reale e immaginaria).

6.4 Completamento della misura prodotto

Proposizione 6.12. Se esistono due insiemi non vuoti A C X ed B CY, tali che u(A) =0 e B ¢ A, allora la misura
prodotto u X v su M & N non é completa.

Dimostrazione. Sia x € A. Abbiamo:

(AxB),=B¢ ..
Dalla Proposizione 6.6, segue che A x B ¢ .# ® 4. D’altra parte:

AxBCAxY e H

(1 x V)(A X Y) = p(A)p(Y) = 0.
Quindi g X v non é completa. O

Ricordiamo che il completamento di una misura ¢ definito nel modo seguente (Teorema 2.18). Date due funzioni
fi: By = F e fo: Fy — F fra insiemi arbitrari, diciamo che f; € un’estensione di f;, e scriviamo:

fi<fa

se E1 C Ey e fo(x) = fi(x) per ogni x € Ey. Se (A, p) & uno spazio di misura, consideriamo tutte le possibili estensioni
1 < v, dove v é una misura completa. Si dimostra che per qualsiasi estensione vale i < v, dove i é la misura completa
definita sulla o-algebra:

M ={AUB|Ae 4, B C N per qualche N € . con pu(N) = 0},

da:
A(AU B) = (4).

Lo spazio di misura (%, ﬁ) ¢ chiamato il completamento di (A, p).
L’interesse nel completamento della misura prodotto € chiarito dal seguente:

Teorema 6.13. Sia \": Z(R") — [0, 00] la misura di Lebesgue su R™. Allora:

(X(R”) ® Z([R™), Nt X )\m) = (LR, A ™Y
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Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che, per quanto gia visto:
B(R") @ BR™) = BR"T™) C L(R"™),

e inoltre le misure A" x A™ e A"*™ coincidono sui boreliani. Questo segue dal fatto che esse assegnano la stessa misura alle
scatole aperte, quindi la stessa misura ai polirettangoli e, per il teorema di Hahn-Kolmogorov (poiché \"*™ ¢ g-finita), la
stessa misura a tutti gli insiemi di Borel. Di conseguenza:
N 7 -
A" m|%(Rn+m) = A" x )\m|@(Rn)®%(Rm) < AT X AT AT X Am

da cui:

At — )\”+m|gg(Rn+m) < AT X A™,
Mostriamo ora che:
A X AT AT
Per quanto osservato in 6.2, é sufficiente dimostrare che:
Ax Be Z(R"™)
se A e ZR"), Be Z(R™), ein tal caso:
A (A x B) = A"(A)A™(B).
Ora, se A € Z(R") e B € Z(R™), per la regolarita di A™ e A™ esistono P4, Q4 € B(R") e Pp,Qp € B(R™) tali che:
PrCACQua, A (Qa\Pa) = 0.
Pp C BCQp, A"(Qp\Pg) = 0.

Pertanto:
Py xPg CAxBCQaxQp.

Inoltre:
(Qa x Qp)\(Pa x Pp) =[(Qa\Pa) x PslU[Qa x (QB\Pp)]U[(Qa\Pa) x (QB\Pp)] .

Poiché )‘"+m|gg(Rn+m) = \" x )\m|gg(Rn+m), si ha:

AMF((Qa x Qp)\(Pa x Pg)) < A"*™((Qa\Pa) X P) + A""™(Qa x (QB\Pg)) + X" ((Qa\Pa) x (Q5\Pp))
= N"(Qa\PA)N"(P) + N"(QA)N™(QB\Pp) + \"(Qa\PA)N"(Qp\Pp)
=0.

Poiché \™*t™ & completa, cid implica che:
Ax B=(Pax Pg)U|[(Ax B)\(P4s x Pg)] € ZR"™)

e che:
)\"+m(A x B) = )\”+'”(PA X Pg) = A" (Ps)A"(Pg) = A" (A)N™(B).

Quindi A" x A™ < A"t Poiché \"*™ & completa, cid implica:
DD sl
Il teorema é dimostrato. O

Proposizione 6.14. Siano (X, .#,u) e (Y, A ,v) spazi di misura completi.

(i) Sia E C X XY un insieme A4 ® AN -misurabile e sia:
EY = {a|(z,y) € E}.

Allora EY & . -misurabile per quasi ogni y € Y [v].
(ii) Sia f: X XY — R una funzione M4 @ N -misurabile e sia:

[ w) = fz,y).
Allora fY & . -misurabile per quasi ogniy € Y [v].
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Dimostrazione. Notiamo che la (i) segue dalla (ii) per f = xpg. Per dimostrare la (ii) applichiamo la Proposizione 5.31:
esiste una funzione .# ® .4 -misurabile g: X XY — Z tale che:

f=9 aqo.fuxuv].

Utilizziamo il seguente: -
Lemma 6.15. Se h: X XY = R ¢ A4 ® A -misurabile e h =0 q.0. [ X v], allora, per quasi ogni y € Y si ha h¥(x) =0
per quasi ogni x € X. In particolare, h¥ & .4 -misurabile misurabile per quasi ogni y € Y.

Dimostrazione. Poniamo:
P ={(z,y) |h(z,y) # 0} .
Allora P € # @ A e ux v(P)=0. Quindi esiste Q € .# ® A tale che P C Q e p x v(Q) = 0. Di conseguenza:

/u(Qy)dV(y) =0.

Se
N = {y[n(Q") > 0},

dalle precedente segue che ¥(N) = 0. Se y ¢ N, allora p(QY) = 0. Poiche PY C QY, e v é completa, se y ¢ N allora

PYe # e u(PY)=0.Se x ¢ PY, allora h¥(z) = 0.

Quindi per quasi ogni y € Y si ha h¥(x) = 0 per quasi ogni € X. In particolare, h¥ ¢ misurabile per quasi ogniy € Y. 0O
Il lemma precedente, applicato alla funzione .# ® .4 -misurabile h = f — g ci dice che, per quasi ogni y € Y:

fUz)=g"(x)  qo.lu].
Poiché il membro destro é misurabile, si ha che fY é misurabile per quasi ogni y € Y. O
Possiamo ora enunciare il teorema di Fubini per funzioni .# ® .4 -misurabili.

Teorema 6.16 (Fubini-Tonelli). Siano (X, .#,p) e (Y, A v) spazi di misura o-finiti e completi.
(i) Sia f: X XY — [0,00] una funzione .# @ N -misurabile. Allora le funzioni definite quasi ovunque da:

z e / f(z,y) dv(y)
Y

y— | fz,y) du(y)
/

sono misurabili per quast ogni y € Y e quasi ogni x € X rispettivamente e:

/ /f(x,y)dV(y) / fla,y) d(uxv)(z,y) / / (z,y) du(z) o dv(y). (6.9)
X Y

XxY Y

(ii) Se f € L'(u x v), si ha:

e vale la (6.9). Notiamo che le ultime due funzioni sono definite quasi ovunque.
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Dimostrazione. (i) Sia g: X xY — [0, oo] una funzione .# ®.4 -misurabile tale che f = g q.o. [p x v]. Per la dimostrazione
della proposizione precedente, esiste N C'Y tale che v(N) =0 e:

ff=9¢ qo.y

per y ¢ N. Dalla Proposizione 5.59 e dal Teorema di Fubini-Tonelli abbiamo quindi:

) /Y 1) = /Y gd(p x v)

- / [ ste.wnte) pavty)
{/gmydu z) o dv(y)

f z,y)du(z) p dv(y)

YN

/f (z,y)du(z) p dv(y),

X

dove poiché v é completa, la funzione:

T / f(z,y)du(z)

si puo definire arbitrariamente per y € N. Similmente si dimostra che:

/fd,uxz/ / /fxydl/ du(z).

XXY

(ii) Segue da (i) esattamente come per il teorema di Fubini-Tonelli. O

6.5 Funzioni di distribuzione

Definizione 6.17. Sia f: X — [0,00) una funzione misurabile. La funzione:

F(t) = p({f(z) = t})
¢ chiamata funzione di distribuzione di f.

Osservazione 6.18. La funzione di distribuzione & misurabile. Infatti é continua a destra:

F(t) = u(f~([t,00)) = (M f ([t = €n, 00))) = lim p(Nnf ([t — €n,00))) = lim F(t —e,)

n—r oo n—roo
se £, { 0 (alternativamente, si pud osservare che tutte le funzioni monotone sono misurabili).

Teorema 6.19. Sia (X, ., 1) uno spazio di misura o-finito. Sia p: [0,00) — [0,00) una funzione C* non decrescente e
tale che ©(0) = 0. Se f: X — [0,00) & misurabile, allora:

/ o f d = / n({F(2) > 1)) (1) dt.
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Osservazione 6.20. Dalla dimostrazione, si vede che la richiesta minimale su ¢ é che essa sia assolutamente continua in
[0,T] per ogni T > 0.

Dimostrazione. Sia:
E={(x,t)|f(z) = t}.
Dalla Proposizione (6.6), segue che F(x,t) = f(x) — t & misurabile, quindi E ¢ .# ® .Z(R)-misurabile. La sua sezione:

E' = {z|f(z) > t}

¢é tale che:

Quindi:

Osservazione 6.21. Nel caso in cui ¢(t) = ¢, si ha:

/ fdp= / w({f() > 1)) dt = / H(EY) dt = (i x A (E) = (1 x MY ({(@, )]0 <t < f(2)}),
X 0 0

dove il membro destro non é altro che la misura del sottografico di f.
Nel caso di uno spazio di probabilita (2, &, P), se X: Q — [0,00) & una variabile casuale positiva, dal teorema si ha

che: -
n/ 1 —FX "_1dx,
0

dove:

Fx(z)=P({X < z})
é, in teoria delle probabilita, la funzione di distribuzione di X. In particolare, vale la formula:
E(X) = / (1 - Fy(2))dz
0

per il valore atteso, il che mostra che:

17Fx($)20(%) (x — 00)

se il momento primo E(X) < co.
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6.6 Convoluzioni

Definizione 6.22. Siano f,g € L'(R). Definiamo la convoluzione di f con g:

“+oo
(Fr9)@ = [ Fogle -1 (6.10)
per tutti gli * € R per i quali:
+o00o
/ lf)g(xz — )] dt < 0. (6.11)

Teorema 6.23. Siano f,g € L*(R). Allora:

+oo
/ F(B)g(x — 1) dt < oo

per quasi ogni x € R. Inolire, la convoluzione, definita quasi ovunque da (6.10), & integrabile e:

1 glly < 1712 gl - (6.12)

Osservazione 6.24. Notiamo che la (6.12), letta in altra chiave, dice che ogni funzione g € L!(R) definisce, mediante il
prodotto di convoluzione, una trasformazione lineare continua di L!(R).

Dimostrazione. Siano fy e go funzioni boreliane tali che f = fo e g = go quasi ovunque. Poiché la sostituzione di f e g
con fy e go non altera gli integrali (6.11) e (6.10), possiamo supporre direttamente che f e g siano funzioni boreliane. In
questo caso la funzione:

(z,t) = F(z,t) = f(t)g(z — 1)

3 e, in particolare, Lebesgue misurabile. Dal teorema di Fubini-Tonelli per il completamento, abbiamo:

é boreliana'
[1r@oldtz = [ airn [ gl 01 =111, ol
R2 —o0 —o0

Quindi F € L*(R?), e il teorema di Fubini-Tonelli implica che f(-)g(z —-) € L*(R) per quasi ogni z € R, per cui la
convoluzione ¢ definita quasi ovunque e, di nuovo per il Teorema di Fubini-Tonelli, misurabile. La (6.12) segue da:

oo

00 | +0o0 oo ( +oo
/I(f*g)(x)\dx=/ /f(t)g(ar—t)dt d:cs/ /\f(t)g(ﬂc—t)ldt dz = |11, lll; -

O

Teorema 6.25. Siano f, g, h € L'(R). Allora
fxg=gxf  qo. (6.13)
(fxg)xh=fx(g*h) q.o. (6.14)

13Se definiamo:
oz, t) =t, P(z,t) =z —1t,
abbiamo:
f)gl@—t) =[(fow) (god)](z,1).
Poiché tutte le funzioni coinvolte sono Borel misurabili, otteniamo 1’asserto. Notiamo che la composizione f o ¢, dove ¢ ¢ Borel misurabile e f
& Lebesgue misurabile, non ¢ necessariamente Lebesgue misurabile (cfr. Problema 5.8).
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Dimostrazione. Notiamo innanzitutto che entrambi i membri delle uguaglianze (6.13) e (6.14) sono definiti quasi ovunque,
in quanto (f * g) € L'(R) e (g * h) € L*(R). Come sopra, possiamo supporre f, g e h boreliane. Inoltre, poiché la
convoluzione & bilineare, ¢ sufficiente dimostrare le (6.13) e (6.14) per f, g e h positive.

Per la (6.13), notiamo che, facendo il cambio di variabile ¢t = x — s si ha, per ogni z € R:

+oo +oo
/f@ﬂ%%ﬂﬁ:/f@—@mwb

da cui segue la (6.13) per tutti gli € R tali che f x g e g * f sono entrambe definite.

Per la (6.14) notiamo che:
+oo —+o0

/ /f(s)g(t—S)h(x—t)ds dt

+oo +oo [ +oo
/(f*g)(t)h(x—tdt / /f (t — s)h(z —t)ds » di

:/f(s) /g(t—s)h(x—t)dt ds
e (e
:/f(s) /g(t)h(x—s—t)dt ds

+oo
_ / F(s)(g # B)(x — 5)ds
da cui segue la (6.14) se entrambi i membri sono definiti. O

6.7 Controesempi al teorema di Fubini
Esempio 6.26 (Necessita dell’ipotesi L'). Consideriamo una successione doppia:
1 m=n
fam=<¢-1 m=n+1,
0 altrimenti

dove m,n > 1. Abbiamo:

n=1m=1 m=1n=1

Se ¢ é la misura del contare su N, questo ci dice che:

/@W/@WWmM#/MW/@Wﬂm@

N N

Chiaramente qui abbiamo, dal teorema di Tonelli (per funzioni positive):

/|f\dc><c /dc /|fnm|dc /dc

Esempio 6.27 (Necessita dell’ipotesi di o-finitezza). Siano X =Y = [0,1], p = A e v = ¢ la misura di Lebesgue e la
misura del contare rispettivamente, entrambe ristrette ai boreliani ([0, 1]). Chiaramente v = ¢ non & o-finita, in quanto
gli unici insiemi di misura c finita sono finiti, e un’unione numerabile di tali insiemi é al pit numerabile.

Sia D la diagonale di [0, 1] x [0,1]. La funzione xp é misurabile e positival*, ma il Teorema di Tonelli non si applica.

14Qui A x ¢ ¢ definita su 2([0,1]) ® 8([0,1]) = ([0, 1]?).
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Per dimostrarlo, osserviamo che xp(z,y) = X0} (* — y). Abbiamo allora:

/dm/dc y) xp(z,y) /dscl—l

0,1  [0,1] [0,1]

mentre
/ de(y) / dz xp(z,y) = / de(y) / dx = 0.
(0,1] [0,1] (0,1] {y}
Inoltre, possiamo dimostrare che:
/ xpd(A X ¢) = oo.
[0,1]?
Partiamo dalla definizione di A X ¢ come misura esterna:
(A x¢e)(D 1nf{Z)\ B;)| D C U;(4; x By), Ai,Bie%([O,l])}.

Poicheé:
n (Az X Bz) =DnN [(Az n Bz) X (Az QBZ‘)] s

ci possiamo chiaramente restringere, nell’inf, ai rettangoli della forma A; x A;, con A4; € %([0,1]). Supponiamo ora che:

Sia:A

I ={i|\(4;) > 0},

J = {jIA(4;) = 0}.
Posto

N =] 4,
jeJ
abbiamo:
DC(NxN)U |4 x 4]

icl
Ne segue che:
.11 e Nu((JA)

iel
e quindi:
0,1\N € [ J 4.
iel
Poiché:
A0, 1]\N) =1,

I'insieme [0, 1] \N non & numerabile. Di conseguenza, esiste iy € I tale che A;, non & numerabile. Poiché A(A;,) > 0, si
ha:
A(AZU)C(AM) = )‘(Alo)oo =00

e di conseguenza:

ZA D) > A4 )e(Ag,) = .
Quindi la misura della diagonale D, vale a dlre I’integrale:
/ xp d(A % ¢)
[0,1]2

¢ infinita.
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7 Misure con segno e misure complesse

7.1 Definizioni

Definizione 7.1. Sia (X, .#) uno spazio misurabile. Una misura con segno (una misura complessa) su X ¢ una funzione
v: M — (—00,+00] (v: # — C) numerabilmente additiva e tale che v(f)) = 0.

Osservazione 7.2. Chiaramente una “misura”, nel senso utilizzato finora, ¢ una misura con segno p a valori in [0, c0].
Per evitare ambiguita, nel seguito ci riferiremo a una tale p come a una “misura positiva”. Continueremo a riservare
Pappellativo “spazio di misura” alla terna (X, .#, ) soltanto se p ¢ una misura positiva (si veda l’enunciato del teorema
seguente). Osserviamo esplicitamente che una misura con segno ¢ una misura complessa se e soltanto se la sua immagine
non contiene co, mentre una misura complessa ¢ una misura con segnho se e soltanto se la sua immagine é reale.

Proposizione 7.3. Sia (X, 4, u1) uno spazio di misura e sia f: X — C una funzione misurabile.
(i) Se [ ¢ reale e non negativa allora:

p(E)= [ fdu  (Ee€.A)
/

é una misura positiva su X.
(ii) Se f € L*(u) allora ¢ & una misura complessa su X .
(iii) Se f ¢ reale e f~ € L' (i), allora ¢ & una misura con segno.

Dimostrazione. Notiamo che in tutti e tre i casi & soddisfatto il requisito ¢() = 0. Per dimostrare I’additivitd numerabile,

siano F1, Fs, ... E,,... insiemi misurabili disgiunti a coppie e sia £ = U; E;. Abbiamo chiaramente:
o0
xef = xu.f-
i=1

Nel caso (i) dal teorema della convergenza monotona si ha:
o8) = [ran=[Sxesan=3" [xesau=3 elE
o ¥ =1 i=1% i=1

Nel caso (i), la stessa catena di uguaglianze ¢ giustificata dal teorema della convergenza dominata, in quanto:

> xe.f
=1

= xg Ifl < Ifl € L' ().

i=1

Infine, nel caso (iii), scriviamo:

o®) = [fau= [srau- [ 1 du=*E) - o (B)

E E E

L’ipotesi su f garantisce che ¢~ & una misura positiva finita, mentre ¢ & una misura positiva. Ne segue che ¢ = T — ™

é una misura con segno. O
Osservazione 7.4. Sia v una misura con segno su X, siano Ey, Fs, ..., F,,... insiemi misurabili disgiunti a coppie e sia
E = U, E;. Chiaramente, per qualsiasi riordinamento E;,, E;,,..., E;,,... si ha:

E= E;

(27N

s

1

k
Se v(E) < oo, poiché:

> u(E;,) =v(E) <

k=1
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per qualsiasi riordinamento, la serie:
o0

> v(E)

k=1
é assolutamente convergente. In particolare, questo vale sempre per una misura complessa. Torneremo su questo argomento
quando definiremo la variazione totale di una misura compelssa.

Proposizione 7.5. Sia v una misura con segno oppure una misura complessa su X. Abbiamo:

v(E) = lim v(E,)

n—oo

nei due sequenti casi:
(i) se By CE;C---CE,C--- ed E=U,E,.
(ii) se By D FEy D - D E, D+, E=N,E, ev(E) < 0.

Dimostrazione. La dimostrazione di (i) procede come per le misure positive. La dimostrazione di (ii) procede come per le
misure positive se dimostriamo che l'ipotesi implica v(E;) < oo per ogni i. Questa & una conseguenza della decomposizione
di Hahn di v che dimostreremo piu avanti (Teorema 7.8). In ogni caso, non utilizzeremo queste due proprietd prima di
dimostrare il Teorema. O

7.2 Misure con segno: decomposizione di Hahn

Definizione 7.6. Sia v una misura con segno su X. Un sottoinsieme £ C X misurabile si dice positivo, negativo o nullo,
se la misura di ogni suo sottoinsieme é rispettivamente non negativa, non positiva o nulla.

Proposizione 7.7. Sia v una misura con segno su X e sia E C X un insieme misurabile tale che v(E) < 0. Allora E
ha un sottoinsieme QQ C E negativo tale che v(Q) < 0.

Dimostrazione. Se E é un insieme negativo non c’é nulla da dimostrare. In caso contrario, sia n; € N il piul piccolo intero

tale che: 1
E) > —
v(Er) > -
per qualche F; C FE misurabile. Se F\E; ¢ un insieme negativo, allora:
v(E\E1) < v(E\E1) +v(E1) =v(E) <0,

per cui possiamo porre Q = E\E;. In caso contrario, sia ng il pit piccolo intero tale che:

per qualche Ey C E\F;. Notiamo che ny > ny. Se E\(F7 U E3) & negativo, poniamo @) = E\(E; U E3) e notiamo che,
poiché E; N Ey = 0, si ha:
v(Q) < v(E\(E1 U Ey)) +v(E1) +v(Ey) =v(E) <0.

Altrimenti proseguiamo la costruzione.
Vi sono due possibilita: o, in un numero finito di passi, troviamo che

QZE\(ElLJEQU---UEk)

é negativo, dove gli insiemi F; sono disgiunti a coppie, e in tal caso concludiamo come sopra la dimostrazione. Altrimenti,
otteniamo una successione di interi ny < ny < --- e di insiemi misurabili disgiunti a coppie Ej C E tali che:

1

ng
In tal caso poniamo:

Q:E\GEk.

k=1
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Poicheé: -
v(Q) <v(Q)+ Y v(Ey) = v(E) <0,
k=1

dobbiamo dimostrare che @ é negativo.
Notiamo che la successione ny, & divergente. Infatti, poiché ny ¢ monotona:

lim ng = supng
k—o0 kEN

Se supponiamo che

M = supny < oo,
kEN

troviamo, poicheé v(Q) > —oo:

in contraddizione con l'ipotesi v(F) < 0.
Supponiamo ora, per assurdo, che F' C @ sia tale che v(F') > 0. Allora

v(F) >

==

per qualche N € N. Poiché ni — oo, np > N per qualche k. Se k; ¢ il pit piccolo k € N tale che ng, > N, si ha
Ngy—1 SN <ngy <1 <-ov

Ma cio contraddice la costruzione della successione (ny, Fy), in quanto, al passo kj-esimo, esiste un N < ng, e un
FCQCE\(E41UE2U---UEy, 1) tale che v(F) > % La contraddizione mostra che @ & un insieme negativo ¢ completa
la, dimostrazione del teorema. O

Teorema 7.8 (Teorema della decomposizione di Hahn). Sia v una misura con segno su X. Allora:
(i) Esistono due insiemi P,Q C X misurabili tali che P ¢é positivo, Q é negativo e:

PNQ=0 PUQ=X.
(i) Se P', Q" sono due insiemi misurabili soddisfacenti (i), allora:
PAP' = QAQ/,

e PAP' ¢ un insieme nullo per v.
(iii) Se v(Q) = 0 (rispettivamente, v(P) = 0) allora v é una misura positiva (rispettivamente, negativa).

Osservazione 7.9. La coppia (P, Q) é detta una “decomposizione di Hahn” per X rispetto alla misura con segno v.

Dimostrazione. (i) Se X & positivo, allora basta prendere P = X, Q = .
Altrimenti, esiste ' C X tale che v(F) < 0. Per la proposizione precedente, la collezione degli insiemi negativi é non
vuota. Poniamo:
L = inf {v(E)|E negativo}

e sia (Qn), ¢y una successione di insiemi negativi tali che:

li_)m v(Qn) = L.
Sia -
Q = U Qn
n=1



Mostriamo che @ € negativo. Posti By = Q1 e
Bn:Qn\(QluQQU"'UQn)

per n > 2, si ha che ogni B,, & negativo (in quanto sottoinsieme di un insieme negativo) e inoltre:

Q=|JBn.
n=1
Di conseguenza, se A C @, allora:

o0
A=JMAnB,)
n=1
é un’unione disgiunta e numerabile di insiemi negativi, quindi é negativo. Quindi @ é, come asserito, negativo.
Di conseguenza:
L<v(Q).
Ma, per ogni n =1,2,..., si ha:

V(Q) = V(Q\Qn) + V(Qn) < V(Qn)

Passando al limite per n — oo, si trova:
da cui segue:

In particolare, per definizione di v, si ha L = v(Q) > —oc0.
Poniamo ora P = X\(@. Mostriamo che P ¢ positivo. Infatti se, per assurdo, supponiamo che esista A C P con
v(A) < 0, allora esiste un insieme negativo B C A con v(B) < 0. Di conseguenza:

QUB
€ un insieme negativo e:
V(QUB)=v(Q)Ur(B) <v(Q) =L
(dato che v(Q) = L > —o0). Ma cio contraddice la definizione di L. Ne concludiamo che A & positivo, e cid conclude la
dimostrazione di (i).
(ii) Se P’, Q" C X @ una coppia di insiemi soddisfacenti (i), si ha:
P\P'=PNQ" =Q"\Q,
P\P=P'NQ=0\Q
e, di conseguenza:
PAP = QAQ'.
Inoltre, PAP’ & positivo in quanto unione disgiunta di insiemi positivi. Allo stesso modo, QAQ’ ¢ negativo. Di
conseguenza, PAP’ = QAQ’ é un insieme nullo.
(iii) Per ogni A C @ si ha:
v(Q) =v(Q\A) +v(A4) <v(4) <0.
Di conseguenza, se v(Q) = 0, allora @ & un insieme nullo. Se A C X si ha pertanto:
v(A)=v(ANP)+v(ANQ)=v(ANP) >0,

ovvero v & positiva. Il caso v(P) = 0 segue in modo analogo. O

Definizione 7.10. Sia px una misura (con segno o complessa) su X e sia £ C X un insieme misurabile. Diciamo che p ¢
concentrata in E se:
i(A) = p(AN E)
per ogni A C X misurabile. Equivalentemente, 1 & concentrata in £ se AN FE = () implica u(A) = 0.
Diciamo che p e v sono mutuamente singolar: se esistono due insiemi misurabili disgiunti £ e F tali che u e v sono
concentrate rispettivamente in E ed F'. In questo caso, scriviamo:

v.1l .
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Corollario 7.11 (Decomposizione di Hahn.). Sia v una misura con segno su X. Allora esiste un’unica coppia di misure
positive v e v~ tali che:

v=vt—v, (7.1)
vt Lv,

v~ (X) < 0.

Osservazione 7.12. La decomposizione (7.1), di una misura con segno nella differenza di due misure positive e mutuamente
singolari, & chiamata “decomposizione di Jordan”.

Dimostrazione. Siano P, C X come nel Teorema 7.8. Per ogni E misurabile, poniamo:
vT(E)=v(ENP),
v (E)=—-v(ENQ).

Si verifica immediatamente che v+ e v~ hanno le proprieta asserite.
Resta da dimostrare I'unicita della coppia (v,v~). Supponiamo che p*, u~ sia un’altra coppia di misure positive
soddisfacenti alle ipotesi del teorema. Esistono due insiemi misurabili P/, Q" C X tali che:

PuQ =X, P'nQ =0,
e tali che u™ & concentrata su P’ e u~ & concentrata su @Q’. Poiché:
v=pt—pu,
si ha che P’ e Q' sono rispettivamente insiemi positivi e negativi per v. Per il teorema precedente, si ha:
P'AP=Q'AQ = N,
dove N & un insieme nullo. Se £ C X é un insieme misurabile, allora:
p(B)=p (ENQ)=-v(ENQ)=-—vENQ\Q)-vENQNQ)=-vENQ NQ),
v (B) = v (BNQ) = —v(ENQ) = —v(EN(Q\Q) ~ ENQ'NQ) = —v(ENQ NQ),
dato che EN(Q\Q'), EN (Q'\Q) C QAQ'. Di conseguenza p~ = v~ e quindi:
pt=v+pu =v+v =vt.
1l teorema ¢ dimostrato. O

Osservazione 7.13. Dalla decomposizione di Hahn segue facilmente che v(E) < oo implica v(F) < co se F C E, come
affermato sopra. Infatti, si ha v(E) < oo se e soltanto se v (FE) < oo, che implica chiaramente v (F) < oo, cioé v(F) < oc.

+

Definizione 7.14. Sia v una misura con segno su X e sia (v, v7) la sua decomposizione di Jordan. Le misure v* sono
chiamate, rispettivamente, la “variazione positiva e negativa” di v, mentre:
lv|=vt +v~ (7.2)

é chiamata la “variazione totale” di v. Diremo che la misura con segno v é o-finita (rispettivamente, finita) se cosi ¢ la
sua variazione totale |v|.
Osserviamo che se (P, Q) ¢ una decomposizione di Hahn di X rispetto a v, si ha:

v(E) = / (xp - x@)d v/

E

per ogni £ C X misurabile.
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Proposizione 7.15. Sia v una misura con segno su X e sia N C X un insieme misurabile. Allora v é un insieme nullo
per v se e soltanto se |v|(N) = 0.

Dimostrazione. Supponiamo |v|(N) = 0. Allora:
vE(N) < [v| (N) =0.

Di conseguenza, se £ C N ¢é misurabile, si ha:

e quindi ¥(E) = 0. Quindi N ¢ un insieme nullo.
Viceversa, se N € un insieme nullo, allora:

vT(N)=v(NNP)=0,
v (N)=—-v(NNQ)=0.

Quindi:
| (N) =v(N) +v™(N) =0,

come volevasi dimostrare. O

Proposizione 7.16. Sia f € L'(11) una funzione reale, e sia v la misura reale definita da:

E
Allora:
H8) = [ 1+
E
e quindi:

V] (E) = / £ du.

Dimostrazione. Basta notare che:
P={z|f(x) >0}, Q= {z|f(x) <0}

é una decomposizione di Hahn di X rispetto a v e che:

vi(E)=v(ENP)= / fduz/xpfdu:/ﬁdu,
E

ENP E

(B =vEn@ = [ fdu= [xofdu= [ du
E

ENQ E

Esempio 7.17 (Esempio di misure mutuamente singolari.). Sia F': R — [0, 1] la funzione definita da

0 sex <0
Fz)=< f(z) se0<z<1
1 sex>1

dove f & la funzione di Cantor-Vitali. Sia Ap la misura di Stieltjes associata ad F. Questa misura é concentrata
sull’insieme di Cantor ed é pertanto singolare rispetto alla misura di Lebesgue. Infatti, se C,, é 'insieme ottenuto all'n-
esima trisezione dell’intervallo [0, 1], allora R\C), & un unione di intervalli aperti, su ciascuno dei quali F ¢ costante. Poiché
F ¢ anche continua (poiché f ¢ continua e f(0) =0, f(1) = 1), ciascuno di questi intervalli ha misura nulla, da cui segue
Ar(R\C,) = 0. Di conseguenza:

Anticipando uno degli argomenti seguenti, osserviamo che Ar é un esempio di misura continua, ma non assolutamente
continua, rispetto alla misura di Lebesgue.
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7.3 Teorema di Radon-Nikodym

Definizione 7.18. Sia v una misura su X (con segno o complessa) e sia x4 una misura positiva su X. Diciamo che v ¢
assolutamente continua rispetto a u se u(F) = 0 implica v(E) = 0. In questo caso, scriviamo:

v U

Osservazione 7.19. Notiamo che, se v & una misura con segno, la condizione v < p & equivalente a |v| < p. Infatti, se
v < pe u(N) =0, allora N & un insieme nullo per v e, per la Proposizione 7.15, |v| (N) = 0. Quindi v < p implica
|v| < u, e il viceversa segue dall’ovvia relazione

v<|vl.

Proposizione 7.20. Sia v una misura su X (con segno o complessa) finita. Se p é una misura positiva, allora le sequenti
affermazioni sono equivalenti:

(i) v < p.

(i) Per ogni € > 0 esiste un 6 > 0 tale che, se E C X ¢é misurabile e u(E) < 0, allora |[v(E)| < €.

Osservazione 7.21. Osserviamo che, se v é una misura complessa, allora v é automaticamente finita. Come si vede dalla
dimostrazione, (ii) = (i) anche se v non é finita. D’altra parte, 'implicazione (i) = (ii) non vale in generale per
misure non limitate. Si consideri ad esempio la misura:

e - [T

E

dove E C (0,1) & Lebesgue-misurabile.

Dimostrazione. Poiché v < p se e soltanto se |v| < p e, poiché la (ii) con |v| al posto di v implica chiaramente la (ii),
possiamo direttamente assumere che v sia una misura positiva.
Supponiamo che valga la (ii). Se p(E) = 0, allora u(E) < § per ogni 6 > 0, per cui si ha necessariamente:

v(E) =0,

da cui v < p.
Supponiamo invece che non valga (ii). Cid significa che esiste un € > 0 tale che per ogni § > 0 esiste un Es C X
misurabile che soddisfa:
w(Es) <4, v(E) >e.

Per n=1,2,..., poniamo F,, = Fy-» e sia:

k=1n>k
Notiamo che: -
p(l o) <D uF,) =270

n>k n=k

per cui:
(o]
F)= 1 F)) < li F) =
p(F) kggou(nuk n)_kg&;ﬁ‘( w) =0

D’altra parte, poiché:

n>1
si ha:
v(F) = lim y( U F,) > limsupv(Fy) > e.
k—roo k—o0
n>k
Quindi, se non vale (ii), allora v non é assolutamente continua rispetto a u. Il teorema é dimostrato. O
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Lemma 7.22. Siano p e v misure positive finite su X. Allora p L v, oppure esistono un € > 0 e un E C X misurabile
tali che u(F) > 0 ed E ¢é un insieme positivo per la misura v — ep.

Osservazione 7.23. Notiamo che I’ “oppure” del teorema é esclusivo. Infatti, se p é concentrata in A, v é concentrata in
Be ANB =0, allora u(E) = p(E N A) per ogni E C X misurabile. Quindi, se u(E) > 0:

VENA)—eu(ENA) <0
per ogni € > 0, per cui £ non puod essere un insieme positivo per nessuna delle misure v — ep.

Dimostrazione. Per ogni n =1,2,..., poniamo:

1
Vp =V — —[.
n

Allora esistono delle decomposizioni di Hahn (P,,, @) di X rispetto a v,,. Poniamo:
P:UnPna Q:X\P:ann

Poiché @ C @, si ha che @) é un insieme negativo per ogni v,. Cio significa che:

0<0(Q) < 1u(@Q)

per ogni n = 1,2, ..., da cui segue che v(Q) = 0.
Quindi v é concentrata in P. Se ora u(P) = 0, allora p L v. Altrimenti, esiste un n € N tale che u(P,) > 0. Poiché
P, & un insieme positivo per v, segue la tesi con £ = P,, ¢ = % O

Teorema 7.24 (Teorema di Radon-Nikodym). Sia p una misura positiva o-finita su X, v una misura con segno o-finita
su X (oppure una misura complessa su X ).
(i) Esiste un’unica coppia di misure con segno o-finite (A, p) tale che:

v=p+A, (7.3)
P s
AL p.

Inoltre p e \ sono positive se lo é v.
(ii) Se v ¢é finita, esiste una f € L'(u), unica a meno di equivalenza (1], tale che:

p(E) = [ [dy, (7.4)
/

per ogni E C X misurabile. Inoltre, f ¢ positiva quasi ovunque [u] se p & positiva.
(iii) Se v ¢é positiva e o-finita vale ancora (i), ma f non é necessariamente in L*(p).

Osservazione 7.25. La decomposizione (7.3) di v, & chiamata decomposizione di Radon-Nikodym. Chiaramente, se v < u
oppure v L pu, allora v = p e v = A rispettivamente. La f nella (7.4) & nota come derivata di Radon-Nikodym di p rispetto
a p e si indica talvolta con:
dp
f=3
I
Dimostrazione. Mostriamo innanzitutto 'unicita di p, A e f. Se v ¢ finita, allora da:

pr+A=v=p2+ X

segue:
>\1—/\2=p2—p1~

Il membro destro é assolutamente continuo rispetto a p, mentre il membro sinistro e singolare rispetto a . Ne segue che
AL = A2, p1 = p2.
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Supponiamo che v sia o-finita e
X =Up Xy, v (Xn) < oo,

doveX1§X2§~--. Se:
P+ M =v=p2+ Ag,

definiamo, per i = 1, 2:

Chiaramente, ciascuna misura v(") ¢ finita e:

P+ AT =0 = pi AT,
p™M <
A L
per i = 1,2. Quindi:
A=Y=
Per ogni £ C X misurabile si ha, per continuitd dal basso:
p1(E) = lim p{"(E) = lim p§"(E) = pa(E)

n—oo n—oo
M(E) = lim A"(E) = lim AYY(B) = A(B)

n—oo n—oo

e 'unicita della coppia (p, A) é dimostrata anche nel caso o-finito. Infine, se fi, fo soddisfano la (7.4), allora:

Zﬁ@ﬂ@wa

per ogni F C X misurabile. Poiché p(X,,) < oo, da cid segue f1(x) = fa(z) quasi ovunque [p] in X, ovvero fi(z) = fa(x)
quasi ovunque [p] in X = U, X,,.
Dimostriamo ora ’esistenza della decomposizione (7.3), iniziando dal caso in cui entrambe p, v siano positive e finite.
Poniamo:

¢ =< g: X — [0,00] misurabile| /gd,u < v(E) YE C X misurabile
B

Poiche 0 € ¢, la famiglia ¢ é non vuota. Inoltre, se g1, g2 € ¢ allora max {g1, g2} € ¥. Infatti, per ogni E C X misurabile
si ha:

/ max {g1, 92} dp = / g1dp + / gadp
E

En{g1(z)>g2(2)} En{g1(z)<g2(2)}
< U(E N {g1(2) = g2(2)}) + (BN {g1(x) < gala)})
=v(E).
Per induzione, si vede quindi che se g1, 92, ...,9, € ¢, allora:

max {g1,92,---,9n} €Y.
Sia ora:

sup/gdu:a
geY
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e sia (gn),cny C ¢ una successione tale che:

lim [ g,dp=a.

n—oo
X
Poiché max{g1,92,...,9n} € ¢, possiamo direttamente supporre che:
gn S gn+1
per ogni n € N. Sia:
f= lim g,.
n— oo

Allora f ¢ misurabile e, dal teorema della convergenza monotona:

X/fduza.

In particolare, poiché a < v(X) < oo, si ha f € L*(u). Inoltre f € ¢ in quanto, per ogni E C X misurabile:

[ ran=tim [ o, du<uie)
n—oo
E E
Di conseguenza, possiamo definire una misura A tramite:
NE) = v(E) - [ £
E

la quale, per costruzione, risulta essere positiva. Supponiamo che esistano un € > 0 e un F' C X misurabile tali che
w(F) > 0ed F & un insieme positivo per la misura A — ep e consideriamo la funzione:

h=f+exr.

Per ogni £ C X misurabile si ha:

V(EﬁF)zA(EﬂF)—!-/fduzeu(F)—I—/fdu

ENF ENF

per cui:

/(f+€XF)dM=/fdu+5u(EﬁF)
E

E

/fdu+/fdu+eu(EﬁF)

E\F ENF
<v(E\F)+v(ENF)
=v(E).

Quindi f +exp € 4. Ma, poiché a < co:

/(f+5XF)dM =a+eu(F) > a,
X

e cio contraddice la definizione di a. Dal Lemma 7.22 segue ora che:

Al p
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e, poiché la misura p definita da:
p(E) = / fdp
E
¢ chiaramente assolutamente continua rispetto a p e f € L'(u), otteniamo la (i) e la (ii) nel caso di v e p positive e finite.
Se ora p é o-finita, esistono degli insiemi misurabili disgiunti Xy, Xo,..., X,,... tali che:
X =Up Xy, w(Xn) < o0,
Se le misure 1™ e (™) sono definite come sopra, per quanto gia visto possiamo scrivere:
v = pm) 4 N
dove:

RONON
AM | )

Poiché 4™ < pe A" ¢ concentrata in X,,, si vede facilmente che:
p(") <L W,
A g
(n) . . ..
Se f(") = d’jﬁ, possiamo chiaramente suppore f positiva ovunque e tale che

fM(@) =0  V&eX\X,.
Definiamo:
WL
Poniamo:

p(E) = / fdp
E
per ogni £ C X misurabile. Per il teorema della convergenza monotona:
p(E) = 3" p"(E) <3 [p(B) + AW (B)] = S v™(EB) = u(B) < o,
da cui segue in particolare f € L'(u1). Se inoltre, A ¢ definita da:

AE) =Y AM(E),

si ha chiaramente A(f) =0 e

AMURER) = Y A (UpER) =Y 0> AW (Ep) =) 0> T AM(Ey) = Y MER)
n n k

n k k

per cui A & una misura. Inoltre ¢ singolare rispetto a p, in quanto ogni A" & concentrata su un insieme E,, tale che
w(Ey,) =0, per cui A é concentrata su U, E,, e u(U,FE,) =0. Cid dimostra il teorema nel caso in cui v ¢ finita e positiva,
e p é o-finita e positiva.

Se ora v é o-finita e positiva, senza perdita di generalitd possiamo supporre:

v(X,) < oo
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per ogni n = 1,2, .... Possiamo scrivere, come sopra:
»(n) — p(n) + A
dove:
'™ < p,

A L,
dp(") = f dp.

Se definiamo:

A=) A0
F=> 1"

p=fdu

otteniamo facilmente la (iii).
Avendo dimostrato il teorema per una misura positiva e o-finita v, otteniamo facilmente I’estensione a una v con segno

tramite la decomposizione di Jordan, oppure a una v complessa, applicando la decomposizione separatamente alla parte
reale e immaginaria di v. O
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8 Differenziabilita

In questo capitolo denotiamo con A la misura di Lebesgue su RY.

8.1 Differenziazione di misure
8.1.1 Motivazione

Proposizione 8.1. Sia p una misura di Borel complessa su R e sia

f(@) = p((=o00, 2)).

Le sequenti affermazioni sono equivalenti:
(i) f ¢é differenziabile in x e f'(x) = A.
(ii) Per ogni € > 0 esiste un § > 0 tale che:

se I & un intervallo aperto con x € I e A(I) < 6.

Dimostrazione. Notiamo che, a meno di sostituire p con p— A- g, dove Ay é la misura di Lebesgue ristretta a un intervallo
limitato Iy contenente x, possiamo supporre A = 0 in entrambe (i) e (ii).
Supponiamo che valga (i) con A = 0. Fissato £ > 0, esiste un § > 0 tale che:

£2) — F0)] < £l — ]
selr—y| <. Ses<z<t<s+d,allora:
0= 1G5+ )| <150 = 5@ + 10 = o+ 1| < ele— 4 ).

e quindi

n—oQ n—oQ

0((5,2))| = lim \u<[s+jl,t)>\ ~ 1im ‘f(t)—f(s+i)‘ <eli—sl.

Ne segue la (ii).
Viceversa, supponiamo che valga la (ii) con A = 0, fissiamo € > 0 e scegliamo § > 0 tale che |u(I)| < em(I) se
m(I) < 0. Se s <z <t<s+d, abbiamo definitivamente

1 1
s——<zx<t<s——+4§6,
n n

per cui:
((s= )| <ett=s+)
§— — e(t—s+ —).
H n’ n
Pertanto:

F(0) = ()] =[5, 1)) = Timm \m(s j,t))‘ <t —s)

n—oo

se s < x <t<s+0. Daltra parte, dalla (ii) segue che p({z}) = 0, per cui f é continua in z. Dalla precedente si ha
allora:

|f(z) = f(y)| <elz -yl

non appena |z —y| < 4, da cui segue la (i). O
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8.1.2 Definizioni

Definizione 8.2. Una collezione Q di aperti di RY si dice una famiglia sostanziale se:
(a) Esiste una costante 3 < oo tale che, per ogni E € (2, esiste una palla aperta B C R che soddisfa:

E C B, A(B) < 8- A(E).
(b) Per ogni z € RY e ogni § > 0 esiste un E € ) tale che:
reF, diamFE < 4.
Osservazione 8.3. Osserviamo che, se A\(B;) ¢ il volume della palla di raggio unitario in R, allora da (a) segue:
A(E) < A(B)(diamE)N < 8- A(E),
ovvero il volume di E tende a zero se e solo tende a zero il suo diametro.

Definizione 8.4. Sia i una misura di Borel complessa su RY e Q una famiglia sostanziale. Diciamo che p ¢ differenziabile
in z rispetto alla famiglia Q) se esiste un numero complesso (Dqu)(x) con la seguente proprieta: per ogni € > 0 esiste un
0 > 0 tale che

1(E)

NE) (Dou)(z)| < e

per ogni E € Q con diamFE < 6.

Proposizione 8.5. Sia Q una famiglia sostanziale in RN, sia A = Uf\il E; dove E; € Q. Allora esiste un sottoinsieme
{i1,i2,...,ir} C{1,2,..., M} tale che:
Ei M Ej = @

peri#j e:

L
AA) < -3V M B,
k=1

dove B ¢ la costante che entra nella definizione di §2.
Dimostrazione. Senza perdita di generalita, possiamo supporre:
diamFE; > diamFEs > --- > diamFE),.
Sia iy = 1, e sia 9 il piu piccolo intero maggiore di 1 tale che F;, N E;; = 0. Sia i3 il piu piccolo intero maggiore di io tale
che E;, N(E;, UE;,) = 0 e cosi via. Questa costruzione si ferma necessariamente in 1 < L < M passi. Per ogni 1 <k < L,

esiste una palla aperta By tale che:
E;, C By, ABr) < B+ AEy,).

Indichiamo con Vj la palla avente lo stesso centro di By, ma un diametro tre volte maggiore. Per costruzione:
L
AC | Ve
k=1

Infatti, ad ogni E; corrisponde almeno un iy < i tale che E;, N E; # () e, in tal caso, E; C Vi. Quindi:
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8.1.3 Punti di Lebesgue

Lemma 8.6. Supponiamo che p sia una misura reale. Definiamo

(Dop)(x) = 7.1

1
—0t

m sup{ii?% mEE, EEQ, )\(E)<T},

(Dop)(x) = lim inf{iégy reE, EeQ, ANF)< r}.

Valgono le sequenti proprieta:
(i) (Dou)(x) < (Dap)(x). _
(i) (Dau)(x) esiste se e soltanto se —oo < (Dgu)(z) = (Dap)(x) < oo.
(iii) Se p = 1 + w2, dove g e ps sono entrambe positive, allora:
(Dop)(@) < (Dapm)(@) + (Dapz)(z),
(Dap)(x) = (Dop)(x) + (Dope)(2),

a meno che i membri destri non siano della forma indeterminata oo — co. In particolare, se py e po sono differenziabili
in x, allora anche u lo é, e vale:

(Dap)(x) = (Dapa)(x) + (Dape)(x).
(iv) Dou e Dou sono funzioni boreliane.
Dimostrazione. La (i) e la (ii) sono ovvie. La (iii) ¢ ovvia se uno dei membri destri ¢ oo, per cui possiamo limitarci al
caso:
(Dap)(z) < oo,
(Dopz) () < oo.
Se (Dap)(z) < A1 e (Daus2)(z) < As, allora esiste un r > 0 tale che:
i (E)
A(E)

p2(E)
AE)

<Ay

< Ag

sex € E, Ee€QeAE)<r. Diconseguenza:

W(E) _ p(E) + po(E)
MNE) AE)

<A1+A2

per tali E' € Q, e cio mostra che vale la prima disuguaglianza in (iii). Per la seconda si procede in modo analogo. Infine,
nel caso in cui p1 e ps siano entrambe differenziabili in z, da (i) e (ii) segue che:

(Dapm)(x) + (Dopz)(z) < (Dop)(w) < (Dop)(@) < (Do) (@) + (Dapiz) (@),

il che completa la dimostrazione di (iii).
Per provare la (iv), notiamo che Dgqu ¢ il limite puntuale di:

H(E) 1
A =5 E, EcQ E — 0.
o) =sw { K e e B B0 AB) <
Si vede facilmente che ogni A,, ¢ boreliana. Infatti, se a € R, da A, (z) > « segue che:
wE)
NE) > o

per qualche F € Q con z € E e A\(E) < % Ma allora, per ogni y € E si ha:

An(y) > «a.
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Poiché E é aperto, abbiamo dimostrato che:

-1
A, ((a,00))
é aperto, ovvero A,, é semicontinua inferiormente, e quindi boreliana. O

Lemma 8.7. Sia p una misura reale positiva, A un insieme boreliano tale che u(A) = 0. Allora (Dqu)(x) = 0 per quasi
ogni x € A [A].

Dimostrazione. Consideriamo I’insieme:
E={ze A, (Dou)(z)>0}.

Se dimostriamo che A(E) = 0 abbiamo finito, in quanto, in tal caso, per ogni z ¢ F si ha:

0 < (Dop)(x) < (Dap)(x) = 0.
Poiché E = U, E,, dobbiamo dimostrare che A\(E,) = 0, dove:

— 1
E, = {x € A, (Dap)(z) > } .
n
Supponiamo per assurdo che sia A(E,,) > 0 per qualche n. Esiste allora un compatto K C E,, tale che A(K) > 0. Fissato
un ¢ > 0, esistono un numero finito di aperti in Q di diametro inferiore a ¢ ricoprenti K. Per il Lemma 8.5, esiste una
sottofamiglia finita disgiunta E, B, ... 7Eg4(5) tale che:

1

ME{UEU---UE} 5) > 5

A(K).

Inoltre, per costruzione, si ha E? C K, dove K5 = {x|d(x, K) < §}. Percio:

M($ M(s
pKs) > By UBS U~ UEY5) = > w(E)) > a Z AE?) = 25 ﬁA(K),
=1 =1
dove (9)
E
= >0
“= 13@?( M) A(E?)
Notando ora che:
K == ﬂ?sle;
si ha: X
= > .
wEK) = lim p(K1) 2 o7 AK)
Ma, poiché K C A e u(A) = 0, siamo arrivati all’assurdo:
0<MNK) <33 u(K)=0.
Poiche I’assurdo deriva dall’ipotesi A(E,,) > 0 per qualche n, per quanto visto sopra, segue la tesi. O

Lemma 8.8. Se yu L A, allora (Dop)(z) = 0 per quasi ogni x € RN [)].

Dimostrazione. E sufficiente dimostrare il Lemma per p reale. Inoltre, grazie alla decomposizione di Jordan, ¢ sufficiente
dimostrare il Lemma per p reale e positiva. Per definizione, esiste un A C RY tale che A\(A¢) = 0 e u(A) = 0. Per il
Lemma precedente, (Dqu)(z) = 0 quasi ovunque in A [A], ovvero per quasi ogni z € RV [)]. O
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Teorema 8.9. Sia p una misura di Borel complessa su RY . Allora:
(i) (Dap)(x) esiste per quasi ogni x € RY [\].
(ii) Dop € L'(RY)
(iii) Se pn = ps + pq € la decomposizione di Lebesgue di p, allora
_ dpa

(Dap)(a) = Ta) g0,

dove il membro destro é la derivata di Radon-Nikodym di pi,. In altri termini:

H(E) = pa(E) + / (Do) dA
E

per ogni E C RN boreliano.

Dimostrazione. Per i lemmi precedenti, non vi é perdita di generalita nel considerare u reale e assolutamente continua.
In tal caso, dal teorema di Radon-Nikodym, esiste una f € L!'(RY) reale tale che:

u(e) = [ rax

E

Vogliamo quindi dimostrare che si ha quasi ovunque:

(Dap)(z) = f(z).

Dato r € QQ, poniamo:

per ogni E C RY boreliano. Se E € , allora:

W(E) = E) < [ (Fl2) = A+ o(E) < o(B).
ENA

Poiche B
(Dao)(z) =0

per quasi ogni x € A [\], abbiamo dalla precedente:
(Dop)(x) <7
per quasi ogni x € A [A]. Questo significa che 'insieme:
B, = {f(z) <1 < Dap)(x)}
ha misura di Lebesgue nulla per ogni r € Q. Ma d’altra parte:
{/(@) < Dap)@)} = | Er.
reQ

da cui concludiamo: B
f(x) > (Dap)(z)

per quasi ogni x € RY [)].
Se si sostituisce p con —pu, e quindi f con — f, si ottiene:

(Dop)(x) = f(z)

per quasi ogni x € RY [)]. Cio dimostra la tesi. O
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Teorema 8.10. Sia f € L}, .(RY). Allora:
hm sup /|f x)| d\(y)| x € E, E €, diamE <6 ) =0 (8.1)
§—0

per quasi ogni x € RN,

Osservazione 8.11. Per semplificare la dimostrazione, adotteremo la seguente notazione: scriveremo

1
A(E)b/fdmfoc) (E = {z})

se per ogni € > 0 esiste un § > 0 tale che x € E, E € Q e diamF < ¢ implicano:

1
)\(E)E/fd)\—f(x) <e

La tesi del teorema (8.1), in questa notazione, equivale a:
/|f D dAy) 50 (B {a))
per quasi ogni x € RY [)].

Dimostrazione. Notiamo innanzitutto che, poiché I’enunciato é locale, non vi é perdita di generalitd nel supporre f €
LY(RY). Dal teorema precedente segue che se y ¢ la misura definita da:

=E/fdA,

f(@) = (Dap)(x),

per quasi ogni z € RY si ha:

ovvero:

1
A(E)E/fdm f@) (B o))

per quasi ogni x € RV. Sia ¢ > 0 e sia S C C un sottoinsieme numerabile denso. Per ogni r € S esiste un insieme N, di
misura di Lebesgue nulla tale che, se x ¢ N,.:

1
E)E/fr N [f@) —rl (B o).
Di conseguenza, se N = U, N,. e z ¢ N,., allora:
1
wE/u—ﬂ D [f@) = (B {2}

per ogni r € S. Quindi se x ¢ N, e |f(z) —r| <&, si ha:

/|f D N < 5757 [ 176) =1l A +

E
Poiché:
/ y)—r] d\(y) = |f(z) —r| <e,
E
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dalla precedente otteniamo:

1
6l_i>r(1)1+sup W/Lf(y) —f(@)|d\y) =0z € E, E€Q, diamE < 4§ p < 2¢
E
e, poiché € > 0 é arbitrario, ne segue la tesi. 0

Corollario 8.12. Se f € L} (RY), allora:

loc

. 1
}1_% W / fy)d\(y) = f(z) g-0. [\l

Br(m)
Osservazione 8.13. Se f = xg, dove E C R & misurabile, allora il Corollario 8.12 dice che:

lim AME N By(x))

r50 T ANB, (1)) =xe(@) oV

In particolare, per quasi ogni z € E si ha:

=1 (8.2)
Un punto « € E che soddisfi la (8.2) ¢ detto un punto di “densitd uno” per E. Similmente, per quasi ogni x ¢ E si ha:

i AEN Br(2)

lim, S Hwy = (8.3)

Chiaramente, se x € intE allora vale la (8.2), mentre se x € estE vale la (8.3). Tuttavia, possiamo facilmente trovare, ad
esempio, un insieme di misura non nulla e interno vuoto (un esempio ¢ fornito dal complementare in [0, 1] dell’insieme di
Cantor). Per un tale insieme, si vede che la (8.2) fornisce un’utile generalizzazione, dal punto di vista della teoria della
misura, dell’interno di un insieme.

8.2 Funzioni non decrescenti

Proposizione 8.14. Sia f: R — R una funzione non decrescente. Allora f é boreliana.
Dimostrazione. Sia a € R. Se f(z) < a per ogni z € R, allora:
f7H(=00,a)) = R.

Altrimenti poniamo:
t =inf {z|f(z) > a}.

Se t = —o0, allora f(xz) > a per ogni z € R, ovvero:
FH(=00,a)) = 0.

Altrimenti:
(—00,t) se f(t) > a,
(—o0,t] se f(t) <a.

FH(=00,a)) = {

In ogni caso, si vede che f~1((—o0,a)) ¢ boreliano per ogni a € R, e cio ¢ sufficiente a dimostrare che f ¢ boreliana. [

Teorema 8.15. Sia f: [a,b] = R una funzione non decrescente. Allora f é derivabile quasi ovungue, f' definisce quasi
ovunque una funzione misurabile positiva e:

/fmﬁgf@—f@. (8.4)

a
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Dimostrazione. Per la dimostrazione della derivabilita di f, si veda Kolmogorov A.N., “Elementi di teoria delle funzioni e
di analisi funzionale”, pagg. 319-325.
Poniamo:

fa) = {f(b) x>,

fla) z<a.

Assumendo la derivabilita di f, per la Proposizione 5.33, esiste una g misurabile tale che f/(t) = g(t) quasi ovunque in R.
Poiché la misura di Lebesgue ¢ completa, f’ definisce quasi ovunque una funzione Lebesgue misurabile e I'integrale (8.4)
é ben definito. Inoltre, é chiaro che, se f & derivabile in x:

Fl) — tim FE D) 1)

> 0.
h—0 h 0

Supponiamo che N C R sia tale che A(N) =0 e f ¢ derivabile in R\N. Definiamo

0 r €N,
fin (@) = {n [f(z+21)— f(z)] xeR\N.

/f( dt<hm1nf/h
n—oo

Il lemma di Fatou mostra che:

Ma:
/bhn(t) dtn/b{f(t+71l)f } f dt — aff(t)dt < O+ 1)~ fla) = F(0) ~ fla),
a a b a
da cui segue la (8.4). O

Esempio 8.16. La funzione di Cantor f: [0,1] — [0, 1] ¢ differenziabile quasi ovunque con f’(¢) = 0. Si ha:
1
/f’ Ydt =0<1= f(1)— f(0).
0

8.3 Funzioni a variazione limitata
Definizione 8.17. Una funzione f: [a,b] — R si dice a variazione limitata (sull’intervallo [a,b]) se

n

VPl =sup ) |f (k) — flak—1)| < o0, (8.5)

P k=1
dove il sup ¢é preso su tutte le partizioni P = {a = 2o < 21 < -+ < z, = b} dell’intervallo [a, b].
Osservazione 8.18. Sono funzioni a variazione limitata su un qualsiasi intervallo limitato [a, b]:
1. Le funzioni non decrescenti, per le quali V? [f] = f(b) — f(a).
2. Le funzioni Lipschitziane, per le quali V)’ [f] < L(b — a).
3. Le funzioni della forma x|, ), per le quali VP [f] =1se c€ (a,b), VP [f] = 0 altrimenti.

L’esempio seguente mostra che una funzione continua (e quindi uniformemente continua su ciascun intervallo [a, b]) non &
necessariamente a variazione limitata.
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Esempio 8.19. Consideriamo la funzione f: [0,1] — R definita da:

f(z) = {xcos(g;) 0<z<1,

0 x =0.

Consideriamo la successione di partizioni:

1 1 1 1
P(”):{O<<<-~-<<<1}.

2n  2n—1 3 2
Abbiamo:
1 1 1 1 1 1
V12 1) - 1|+ |5) - 1|+ - 1+ |50 - 100
1 1 1
1 1
=l+g+g+ o+
— 00
per n — oo.
Proposizione 8.20. La variazione totale gode delle sequenti proprietd'®:
(i) Omogeneita:
Volafl = VP [f]  («€R). (8.6)
(ii) Subadditivita:
Vo lf + 9l S VI I+ V2 o) (8.7)
(#ii) Concatenazione: :
Valfl=V2 U+ Wl (a<b<o). (8.8)
(iv) Monotonia:
VAN SVE (a<b<o). (8.9)

Dimostrazione. (i) Questa & una conseguenza ovvia della definizione.
(ii) Data una qualunque partizione {a = zo < x1 < --- < x,, = b} dell'intervallo [a, b], si ha:

}juwa+gmn—f@Fu—mm4»g}ju@n—ﬂw4n+§:mmn—m%4»
<V2If1+ Vgl

da cui segue la (8.7).

(iii) Se V2 [f] = oo oppure Vi€ [f] = oo, si vede facilmente che anche V,¢ [f] = oo, per cui la (8.8) ¢ valida. Supponiamo
pertanto che entrambi i membri destri della (8.8) siano finiti.

Chiaramente, nella definizione di V¢ [f], possiamo restringerci alle partizioni di [a,c] contenenti il punto b. Sia
{a =20 <x1 <--- < x, =c} una tale partizione e supponiamo z; = b. Allora:

n n

k
M oUf@) = fai)l =D @) = fl)l+ > @) = fle)| <V + Ve
=1

i=1 i=k+1

per cui:
Vel < V2 I+ Ve If]-

157 e funzioni f e g non hanno necessariamente variazione limitata.
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D’altra parte, fissato e > 0, poiché V. [f] < oo e V¢ [f] < oo, possiamo sempre trovare due partizioni {a = xg < 71 < -+ < 73, = b}
e {b=apy1 < Tpyo < - - < 2, = ¢} che verificano:

[F:) = flai)| > VELA - 5,

(i) = fzi)| > Vi [f] = g

M= 1 -

>
I
o

+
iy

Di conseguenza:
n
Va2 Y 1 @) = flaam)| > Ve [f1+ Vi [f] — ¢
i=1
e, poiché € > 0 é arbitrario:

Vi F1 = V2 1+ Vi If]

il che dimostra la (8.8).
(iv) Segue immediatamente dalla (iii), qualora si osservi che V¢ [f] > 0 per ogni f. O

Proposizione 8.21. Sia f: [a,b] — R una funzione a variazione limitata in [a,b] e sia v: [a,b] — R definita da:
v(z) =V [f]

Se x € (a,b] e f é continua a sinistra in x, allora anche v é continua a sinistra in x. Un’analoga affermazione vale se f
¢ continua a destra in x € [a,b). In particolare, se f é continua in x, allora anche v lo é.

Dimostrazione. Supponiamo che f sia continua a sinistra in « € (a,b]. Fissato ¢ > 0, scegliamo scegliamo un § > 0
tale che |f(z) — f(2')] < § se 2’ < 2 < 2’ +J. Scegliamo inoltre una partizione {a = ¢ <1 < - < Tp_1 < T, = x}
dell’intervallo [a, 2] tale che:

VI =D 1f (@) = flmi)] < g.
=1

A meno di raffinare la partizione, possiamo suppore z,,_1 < z < x,_1 + 6§, per cui:

n—1

VI = 1f () = flzim) <e

i=1

e, a maggior ragione:
v(x) —v(en-1) = VIS - Vit [f] <e

Poiché v é non decrescente, dalla precedente segue:
v(z) —v(z') <e
se x,_1 < 2’ < x, per cui v & continua a sinistra in x, come volevasi dimostrare. O

Teorema 8.22. Una funzione f: [a,b] — R ha variazione limitata in [a,b] se e solo se essa si puo scrivere come differenza
di due funzioni non decrescenti.

Dimostrazione. Se f = f1 — fo, dove f1 e fs sono entrambe non decrescenti, dall’Osservazione 8.18 e dalla proposizione
8.20 segue che f ha variazione limitata. Viceversa, se f ha variazione limitata in [a,b] e v(z) = V¥ [f], = € [a, b], scriviamo:

f=v—(v=1).

Poiché v é non decrescente, dobbiamo far vedere che v — f & non decrescente. Ma, se a < x < y < b:

(v =) = (= )z) =V =VI ] = (fly) - f(2))
> VI = 1f(y) = f(2)]

>0,
come volevasi dimostrare. O

Corollario 8.23. Una funzione a variazione limitata é differenziabile quasi ovunque.
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8.4 Funzioni assolutamente continue

Definizione 8.24. Una funzione f: [a,b] — R si dice assolutamente continua in [a, b] se, per ogni £ > 0 esiste un ¢ > 0
tale che, se {(ay, 5i), i =1,2,...,n} & una famiglia di intervalli aperti disgiunti contenuti in [a, b], soddisfacenti:

n

> (B —ai) <6,

i=1

allora: .

STIAB) = fla)| <e.

i=1

Osservazione 8.25. Si vede facilmente che:

(i) Assoluta continuita implica continuita.

(ii) Se f e g sono assolutamente continue, tale ¢ la loro combinazione lineare af + Sg.

(iii) Nella definizione si pud ugualmente prendere una famiglia numerabile di intervalli aperti in [a,b], la cui somma
delle lunghezze non ecceda 4.

Lemma 8.26. Se f: [a,b] — R ¢é assolutamente continua in [a,b], essa ha variazione limitata in [a, b].

Dimostrazione. Scegliamo ¢ = 1 nella definizione di assoluta continuita e fissiamo un § > 0 di conseguenza. Supponiamo:
c<d<cH+é.

Se:
c=59< 81 < < 8, =d,

dalla definizione di continuita assoluta segue:
n
D 1f(si) = fsim)l <,
j=1

per cui:
VAf] <e

C

Possiamo considerare 'intervallo [a, b] come unione di un numero finito intervalli di lunghezza inferiore a ¢. Iterando (8.8),

troviamo:
VIl =VE I+ V2 ]+ + Vi 1]

dove:
a:t0<t1<---<tm:b, ti —t;_1 <.

Di conseguenza:
V2 [f] < me < .

a

1l teorema ¢ dimostrato. O

Lemma 8.27. Sia f: [a,b] = R una funzione assolutamente continua e sia v: [a,b] — R definita da v(z) = V7 [f].
Allora v é assolutamente continua. Di consequenza, ogni funzione assolutamente continua su [a,b] é data dalla differenza
di due funzioni non decrescenti assolutamente continue su [a,b] (cioé v e v — f).

Dimostrazione. Fissiamo e > 0 e scegliamo 6 > 0 come nella definizione di assoluta continuita per f. Se {(a;, 3;), i =1,2,...

¢ una famiglia di intervalli aperti contenuti in [a, b] soddisfacenti:

n

Z(Bi — ;) <9,

=1

allora:
n n

D W) —vl) =Y VI If].

i=1 i=1
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Scegliamo delle partizioni:
{oi =i <1 < < Tim, = Bi}

tali che: .
; v .
Do Ifig) = faig-)l > VE -~
j=1
peri=1,2,...,n. Allora:
o> i) = flwigma)l > Zv@ J—e=> (v(B) —v(a)) —&.
i=1 j=1 i=1

Ma, d’altra parte, la famiglia di intervalli disgiunti {(x; j_1,%; )} € tale che:

n

ZZ%J Li,j— 1) Z(ﬁi—ai)<(5,

i=1 j=1 i=1
per cui:
n  m;
Z Z | f(wi5) — fmij-1)] <e.
i=1j=1

Ne segue che:

Xn: /81 —UO@)<2€,

=1

il che mostra che v & assolutamente continua su [a, b]. O

Teorema 8.28. Sia F': [a,b] — R una funzione non decrescente e continua a destra e sia Ap la misura di Lebesgue-Stieltjes
associata ad F. Allora A\p ¢ assolutamente continua rispetto alla misura di Lebesgque se e soltanto se F' ¢ assolutamente
continua.

Osservazione 8.29. Per definire la misura di Lebesgue-Stieltjes, estendiamo F a tutto 1’asse reale come di consueto:
F(z) = F(a) se x < a, F(z) = F(b) se x > b. Notiamo che A\r & una misura finita:

Dimostrazione. Supponiamo che Ag sia assolutamente continua rispetto a A. Per la Proposizione 7.20, fissato € > 0 esiste
un § > 0 tale che A(F) < ¢ implica Ap(E) < e. In particolare, se E = (a1,b1] U (a2, b2] U+ U (an, b,], allora:

n

Ar(E) = Z(F(bi) — F(a;)),

A(E) = (b — ay).

i=1

per cui si vede che la F' é assolutamente continua.

Viceversa, sia F' assolutamente continua e sia F un’insieme di misura di Lebesgue nulla. Fissiamo ¢ > 0 e scegliamo
un § > 0 come nella definizione di continuita assoluta. Poiché la misura di Lebesgue é regolare dall’esterno e A(E) = 0,
esiste un aperto U contenente E con A(U) < §. D’altra parte, U é un’unione numerabile di intervalli disgiunti (a;, b;), tali
che:

o0

Z(bl — CLi) < 4.

Ma allora si ha in particolare:
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per ogni N, da cui segue:

Ap(E) < Ap(U) =Y (F(bi) - F(a;)) < ¢
i=1
Poiché € > 0 é arbitrario, segue che:
Ar(E)=0
Il teorema & dimostrato. O

8.5 Teoremi del calcolo fondamentale
Teorema 8.30. Siano f € L}, (R),ac€R e

loc

F(z) = / £(¢) dt.

Allora F ¢ localmente assolutamente continua, differenziabile quasi ovunque e
F'@)=f) g0\

Osservazione 8.31. La locuzione “localmente assolutamente continua’ indica che F' & assolutamente continua in ogni
intervallo compatto [a,b]. Se supponiamo f € L!(R), la dimostrazione mostra che F' & assolutamente continua in R

(ovvero possiamo porre a = —00, b = 400 nella definizione di assoluta continuita).
Dimostrazione. Siano {(«;, 5;), i =1,2,...,n} degli intervalli aperti disgiunti. Allora:
n n
SIFG) - Fa)l <Y, [ 10l
i=1 =14 8,)

Per la Proposizione 7.20, quando la somma delle lunghezze 8; — a; tende a zero, il membro destro della precedente tende
anch’esso a zero, per cui F' & assolutamente continua.
Se x € R ¢ un punto di Lebesgue di f e h > 0, allora'®:

z+h z+h

—3| [ o -saya) <5 [ 150 - @l -0

x

F(z+h)— F(x)
L E@ )

per h — 07. Quindi, la derivata destra di F in z esiste e coincide con f(z). Analogamente si dimostra che la derivata
sinistra esiste e coincide con f(z), per cui F'(z) = f(x) in tutti i punti di Lebesgue, cioé quasi ovunque, come volevasi
dimostrare. 0

Teorema 8.32. Sia f: [a,b] = R una funzione assolutamente continua su [a,b]. Allora f ¢ differenziabile quasi ovunque,
la derivata f' € L'([a,b]) e:

f@) - @) = [ ro

16Notiamo che se f € LIIOC(RN) ha valori nella retta estesa, allora |f(x)| < oo quasi ovunque, per cui il conto che segue ¢ valido per quasi
ogni x € R.
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Dimostrazione. Senza perdita di generalitd, possiamo assumere f non decrescente. Poniamo f(z) = f(a) per z < a e
f(xz) = f(b) per z > b e consideriamo la misura di Lebesgue-Stieltjes Ay associata ad f. Per la Proposizione 7.20, Ay é
assolutamente continua. Per il Teorema di Radon-Nikodym si ha quindi:

x

f(z) - f(a) = As((a,2)) = / gt) dt,

a

dove g € L([a,b]). Per il Teorema 8.30 si ha quindi f/(x) = g(x) quasi ovunque [\]. O

8.6 Collegamento con le misure di Lebesgue-Stieltjes

Sia F': [a,b] — R una funzione non decrescente continua a destra. Estendiamo F' a tutto R ponendo F(z) = F(a) per
x < a, F(x) = F(b) per = > b.
Sia A\p la misura di Lebesgue-Stieltjes con funzione di distribuzione F' e sia:

o ={x e RAp({z}) # 0}.

Questo insieme & numerabile. Infatti & = U, <,, dove:

Ay = {x eRAp({z}) > 711}
e, poiché:
Ap(#n) < Ap([a,b]) = F(b) — F(a—) = F(b) — F(a) < o0

si ha che ogni .27, é finito.
Per il teorema di Radon-Nidodym, A si decompone in una parte assolutamente continua ed una parte singolare:

Ap = A 4+ N5

Possiamo ulteriormente decomporre la parte singolare in una componente “di salto” ed una componente “cantoriana”

b =X+ X,
dove:
Ao =\l
% = ApLa, b\ .
La componente assolutamente continua ha una derivata di Radon-Nikodym:

XS
dx

f=

Si puod dimostrare!” che F' = f quasi ovunque. Per definizione di A si ha, in generale:

Fly) - Flz) = / f(@)de + X ((z,9)

e, in accordo con il Teorema 7.20, si vede che F' é assolutamente continua se e soltanto se A% = 0.

17Se F & assolutamente continua, questo é il teorema fondamentale del calcolo.
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9 Funzioni convesse

9.1 Generalita
Definizione 9.1. Sia £ C R" un insieme convesso. Una funzione f: F — R si dice convessa se:

(1= N+ Ag) < (1= N () + M(y) (9.1)
per ogni x,y € Ee A€ (0,1).

Nel seguito, sottointenderemo sempre che il dominio di una funzione convessa sia convesso. Le funzioni convesse sono
continue. Piu precisamente vale il:

Teorema 9.2. Sia f: E C R™ — R una funzione convessa. Allora f é localmente lipschitziana. In particolare, f ¢
differenziabile quasi ovunque.

La seconda affermazione segue dal:
Teorema 9.3 (Rademacher). Sia Q@ C R™ un aperto e f: Q@ — R una funzione localmente lipschitziana. Allora [ é
differenziabile quasi ovungue e 0;f € L75.(Q).

Si possono caratterizzare le funzioni convesse tramite la nozione di sottodifferenziale:
Definizione 9.4. Sia Q C R™ un aperto e u: {2 — R una funzione. Dato z¢ € €, il sottodifferenziale di u in z( é I'insieme:

Af(xo) = {p € R"| u(x) — u(xg) > (p,z — xo) Vo € Q}. (9.2)
Da un punto di vista geometrico, p € df () se e soltanto se il grafico di f giace interamente al di sopra dell’'iperpiano:
y = u(zo) + (P, — o) .
Esempio 9.5. Sia u(z) = |z|. Abbiamo du(x) = {1} per z > 0, du(z) = {—1} per z < 0 e Ju(0) = [-1,1].
Esempio 9.6. Se f: E — R ¢ differenziabile in zg, il sottodifferenziale Qu(zo) consiste al pitu del gradiente V f(xg).
Effettivamente, se f & differenziabile in x(, abbiamo:
u(zo + ev) — u(zg) = € (Vu(zg), v) + r(e;v),

dove:
lim LE’ v)
e—0 I

=0

Quindi, se p € Ju(x), allora:
r(g;v)

4 (Vulwo),0) 2 (o)

da cui segue:
<V’U‘(m0)> ’U> > <p7 7]>
per ogni v € R™. Si vede facilmente che questa disuguaglianza puo essere soddisfatta soltanto da p = Vu(xg).
In ogni caso, la differenziabilita non implica necessariamente ’esistenza di un sottodifferenziale. Un esempio & fornito
dalla funzione u(z) = x3, che ha sottodifferenziale vuoto in = = 0.

Teorema 9.7. Sia E C R™ un aperto convesso. Allora f: E — R ¢ convessa se e soltanto se du(x) # () per ogni x € F.
Dimostrazione. Supponiamo che Ju(z) # () per ogni x € E. Siano dati zg,z1 € E e sia A € (0,1). Posto:
zx = (1= Nzo + Axq,

scegliamo p € Ju(xy). Allora:

f(o) = f(@x) + (P, w0 — a) = f2a) + AP, 0 — 71)
f(@1) = f@x) + (p, 21 —xa) = f(za) = (L= A) {p, w0 — 71),
quindi:
(L= f(@o) + Af(x1) = flax)-
Quindi f é convessa.
L’implicazione opposta € una conseguenza del Teorema di Hahn-Banach, che non dimostreremo. O
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Corollario 9.8. Sia E C R"™ un aperto convesso e sia f: E — R una funzione convessa. Se f ¢é differenziabile in x € E,
allora 0f (x) = {Vf(x)}.
9.2 Disuguaglianza di Jensen

Teorema 9.9. Sia (X, .#,pu) uno spazio di misura con u(X) = 1. Siano u: X — R una funzione integrabile tale che
a <u(x) <bperognizeX eyp: (a,b) = R una funzione convessa. Allora:

w(}[udu) Sx/woudu. (9.3)

Osservazione 9.10. I casi a = —00, b = 0o non sono esclusi. La funzione ¢ ow non é necessariamente integrabile. In tal
caso, l'integrale a membro destro della (9.3) esiste in senso esteso ed ¢ uguale a +oo.

Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che, poiché ¢ é continua, la funzione ¢ o uw é misurabile. Poniamo:
Yo = / udp
X

e notiamo che a < yo < b, per cui il membro sinistro della (9.3) & ben definito. Se p € dp(yo), allora:

o(y) = (yo) +py — yo)

per ogni y € (a,b). Quindi:
e(u(z)) = ¢(yo) — plu(z) — yo)

per ogni z € X. Da questa disuguaglianza segue che (¢ ou)~ ¢ integrabile'®, quindi il membro destro della (9.3) esiste in
senso improprio. Se ora (pou)* non ¢ integrabile, allora la (9.3) & banale. Se invece (¢ ou)™, e quindi pou, ¢ integrabile,
integrando la disuguaglianza precedente otteniamo la (9.3). O

Esempio 9.11 (Media aritmetica e media geometrica.). Se ¢(y) = e?, la disuguaglianza di Jensen da:

efxfdl‘ < /efd‘u
X

Sia X ={1,2,...,n} e u({i}) = L. La precedente diventa:

eyl +ey2+...+eyn
n

(eyleyz - eyn)% <

ovvero:
L _ o tag+-Fay

n

(a1a2 e an)

IN
—
©
~
=

per ogni n-upla di numeri positivi «;.
In generale, se u & una funzione integrabile, abbiamo:

elxmudn < /udu, (9.5)
X
dove (Inu)™ ¢ integrabile in modo simile a quanto visto sopra (In & una funzione concava). I membri sinistri e destri delle

(9.4) e (9.5) sono chiamati, rispettivamente, media geometrica e media aritmetica (della n-upla «; o della funzione u(z)).
Se, al posto di p({i}) = L, poniamo piu in generale u({i}) = p;, con 3, p; = 1, allora la 9.4 diventa:

P1 P2 3
artasy? ol <prog 4 paas + -+ prog,.

18Ge g ¢ integrabile e f > g, poiché:
f~ =max{—f,0} <max{—g,0} =g,
si ha che f~ ¢ integrabile.
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Esempio 9.12. Per questo esempio, &€ comodo generalizzare la disuguaglianza di Jensen ad uno spazio di misura finito:

1 1
oo [ 1w <~ oo
(X) 1(X)
X X
Siano p1,p2, ..., p, numeri positivi tali che:
i=1
La grandezza:

({pi}) sz

¢ detta “purezza” della distribuzione discreta {p;}. La disuguaglianza di Jensen, con X = {1,2,...,n}, pu la misura del
contare e p(y) = y?, mostra che:
R N LD W EE D WL
nz o\, b = Pi_g pz—g
i=1 i=1 =1
Cio fornisce le stime: )
—=d{ph) =1

La grandezza:

{pz Z pi Inp;

¢ chiamata “entropia” della distribuzione discreta {p;}. La disuguaglianza di Jensen, con X = {1,2,...,n}, u({i}) =p; e
¢(y) = —Iny, mostra che:

{pz =z _hl sz _hl C{pz})

D’altra parte se applichiamo la disuguaglianza di Jensen, con X = {1,2,...,n}, e p(y) = yIlny, otteniamo:

1 1 & 1 & 1 & 1
——Inn = (- Zpi)ln(ﬁ ;pi) < ;pi lnp; = ——5{pi}),

i=1

da cui le stima:
SH{pi}) < lnn.

Esempio 9.13. In termini probabilistici, la disuguaglianza di Jensen si pud esprimere nella forma:
P(E(X)) < E(p(X)).
Per una variabile casuale positiva X, cid fornisce delle stime per i momenti di X:

E(X)* <E(X%).
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10 Spazi L?

Definizione 10.1. Sia f: X — C una funzione misurabile e sia 1 < p < co. Diremo che f € LP(u) se:

[ 1817 du <.
X

Se f € LP(u), la norma di f ¢ definita da:
1

111, = /Iflp dup . (10.1)
X

(qualora ci6 risulti conveniente, porremo || f[|, = oo se |f|” non ¢ integrabile).

Vedremo che, se identifichiamo in LP le funzioni uguali quasi ovunque, questo diventa uno spazio vettoriale normato e
completo (uno spazio di Banach), con la norma definita da (10.1).

11 fatto che LP(u) sia uno spazio vettoriale segue facilmente dalla disuguglianza:

la+bf" < (Jaf +[8])" < 2P (Jal” + [b]"),
che a sua volta segue dalla convessita di x +— P per p > 1:

o] + [0]

1
P < P bp.
e < L+ )

(

10.1 Disuguaglianze di Holder e Minkowski

Teorema 10.2 (Disuguaglianza di Holder). Siano f,g: X — C funzioni misurabili, 1 < p,q < oo tali che %—i— % = 1.
Allora:
1 1
[irslau<s [1srany 3 o any (102)
X X X

1Fally < NI, gl -

In particolare, se f € LP(u) e g € L(u), allora fg € L*(u).

In altri termini:

Dimostrazione. Se uno dei membri destri della (10.2) ¢ infinito o zero, allora la tesi & ovvia.
Supponiamo dunque che ciascun integrale nella (10.2) risulti finito. Poicheé la disuguglianza é invariante per moltipli-
cazione di f o g per uno scalare reale positivo, non € restrittivo supporre che:

1£1l, = llglly = 1.

Dobbiamo dunque dimostrare che:

/Ifgl dp < 1.
X

Ma questa segue immediatamente dalla disuguaglianza'®:

1 1
ab < —af + =01
p q

valida per a,b > 0. Il teorema & dimostrato. O

19Per dimostrarla, notiamo che dalla concavita del logaritmo, segue:

1 1 1 1
In(—aP + -b?) > —Ina? + — Inb? = Inad.
p q p q
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Teorema 10.3 (Disuguaglianza di Minkowski). Siano f,g € LP(p). Allora:

1f+gll, < 171, + llgll,, - (10.3)

Dimostrazione. Di nuovo, possiamo escludere in partenza i casi banali || f +g||, = 0, || fll, =0, o [|g]l, = 0, in cui la tesi
é senz’altro vera. Abbiamo:

If+gP=|f+gllf +9[""
< (IfI+ gl If +glP7".

Per la disuguaglianza di Holder:

[iir=arans ] fisrany { [ireqo-e)’
X X

=I£1, (I +gll,)

e similmente:
1 2
/ 0l17 + 9" du < lgll, (1f +gll,)%.
X

Pertanto: i
I1f+all, < (£, + Nall,)(Lf +gll,)s

Poiche [|f + g[|, > 0, possiamo dividere per (||f + g||p)§ e ottenere la (10.3). O
Corollario 10.4. La funzione |-, : L?(n) — R definita da (10.1) é una norma.

Osservazione 10.5. Ricordiamo che i membri di L?(p) sono definiti come classi di equivalenza di funzioni p-sommabili,
dove due funzioni f e g sono equivalenti se f(z) = g(x) quasi ovunque.

10.2 Completezza degli spazi L?

Proposizione 10.6. Siano f, f, € LP(u). Supponiamo che:

(i) fn(z) = f(z) qo. (1]
(ii) Esiste g € LP(u) tale che |fn(x)] < g(x) g.0. [p].

Allora || f = fll, — 0.
Osservazione 10.7. Notiamo che, per p = 1, questo ¢ il teorema della convergenza dominata.
P

Dimostrazione. Poniamo ¢, (z) = |fn(x) — f(z)|". Per ipotesi:

on(z) =0 q.0. [u] .

Inoltre:
en(2) < (| fu(@)]+ |f(@))? <227 fu(@)]” + | f(@)[7) <207 (lg(@)” + | £(2)]")

quasi ovunque. La tesi segue ora dal teorema della convergenza dominata. O
Teorema 10.8. LP(u) é completo per 1 < p < oo.

Dimostrazione. Dobbiamo dimostrare che ogni serie totalmente convergente in L? (1) & convergente (si veda I’Appendice
di questa Sezione).
Sia f, € LP(u) una successione tale che:

[ee]
Z ”fn”p < 0.
n=1
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Definiamo: . -
Gu(z) = |fe(@),  G) = |fr(=)l.
k=1 k=1

La successione G,, € non negativa e non decrescente, e inoltre G,, — G puntualmente. Per il teorema della convergenza
monotona:

n—oo

/G(m)pd,uz lim | G,(z)Pdu.
X X

n [e%e]
IGa(@)ll, < D IFell, < D Ifell, = A < co.
k=1 k=1
Di conseguenza:
/G(w)pd,u < AP < 0,
X

ovvero G € LP(p). Quindi G(x) < oo quasi ovunque e la serie:

> fulx)
k=1

converge per quasi ogni € X. Di conseguenza, esiste una funzione f misurabile tale che:
o0
F@)=)_fila)  qo.ul.
k=1

Poiche

n

> fr(x)

k=1

<D | frl@)] = Gulz) < G(a),
k=1

si ha
|f(2)] < G(x)

quasi ovunque. Quindi f € LP(u) e, dalla proposizione precedente, concludiamo che:
n

S -t

k=1

1l teorema ¢ dimostrato. O

=0.

lim
n— o0

P

10.3 Spazio L>(u)

Definizione 10.9. Sia f: X — C misurabile. Definiamo:

[/l = inf {a € Rlp({|f(z)] > a}) = 0}.
(se I'insieme a destra ¢ vuoto, poniamo || f|| ., = 00).
Proposizione 10.10. |f(x)| < || f||,, quasi ovunque. In altre parole, || f||,, & un minimo.

Dimostrazione. Se ||f||,, = oo, allora |f(z)| < ||f]l., per ogni z € X. Se || f|,, < oo siano:

B, - {x If(@)] > 11 fll + 711}

E={z[f(@)] >[I fll}
Per definizione di || f| ., #(Ey,) = 0 per ogni n. Inoltre:

E= UnEny

per cui pu(E) =0, il che prova lasserto. O
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Teorema 10.11. Siano f, f,,,9: X — C funzioni misurabili.
()| f+ 9l < 1fll +l9lloe- In particolare, L™ (1) (con la solita identificazione delle funzioni uguali quasi ovunque),
¢ uno spazio vettoriale e ||-|| . wna norma.

(i6) 1 fally < If )l lgll,. Tn particolare, se f € L(u) e g € L' (1), allora fg € L' (1)
(iii) Se ||fn — flloo — O, esiste un insieme N misurabile di misura nulla tale che f, — f uniformemente in X\N.

(iv) L>°(un) é completo.
Dimostrazione. (i) Per ogni z € X, si ha:
[f(2) + g(@)] < [f(2)] + g(z)] -

Quindi, per quasi ogni z € X:

f@)+9@)] <[ flloo + 9/l -

da cui segue la (i).
(ii) Per quasi ogni « € X si ha:

[f(@)g(@)] < /]l l9(2)]-

Integrando, si ottiene la (ii).
(iii) Poniamo

En = {z|fn(z) = f(@)] > [Ifn = flloo}
N =U,E,.
Poiche p(E,) =0 per ogni n € N, si ha u(N) = 0. Per ogni z € X\N si ha:
[fu@) = f@)] <l fo = fll -

Ne segue la (iii).
(iv) Sia f, una successione di Cauchy. Consideriamo gli insiemi:

Enm = {z]|fa(@) = fm(@)| > [fa = fimlloc} -
Ogni E,, ,, ha misura nulla, per cui:
E=JEnm
ha misura nulla. A meno di ridefinire f,(z) = 0 per « € E, possiamo supporre che valga:

|[fn(z) = fm(2)] < || fr — fm”ooa

per ogni € X. Quindi, per ogni z € X, la successione di numeri complessi f,,(x) ¢ di Cauchy e converge a un limite
f(z). Ora:

[fn(@) = f(@)] <1ful®) = farn (@) + [farr(@) = f@)] <[ fn = forklloo + (@) — f(2)]

e, prendendo il limite £ — oc:

|fn(x)*f(z)| Shmsuprn*fn+kHoo (‘TGX\E)

k—o0

da cui:
I fn = fllo <limsup||fn — fotrlo -
k—oo

Ne segue che f € L>®(p), e:
Tim £~ fllo = 0.

1l teorema ¢ dimostrato. O
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Proposizione 10.12. Sia X uno spazio topologico, 1 una misura boreliana su X tale che u(E) > 0 se E C X ¢é un aperto
non vuoto. Se f: X — C ¢é una funzione continua, allora:

[fllee = sup [f].
reX
Osservazione 10.13. In particolare, ricadono nell’ipotesi tutte le misure regolari dall’esterno non banali, come la misura
di Lebesgue.

Dimostrazione. Chiaramente:
[flloe < sup [f].
reX

D’altra parte, se:

B = {a||f@) > | fl}

allora F ha misura nulla. Inoltre & aperto (poiché f & continua). Quindi F = () e:

1f@)] < £l

per ogni z € X, da cui:
sup | f| < |[fllo -
reX

104 CasoO0<p<1
Lemma 10.14. Se0<p <1 ea,f €C, allora:

o+ B < laf” + |87

e l'uguaglianza vale se e soltanto se « =0 o 5 = 0.

Dimostrazione. Se o = 0 oppure 8 = 0 la tesi é ovvia. Altrimenti, posto x = ’g , si ha:

oo+ 81" < (Jof + 18" = |af” (1 + 2)7,
lof” + (8" = |a” (1 + 2P).

La tesi equivale quindi a dimostrare che:
flz)=1+2P - (142’ >0

per ogni x > 0. Ma questo segue da:

Come nel caso p > 1, possiamo definire
%
91, = 9 [ 157 duy
X
Il lemma precedente mostra che se [|f[,, [lgl, < oo, allora ||f + g||,, < oo, per cui lo spazio:

() ={r: X = ¢/ ~ Il <}

¢ uno spazio vettoriale. Il funzionale f — | f ||p é chiaramente omogeneo e positivo, avendo identificato le classi di
equivalenza in LP(u). Tuttavia, esso non soddisfa la disuguaglianza triangolare:
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Teorema 10.15. Sia (X, 4, p) uno spazio di misura e sia 0 < p < 1. Supponiamo che esistano due insiemi E, F C X

tali che
ENF =0, 0 < u(E), u(F) < oo.

Allora:
Ixe +xrll, > lIxel, + lIxrl, -

Dimostrazione. Notiamo infatti che:
Ixell, = w(E)
1
Ixrll, = n(F)?7,
Ixe +xrll, = (W(E) + p(F))?,

per cui, dal lemma precedente:

(Ixell, + Ixell,)” = (u(E)? + u(F)z )P
< W(E) + p(F)
= (lIxe +xrl,)"

10.5 Confronto fra spazi L?

Teorema 10.16. Sia p una misura e siano 1 <r < s <t < oo. Allora:
(i) L*(n) C L7 (1) + L ().
(i) L™ () N L*(p) € L* ().
(iii) Se f € L*(pn) e A € (0,1) ¢ dato da = 2 + 152 allora:

LA < IFIX A

(iv) Se (X) < oo, allora
1AL < IFI (X)) 77

In particolare L™ (1) C Lt (p) se 1 <r <t < oo.

Osservazione 10.17. La (i) equivale a dire che se f € L*(u), allora esistono g € L"(u) e h € L*(u) tali che f = g+ h. Se

definiamo la funzione:
o) = Ifll, (1<p<oo)

la (ii) implica I = {p|p(p) < oo} € un intervallo. Se, per evitare banalitd, supponiamo f # 0 (nel senso di LP(u)), la (iii)
equivale a dire che la funzione In¢: [1,00] — (—00, 00|, ristretta a I, & una funzione convessa.

Dimostrazione. (i) Sia f € L*(u) e sia E = {z|f(x) < 1}. Poniamo:

g=xx\e/f
h=xgf.

Abbiamo chiaramente f = g+ h e

9" = xx\e lfI" < |fI7,
" = xx\e I < IF1°

Ne segue che g € L"(u) e h € L*(y), il che dimostra la tesi.

="
S
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Abbiamo:
90 = U= [ 171 e < 11T 1

X X
da cui segue la tesi. Se t < oo, notiamo che:

r t

ng, qzm

sono esponenti coniugati, per cui, per la disuguaglianza di Holder:

As (1=X\)s
- —

R A T B T gy T S A ) B (N Tl
X X X X

(iv) Se t = oo, allora:

15w < 1 )
X

da cui la tesi. Se t < 0o e:

allora p e f sono esponenti coniugati, per cui:

Jisran= 1 a1t [ an,
X X X X

da cui la tesi.

10.6 Spazi #

y una successione di numeri complessi. Per 1 < p < oo definiamo:

1
oo P
lall, = { > Ianlp}
n=1

llallo = sup |an|.
neN

Sia a = (an),,c

Poniamo inoltre:

(10.4)

(10.5)

Si vede facilmente che entrambe le (10.4) e (10.5) si possono interpretare come le norme LP e L rispetto alla misura del

contare su N, definita su qualsiasi sottoinsieme F C N da:

u(E) = Card(F) (E CN).

Infatti, se a = (an), oy € una successione di numeri positivi (eventualmente, nella semiretta estesa). Abbiamo:

/ad,u Z/adu Zan/du Zan

n= l{n} n=1 {n} n=1

lall, = / laf? du

Per cui:

(10.6)

Inoltre, poiché 'unico sottoinsieme di misura nulla di N ¢ I'insieme vuoto, il sup nella (10.5) coincide con il sup essenziale

della successione a.

Per 1 < p < o0, lo spazio #P ¢ definito dall’insieme delle successioni con norma p finita. Dai risultati astratti dimostrati

nelle sezioni precedenti, deduciamo immediatamente i seguenti teoremi.
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Teorema 10.18. Per 1 < p < oo, /P é uno spazio di Banach.
Teorema 10.19. La disuguaglianza di Hélder:

Zanbnlé{ZIanl”} {Z|bn|q} : (10.7)

n=1 n=1 n=1

Teorema 10.20 (Teorema della convergenza monotona in 7). Siano a®) = (a%k)) ,k=1,2,..., successioni in [0, 0]

neN
tali che:
Oﬁa%l) Sagl?) <. Sa;k) <...

e sia a = limy, a®). Allora:

i Gp = len;O i a;’”.

n=1 n=1
Corollario 10.21 (Teorema di Fubini in ¢7.). Siano a;j, i,j = 1,2,..., numeri positivi (eventualmente a;; = cc0). Allora:
(oo} (oo} o0 [ee]
DD wi = ) (10.8)
i=1 j=1 j=1i=1
Teorema 10.22 (Teorema della convergenza dominata in ¢'.). Siano a*) = (a&’“)) N k =1,2,..., successioni di
ne

numeri complessi, tali che:

lim a(¥) = a,
k—o0

per ogni n € N. Supponiamo che esista b = (by), oy € 0 tale che:

a”E’Lk) < [bnl
per ogni n € N. Allora a = (ay), oy € (' e:
) o0 o0
Z an = lim aglk).
k—o0
n=1 n=1

Concludiamo dimostrando un risultato specifico degli spazi ¢P.

Teorema 10.23. Siano 1 < s <t < oo. Allora ¢° C ¢t e
lally < llall,
per ogni Successione a.

Dimostrazione. Supponiamo prima ¢t = co. Chiaramente:

1
o0 s
jan| < {Zlakr} = Jall, -

k=1

Dunque
lallo < llall
e > C (. Se ora t < 0o, dal Teorema 10.16 e dal caso t = co abbiamo:

s

s 1—
lall, < llall$ llelle* < llall, -

Ne segue la tesi. O
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10.7 Appendice: serie totalmente convergenti

Definizione 10.24. Sia V' uno spazio vettoriale normato e (z,), . una successione in V. Diciamo che la serie

)
>
n=1

é totalmente convergente se & convergente la serie:
o0

[[nll -
1

n=

Teorema 10.25. Sia V uno spazio vettoriale normato. Allora V' & completo se e solo se ogni serie totalmente convergente
e convergente.

Dimostrazione. Supponiamo che V' sia completo e sia (z,,),y una successione tale che:

(oo}
Z |zn |l < oo
n=1
Fissato ¢ > 0, esiste un N tale che:
q
Y )l <e
n=p
se N < p < q. Di conseguenza:

q
E Tnl|l <€,
n=p

per cui la successione delle somme parziali di z,, € di Cauchy e, poiché V' ¢é completo, converge a un limite x.
Viceversa, supponiamo che ogni serie totalmente convergente in V sia convergente. Se x,, &€ una successione di Cauchy,
possiamo estrarre da x,, una sottosuccessione x,, tale che:

1

Hxnk - anlH < ok

Posto y1 = z,, €
yk}Jrl = xnk+1 - xnk7

abbiamo: .
xnk = Z yi'
i=1
Ma la serie:
o0
D v
i=1
é totalmente convergente, in quanto:
o0 o0
1
Solwill <Y 5 =1
i=1 i=1
Pertanto esiste:
o0
1=

Ma una successione di Cauchy con una sottosuccessione convergente converge allo stesso limite. Il teorema é dimostrato.
O
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11 Ulteriori proprieta degli spazi L?

11.1 Teoremi di densita (caso generale)

Teorema 11.1 (Teorema di Lusin.). Sia X wuno spazio di Hausdorff localmente compatto e p una misura boreliana su
X completa, regolare sui boreliani e finita sui compatti. Sia f una funzione misurabile complessa su X e sia A C X un
insieme misurabile tale che u(A) < oo, f(x) =0 se x ¢ A. Allora, per ogni € > 0, esiste una g € C.(X) tale che:

p{f (@) # g(x)}) <e. (11.1)

Inoltre, possiamo scegliere g in modo tale che:
sup |g(z)| < sup |f(z)]. (11.2)
zeX reX

Dimostrazione. Supponiamo innanzitutto 0 < f < 1 e A compatto. Consideriamo delle funzioni semplici s,, come nella
dimostrazione del Teorema 5.24. Posto t; = s1, t, = S, — Sn_1 per n > 2, si ha:

fx) =) talx)
n=1

per ogni x € X. Inoltre, ¢, = 27" x7, per qualche sottoinsieme T,, C A misurabile.
Poiché X ¢é localmente compatto, ogni z € A ha un intorno V, con chiusura compatta. Poiché A & compatto, un
numero finito di tali intorni, diciamo Vi, V5, ..., V,,, ricopre A e quindi:

ACWViuVu---uV, =V,

dove il membro destro ha chiusura compatta. Poiché u & regolare, per ogni n € N esistono K,, C T, C U, CV, con K,

compatto e U,, aperto, tali che:
w(U\K,) <27 "e.

Per il Lemma di Urysohn, esistono delle funzioni h, € C.(X) tali che 0 < h, < 1, h,(z) = 1 per ogni z € K,, e
supph,, C U,. Poniamo:

glx) = Z 27" hy ().

La serie converge uniformemente in X, per cui g é continua e, per costruzione, suppg C V. Inoltre, poiché 27"h,,(z) = t,(x)
per z ¢ U,\K,, abbiamo g(z) = f(z) per « ¢ U,(U,\K,). Questo insieme ha misura minore di €, per cui la (11.1) &
valida nel caso 0 < f <1 e A compatto.

Chiaramente, la (11.1) resta valida se A & compatto e f é una funzione complessa limitata. Inoltre, se u(A) < oo,
esiste un compatto K C A tale che u(A\K) < § ed una g € C.(X) tale che:

n({xx f(x) # g(x)}) <

N ™

Ne segue che:

n({f(x) # g(2)}) = n{xx f(z) # g(x), 2 € KU(X\A)}U{f(z) # g(z), = € A\K})
< p{xx f(@) # g(x), € KU (X\A)}) + n(A\K)
<E.

Se infine f é una funzione complessa, non necessariamente limitata, posto:
E, ={[f(@)| > n},
si ha N, E, = (. Inoltre F1 C A, per cui u(F1) < oo e quindi:

lim u(E,)=0.

n—oo
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Poiche f coincide con la funzione limitate (1 — x g, ) f su X\ E,, la (11.1) segue per una funzione complessa arbitraria.
Se ora

R = sup |f(x)] = oo,
zeX

la (11.2) é ovvia. Altrimenti, sia ¢: C — C la funzione continua definita da:

) z |z| <R,
Z) =
7 R |2 >R

Se g € C.(X) soddisfa (11.1), allora ¢ o g € C.(X) soddisfa (11.1) e (11.2). O
Teorema 11.2. Sia S la classe delle funzioni semplici complesse tali che:

p(fz: s(z) # 0}) < oo
Se 1 <p < oo, allora S & denso in LP ().

Dimostrazione. Chiaramente S C LP(u). Se f > 0e (s,), ¢y ¢ una successione di funzioni semplici come nel teorema 5.24,
allora s, € LP(u), (f — sn)? < fP e, dal teorema della convergenza dominata, concludiamo che:

nlggo If - 3n||p — 0.
Il caso generale con f complessa segue dal precedente. O

Teorema 11.3. Per 1 <p < oo, C.(X) é denso in LP(u).

Dimostrazione. Siano date s € S e ¢ > 0. Sia g € C.(X) tale che:

n{g(z) # s(x)}) <e
e lg| <|s] . Allora:
/Ig*SIP dp < / g —s|” dp
X {g(x)#s(x)}
< 2% ||s|5,
per cui:
1
lg = sll, <27 [|s]l -
Poiché S ¢é denso in LP(u), cid dimostra la tesi. O

11.1.1 Appendice: il Lemma di Urysohn

Teorema 11.4. Sia X uno spazio topologico di Hausdorff localmente compatto e siano K CV C X, con K compatto e
V aperto. Allora esiste una funzione f € C.(X) tale che 0 < f <1, f(x) =1 perxz € K e suppf CV.

Dimostrazione. La dimostrazione nel caso generale & data in Rudin W., “Real and Complex Analysis”, pag. 39. Diamo
qui una dimostrazione alternativa nel caso in cui X & uno spazio metrico, con distanza p.
Sia F C X un sottoinsieme non vuoto di X, sia pg: X — [0, 00) definita da

pe(z) = inf p(z, 2).

La funzione pg ¢é Lipschitziana. Infatti, dati x,y € X, z € F, si ha:

pe(r) < p(x,2) < p(z,y) + p(Y, 2),

da cui:
pe(r) < p(x,y) + pE(Y).
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Similmente si trova:
pe(y) < p(z,y) + pp(2),
da cui segue:
lpE(x) — PE(Y)] < p(T,Y).
O

Notiamo che se F' C X ¢ chiuso, allora = € F se e solo se pp(x) = 0. Sia U un aperto a chiusura U compatta, tale che:
KcUcUcV.
Poniamo:
_ px\v(T)
px\v () + pr ()
Se x € K, poiché X\U é chiuso, si ha px\py(x) > 0e f(z) = 1. Se x € U\K, allora pg(x) >0 e quindi 0 < f(z) < 1. Se

infine x € X\U, px(x) > 0e f(z) = 0. Poiché {x: f(x)# 0} C U, suppf C U, e poiché U & compatto, anche suppf é
compatto.

, (z € X).

11.2 Separabilita di LP(R")

Definizione 11.5. Uno spazio misurabile (X, .#) si dice separabile se esiste una famiglia numerabile £ C .# che genera

M.

Esempio 11.6. La o-algebra dei boreliani (R™) é separabile, in quanto é generata dalla famiglia numerabile della palle
B,.(x) con centro x € Q" e raggio r € Q. Piu in generale, se X é uno spazio metrico separabile, allora la o-algebra dei
boreliani #(X) ¢é separabile.

Teorema 11.7. Se (X, .#) ¢ uno spazio misurabile separabile e p: # — [0,00] & una misura su A, allora LP(u) é
separabile per ogni 1 < p < co.

Corollario 11.8. LP(R"™) ¢ separabile.
Dimostrazione. Infatti, in ogni classe [f] € LP(R™) esiste una funzione f € [f] boreliana. Quindi
LP(Rn) = LP()\”L|$(Rn)) = LP()\nlgg(Rn))
é separabile. O

Non dimostreremo il teorema generale (11.7). Daremo invece una dimostrazione indipendente per la separabilita di
LP(R™).

Teorema 11.9. LP(R") ¢ separabile.

Osservazione 11.10. Notiamo che, se & un aperto in R”, allora LP(2) é canonicamente isometrico a LP(R™). Di
conseguenza, il teorema vale con R™ sostituito da un aperto arbitrario €.

Dimostrazione. Sia

%Z{H(ak,bk), ak,bkEQ}.

k=1
Possiamo scrivere Z = {R1, Ra, ... }. Sia & lo spazio vettoriale sul campo Q il cui membro generico ¢ una funzione della
forma:
M
Z(tk + iSk)X R, »
k=1

con t;,s; € Q. Questo & un sottoinsieme numerabile di LP(R™).
Mostriamo che & ¢ denso in LP(R™). Se f € LP(R™) e € > 0, esiste g € C.(R"™) tale che:

If=gll, <e.
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Se suppg € R € Z, allora g & uniformemente continua in R. Fissato § > 0, possiamo suddividere R in tanti piccoli
rettangoli disgiunti Ay, Ao, ..., Ay tali che:

)
l9(2) —9(y)l < 3
se z,y € A;. Fissati x; € A;, per i = 1,2, ..., M esistono dei razionali t;, s; tali che:

)
|g(l’i) —t; — Z'SZ" < —.

2

Di conseguenza:

M

h = Z(fi + iSi)XA,i cé&

i=1
é tale che:

lg = hll <0
Pertanto: . L

lg = nll, < llg =Rl [RI* < d[R]?

e:

If = hll, <e+d|R[>.

Poiché ¢ e § sono arbitrari e R ¢ fissato, esiste una successione (h,), .y C & tale che:
lim || f = hall, = 0.
n—oo
Cio dimostra la tesi. O

11.2.1 Non separabilita di L™ (u)

Definizione 11.11. Sia (X, .#, 1) uno spazio di misura. Un atomo é un insieme A C X misurabile con pu(A) > 0 e tale
che se B C A e u(B) < u(A), allora u(B) = 0.

Teorema 11.12. L°°(u) non é separabile, a meno che X non sia un’unione di un numero finito di atomi.
Come sopra, considereremo soltanto i casi L= (RY) e £>°.

Lemma 11.13. Sia E uno spazio topologico e supponiamo che esista una famiglia {O;} tale che, per ognii € I, O; é un
aperto non vuoto di E, O; NO; =0 se i # j e I é non numerabile. Allora E non é separabile.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che S = {s1, s9, ... } sia un sottoinsieme numerabile e denso di E. Per ogni i € I,
esiste un s; € O,. Usando l’assioma della scelta, possiamo quindi costruire una funzione f: I — S tale che f(i) € O; per
ogni 7. Poiché gli O; sono disgiunti, la f & iniettiva. Di conseguenza I ha cardinalita minore o uguale a quella di S, che é
numerabile, e cido contraddice le ipotesi. O

Teorema 11.14. Sia (X, .#, 1) uno spazio di misura. Supponiamo che esista una famiglia non numerabile {E;, i € I}

di insiemi misurabili tali che:
w(EAE;) >0 (i # ).

1
<3

IxE. () = xB,(2)| = 1

per ogni x € E;AE;. Poiché¢ quest’ultimo ha misura non nulla:

Allora L>=(u) non ¢é separabile.

Dimostrazione. Poniamo

0 — {f e LW |1 - xe

Notiamo che:

=1
oo
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Di conseguenza, se f € O;, allora:

per cui f ¢ O;. Quindi gli O; sono una famiglia non numerabile di sottoinsiemi aperti e disgiunti di L>°(x). Per il lemma
precedente, quest’ultimo non ¢ numerabile. O

Corollario 11.15. Gli spazi L= (RYN) e (> non sono separabili.
Dimostrazione. Nel caso di L>=(R"), possiamo considerare la famiglia:
{B.(z), reR, z e RV}.

Nel caso di £*° poniamo I = Z(N), E; =i. O

11.3 Convoluzioni
Teorema 11.16. Siano g € L'(R") e f € LP(R"), dove 1 < p < co. Allora

[f()g(a — )| € L'(R™)

per quasi ogni x € R™. La convoluzione, definita quasi ovunque da:

)= / f@ale —y) dy

1+ gll, < £l gl -

Dimostrazione. Per p = 1, questo é il Teorema 6.23, mentre il caso p = oo € banale. Supponiamo quindi 1 < p < oo e sia
1 < ¢ < oo l'esponente coniugato di q.
Dalla disuguaglianza di Holder si ha:

soddisfa f xg € LP(R™) e

/|f ) lg(z — )] dmy /|gx— F@) 9z - ) dm(y)
< llgliz {117 * g (@)}

<0

per quasi ogni z € R™. Quindi (f % g)(x) esiste per quasi ogni z € R™. Per vedere che questa definisce una funzione
misurabile, possiamo limitarci a considerare il caso f,g > 0. In tal caso, possiamo scrivere:

n—oo

/ f)g(@ —y)dm(y) = lim | s, (y;2) dm(y),

dove s, (-;x) & una successione di funzioni semplici positive monotonamente convergenti a f(-)g(x — -). Poiché fxg &
definita quasi ovunque dal limite puntuale di funzioni misurabili, questa ¢ misurabile per la Proposizione 5.27 (la misura
di Lebesgue é completa). Inoltre:

P
[(f = g)@)” < llglly (If1”*1gD)(z)
per quasi ogni z € R™. Poiché il membro destro ¢ in L'(R"), si ha f x g € LP(R™) e, dal caso p = 1, abbiamo:

P
19l < llgll{ Nglly 1£115

da cui segue la tesi. O

118



Definizione 11.17. Sia f: R™ — C una funzione arbitraria e sia:

F = {V C R"aperto tale che f =0 q.0. in U},

v=J v

VeF
Definiamo il supporto di f come Suppf = U°.

Osservazione 11.18. Usiamo la lettera maiuscola per distinguere la definizione di supporto in teoria della misura dalla
definizione standard usata in topologia:

suppf = {z[f(x) # 0}.

Notiamo che, se fi = f2 quasi ovunque, allora Supp f; = Suppfs. Di conseguenza, possiamo parlare del supporto di una
f € LP(R™), intesa come classe di equivalenza.

Proposizione 11.19. f =0 q.0. in U. Inoltre, se f é continua:

Suppf = suppf.

Dimostrazione. Sia

R = {H(ak,bk), ak,bk 6@}

k=1
Per ogni V € .%, si ha:

V= [j Ry
k=1

per alcuni rettangoli R} € %, in ciascuno dei quali f = 0 quasi ovunque. Quindi:

v- U Ut

VeZ k=1

é un’unione di alcuni rettangoli in %, e poiché quest’ultimo é numerabile:

o0
U=J R,
k=1

dove Ry € Z. Per ogni k =1,2,..., esiste N, C Ry, tale che m(Ng) =0e f(z) =0 se x € R\ Nk. Di conseguenza, posto
N =y Ni, siham(N) =0e f(z) =0sexz € U\N, vale a dire f = 0 quasi ovunuqe in U.

Supponiamo ora che f sia continua e poniamo U = R™\Suppf. Se z € U e B,.(z) C U, poiché m(B,(z)) > 0, esiste
x' € B,(x) tale che f(z') = 0. Quindi, esiste una successione (zy,),, .y C U tale che x,, — x e f(z,,) = 0 per ogni n. Poicheé
f @ continua, f(x) = 0. Quindi:

U C {alf(x) = 0},
da cui:
Suppf 2 {x|f(z) # 0}
e, poiché Suppf é chiuso:
Suppf 2 {z|f(x) # 0} = supp .

D’altra parte, se V' = R™\supp/f, si ha f(z) = 0 per ogni « € V. Poiché V ¢ aperto, V € Z e quindi:
VCu,

da cui:
suppf 2 Supp/f.

1l teorema ¢ dimostrato. O
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Teorema 11.20. Siano f € LP(R") e g € L'(R"). Allora:

Supp(f * g) C Suppf + Suppg

Osservazione 11.21. Notiamo che se f e g hanno entrambe supporto compatto, allora

Suppf + Suppg = Supp [ + Suppy,
in quanto Suppf + Suppg é compatto.

Dimostrazione. Sia x tale che:

[ 1519t = plam(y) < .
R

Chiaramente:
(Fr9)@ = [ fWet-vame) = [ fwgle - y)dmiy)
R™ Supp fN(z—Suppg)
per cui, se (x — Suppg) N Suppf = 0, allora (f * g)(z) = 0. Ora,
x ¢ Suppf + Suppg

equivale a:
(z — Suppg) N Suppf = 0,
per cui:
(fxg)(x) =0
per quasi ogni x € R™\(Suppf + Suppg). Poiché RN\Suppf + Suppg ¢ aperto, si ha:
RM\Supp f + Suppg € R™\Supp(f * g)

ovvero:
Supp(f * g) C Suppf + Suppg.
O

Teorema 11.22. Siano g € L}, (R") e f € C*(R™) per qualche 0 < k < co. Allora f+g € CF(R") e D*(f*g) = (D*f)*g

loc
per ogni multiindice o = (1,0, ...,ap) con la] =a; +as+ -+ a, < k.

Osservazione 11.23. Qui C*(R") = C.(R™) N C*(R™), mentre L}

e (R™) € Tinsieme delle funzioni f complesse misurabili
tali che xx f € L*(R™) per ogni K C R" compatto.

Dimostrazione. Notiamo innanzitutto che f * g & ben definita, in quanto:
fla—-)g(-) € L'(R)
per ogni x € R™. Fissato x¢ € R, esistono un compatto K e un M > 0 tale che:

If(z—y)g(y)| < Mxx(y)g(y)

‘ of (- y)g(y)‘ < Mxx(y)g(y)

ox?
per ogni x tale che |z — zy| < 1. Dal Teorema 5.71 segue allora:

Jim (fg)(x) = (f * 9)(0),

il che dimostra il teorema per k& = 0.
Se k > 1, dal Teorema 5.73 segue che f x g é differenziabile in xg e:

WD (ng) = (2« g)ao)

Inoltre, poiché gffi € C.(R") si ha, dal caso k =0, f * g € C'(R™). Proseguendo in questo modo, dimostriamo il teorema

per induzione. O
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11.4 Regolarizzazione per convoluzioni. Densita di C°(R") in LP(R").

Definizione 11.24. Una successione di funzioni (pi: R™ — R), .\ si dice una successione di mollificatori se:
(1) pr € C=(R™)
(2) supppy € B1(0)
(4) f n Pk dm =1

(3) pr =0
Esempio 11.25. Data una qualsiasi funzione a p € C°(R™) tale che

1
k

/pdm =1, suppp C B1(0)
R’!L

otteniamo una successione di mollificatori ponendo:
pe(x) = k" p(kx).
Un esempio ¢ dato dalla funzione:

plx) =

ce”TRE |z <1 5
N R
0 lz| > 1 Jrn pdm

Teorema 11.26. Sia f € C(R™) e sia (pr),cy una successione di mollificatori. Allora py, x f € C°(R"™) e pr x f — f
uniformemente nei compatti di R™.

Dimostrazione. Notiamo innanzitutto che, poiché f € LL _(R™), pi * f & ben definita e di classe C°°(R").

Sia K C R™ un compatto e sia dato € > 0. Poiché f & uniformemente continua in ogni rettangolo R O K chiuso e
limitato, esiste un § > 0 tale che, per ogni x € K:

[f(z—y) = flz)| <e

per ogni y € Bs(0). Di conseguenza, se ¢ < d:

o * () — ()] < / o) |f (@ —y) — F(x)] dm(y) < c.

RTL
O
Teorema 11.27. Sia f € LP(R™), 1 <p < 00, e sia (pr),cn una successione di mollificatori. Allora
li — =0.
i flpg « f = [, =0
Dimostrazione. Supponiamo prima f € C.(R"). Posto:
K = B1(0) + suppf,
per il Teorema 11.20 si ha:
supp(px * f) € B1(0) +-suppf C K
Per il teorema precedente, pi * f — f uniformemente in K, per cui:
li — =0.
oy f = [,
Per il caso generale, fissato € > 0, esiste f1 € C.(R™) tale che:
Ifr = fll, <e.
Abbiamo:
ok f = fll, < llpw* (f = FOll, + ok * fr = full, + LA = £,
<20 = fll, + lox* 1 = full, -
< 3¢
per k sufficientemente grande. Poiché € > 0 ¢ arbitrario, ne segue la tesi. O
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Teorema 11.28. Sia Q CRY un aperto. Allora C>(2) é denso in LP(Q) per ogni 1 < p < 00.

Dimostrazione. Per il Teorema 11.3 & sufficiente dimostrare che C.(Q2) C C(€2). Data f € C.(£2), possiamo considerare
f come un elemento di C.(RY) ponendo:

flx)y=0 z¢Q.
Sia (pn),cn una successione di mollificatori. Poiché:

d(suppf,RV\Q) > 0,

si ha

suppf + B1(0) € ©

definitivamente. Di conseguenza:
supp(pn * f) € Q.
Dal Teorema 11.22 abbiamo quindi p, * f € C2°(Q) definitivamente e, dal Teorema 11.27:

i o s f ], = 0.

Teorema 11.29. Sia Q@ CRY aperto e sia uw € L},, (Q) tale che:

/u<pdm=0

Q
per ogni ¢ € C(Q). Allora w =0 g.0. in .

Dimostrazione. Sia K C Q un compatto e sia g € L>(R") tale che g(x) = 0 per ogni € RV\ K. Mostriamo che:

/ugdsz.

Q
Sia (pn), ey una successione di mollificatori e sia

Pn = Pn*g.
Ogni ¢, € LY(RY) N C>(RY), per i Teoremi 11.16 e 11.22. Poniamo:

K, = {:z: e RNd(z, K) < 1}.
n

Ogni K, ¢ un compatto, dato che la funzione d(-, K') ¢ una funzione continua. Inoltre, per n sufficientemente grande,
K,, C Q. Dal Teorema 11.20:

Supp@n - B% (O) + suppg - Kn - Q
definitivamente, per cui ¢, € C°(Q) definitivamente. Per il Teorema 11.27,
lim {l¢, —gll; =0,
n—oo
per cui, per il Teorema 5.77, a meno di sottosuccessioni:
lim o, (z) = g(x) q.0.
n—o0
Notando che K1 O Ky D -- -, esiste un m € N tale che:
K,CQ

per ogni n > m. Per tali n, poicheé ||, < ||g]l, si ha:

u(@)pn ()] < NI9lloo X1, (%) |u(2)]
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quasi ovunque in 2, dove il membro destro é una funzione L'(Q2). Dal teorema della convergenza dominata segue quindi:

n—oQ

0= lim [ wp,dm= /ug dm.
Q Q

Se ora scegliamo:

o(a) = {fi{fﬁ X u(z) #0

0 u(z) =0
abbiamo:
0= /gudm:/|u| dm.
Q K
Esiste d’altra parte una successione di compatti K1 C Ko C --- tali che:
UK, = F,
m(Q\F) = 0.
Percio:
/|u| dm=/|u| dm = lim /|u\ dm = 0.
n—oo
Q F Kn
Quindi v = 0 quasi ovunque in €2, come volevasi dimostrare. O

11.5 Duale di L?

Siano p una misura, 1 <p < oo e % + % =1. Data g € LY(u) e f € LP(u) poniamo:

(9,f) = /g*f dp.

X

La disuguaglianza di Holder mostra che g*f € L'(u) per ogni f € LP(u), per cui (g,-) & ben definito come funzionale
lineare su LP (), e inoltre:

(g, )1 < Nlgllg I, »

per cui (g, -) ¢ limitato.
Nel seguito, adotteremo la notazione ||¢||,, per la norma di un funzionale lineare ¢ € LP(y)".

Teorema 11.30. Se 1l <g< oo egé€ Li(u), allora

L) > g (g,-) € LP(n)/
e un’isometria. In altri termini:
<9, M, = llgll, -
Se p é o-finita il risultato vale anche per ¢ = co.

Dimostrazione. Supponiamo 1 < ¢ < co. Se Hqu = 0, allora ¢ = 0, da cui segue (g,-) = 0. Altrimenti, non ¢é restrittivo
supporre ||g||, = 1. Definiamo f tramite":

20Nel caso ¢ = 1, ovvero p = co, possiamo porre:
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Siha f € LP(u), || f]l,=1e:
(9, ) :/\gﬁﬂ du=/lg|q dp=1=|gll,,
X X

da cui segue la tesi per 1 < ¢ < oo.
Consideriamo ora il caso ¢ = oo, dove p é o-finita. Se ||g||., = 0, di nuovo, il risultato & ovvio. Altrimenti, fissato
€ > 0 e posto:

A=A{lg(@)] > llglloc — ¢},

per definizione di sup essenziale, u(A) > 0. Poiché p é o-finita, esiste un sottoinsieme B C A tale che:

0 < u(B) < 0.
Poniamo:
10 =S5 e
Abbiamo: 1
(9.0) = 55 B/ gl dp > gl — <.
da cui:

g M = llglloe =€

e, poiché € > 0 é arbitrario:
g, My = llgllsc -

Il teorema é dimostrato. O
Per mostrare che I'isometria g — (g, -) & suriettiva, avremo bisogno del seguente lemma.

Lemma 11.31. Sia (X, #, ) uno spazio di misura finito e sia 1 < p < co. Sia g una funzione misurabile su X tale che
gs € LY (i) per ogni funzione semplice s e:

My(g) = sup /gs dy| |s semplice, |||, =1 p < occ.
X

Allora g € L(p) e ||gl, = My(g).

Dimostrazione. Dalla disuguaglianza di Holder, si ha:

Mq(g) < lgll, -

per cui occorre dimostrare la disuguaglianza opposta.

Sia data f € L>(u) con [|f||, = 1. Un’applicazione del Teorema 5.24, mostra che esiste una successione di funzioni
semplici s,, tali che |s,| < |f| e s,, = f puntualmente. Poicheé |f| < ||f|., e il membro destro ¢ una funzione semplice, si
ha gf € L'(u). Per il teorema della convergenza dominata, si ha allora [snll, = I fIl, e

[otau] = |t [ gsudnl < tin s, Mylo) = 171, Myfo).

X X

Consideriamo separatamente i casip > 1e p= 1.
Nel caso p > 1, sia ¢,, una successione di funzioni semplici tali che ¢,, — ¢ puntualmente e |¢,| < |g| e poniamo:

on|?"" 9" (x)
£, = Toall " Tae)] g9(x) # 0,
0 g(z) =0.
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Abbiamo || f,[|, = 1 e, dal lemma di Fatou:
4 < Yim a
lglly < lim inf {|¢n 5

= liminf(/ | frbn| dp)?
n— oo
X

<timinf( [ |fug]d)”
n—oo
X

= lim inf( /fngdu )
n— oo
X
< My

il che dimostra la tesi per il caso g < co.
Per il caso p = 1, fissiamo € > 0 e poniamo:

A={z||g(z)] > Mx(g) +€}.

Se u(A) > 0, esiste B C A tale che 0 < u(B) < co. Se f = M%)XB%’ allora:

1
:ngmzzlmB)gﬁmduzzwxw>+s

il che contraddice quanto detto all’inizio della dimostrazione. Ne segue che p(A) = 0 e, di conseguenza:

I9lloe < Moo(g) +e

per ogni € > 0, da cui:
[9]loc < Moc(g)

e, poiché la disuguaglianza opposta é immediata, cid dimostra il Lemma. O

Teorema 11.32. Siano (X, . #, 1) uno spazio di misura o-finito, 1 < p < oo e ®: LP(u) — C un funzionale lineare
continuo. Allora esiste un’unica g € LI(p) tale che & = (g, ).

Dimostrazione. Supponiamo prima la misura g finita. Allora, se E € ., la funzione xg € LP(u) e possiamo definire:
v(E) = ®(xg) (Ee ).

Si verifica facilmente che la v cosi definita é una misura complessa. Infatti, se

E= D E;,
=1

¢ un’unione disgiunta di insiemi misurabili, si ha:

oo
XE = Z XEn»
n=1

dove il limite si puo intendere nel senso della norma L?, per il teorema della convergenza dominata. Poiché ® é continuo:

V(E)= (Y xp) =) ()= v(E).

n=1 n=1
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Quindi v & numerabilmente additiva e, poiché v() = ®(0) = 0, & una misura complessa. Inoltre, v & assolutamente
continua rispetto a p, in quanto se u(F) = 0, allora xg = 0 quasi ovunque, per cui xg € un rappresentante di 0 € L ()
e, di conseguenza:

Per il Teorema di Radon-Nikodym:

v(E) = /g*xEdu = (9, XE)
X
per qualche g € L' (x). Quindi:
®(xr) = (9, xE)
per ogni E misurabile, da cui, per linearita:
D(s) = (g, 9)
per ogni funzione semplice s.
Poiché:
(g, )| = [@(s)] < [[@]],, lIsll, »
dal Lemma 11.31 segue g € L%(u). Dunque, ® e (g, ) sono funzionali lineari continui che coincidono sulle funzioni semplici.
Poiché queste ultime sono dense in LP(u), si ha:

¢:<g7'>7

il che dimostra ’esistenza nel caso in cui p é finita.
Se ora p é o-finita, poniamo

X = G X,
n=1

dove X;NX; peri # j e u(X,) < 00, e indichiamo con p,, = u(-NX,,). Esiste un’inclusione isometrica canonica di LP(uy,)
in L?(u), data da:

LP(pn) 3 f = xx, f € LP(n).

Chiaramente CD\LP(#") ¢ ancora un funzionale lineare e continuo e, per il teorema nel caso finito, esiste g, € L(uy,) tale
che:

(D(f) = <gna f>
per ogni f € LP(u,). Poicheé
®lpau,) (xe) =0

se E € X\X,, si ha

<gn, XE> = 03
da cui g,(x) = 0 quasi ovunque in X\X,, e, a meno di ridefinire g,(x) in un insieme di misura nulla, g,(x) = 0 ovunque
in X\ X,.
Poniamo:

9(x) = gnl)

(poiche gli X,, sono disgiunti, per ogni x € X soltanto un membro della somma a destra ¢ diverso da zero). Notiamo che:

Z gn(l‘)

rappresenta il funzionale

(I)|Lq(m+uz+~-+uzv) ’

per cui & 25:1 gn € L1 4 o + -+ - + pn) €, poiche ogni g1, 92, ..., gn € nulla fuori da

XiUXoU-- UXy,
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si ha ZnN:1 gn € L9(p). Dal lemma di Fatou:

/\g\qdu<hmmf/2\gn —hmmf Zgn

X n= 1
Ma:
N q
J132 00 = [ ¥linursprssn]| < 101
X n=1
per cui:
[ sl au< e,
b'e
da cui g € L9(u). Infine, se f € LP(u), allora:
lim ZXXn =0,

N—o00

per cui

=ni1¢><xXH Z/gnfdu /fdu,

an

dove l'ultima uguaglianza segue da:

lgnf| < lgf| € L' (1),
gn(z)f(2) = g(2) f ().

Per concludere, dobbiamo dimostrare l'unicita di g. Supponiamo che g; e g9 siano funzioni in L(u) tali che:
[airan=ot)= [ giran
X X

per ogni f € LP(u). Allora:
/(91 —92)"fdp=0

X

per ogni f € LP(u). In particolare, cio é vero per ogni f semplice e dal Lemma segue:
g1 — 92||q =

OvVvero gi = go.

11.5.1 Caso p=

Si dimostra che linclusione L!(u) C L*(p) ¢ un’inclusione stretta, a meno che X non sia costituito da un numero finito

di atomi. Vediamo qui esplicitamente il caso L>°(R™).
Consideriamo il funzionale ®y: C.(R™) — R definito da:

Questo funzionale ¢ lineare e continuo rispetto alla norma p = co su C.(R™) e si puo estendere, per il teorema di Hahn-
Banach, a un funzionale lineare continuo ® definito su tutto L>°(R™). Mostriamo che, per questo funzionale, non esiste

g € L'(u) tale che:
o(f) = {9, f)
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per ogni f € L (u). Infatti, se esistesse una tale g, per ogni funzione continua a supporto compatto in R™\ {0} si avrebbe:

(9,f)=0
che, per il Teorema 11.29, implica g = 0 per quasi ogni € R™\ {0}. Di conseguenza g = 0 quasi ovunque e:
(f)=(9,f) =0

per ogni f € L*(p). In particolare, si avrebbe ®o(f) = 0 per ogni f € C.(R™), il che é chiaramente un assurdo.

11.5.2 Appendice: duale di uno spazio vettoriale normato
In quanto segue, indicheremo con F un generico spazio vettoriale normato sul campo complesso.

Definizione 11.33. Sia f: F — C un funzionale lineare. Poniamo:

£l = HSlﬂlgl Lf(@)]. (11.3)
Un funzionale f tale che || f|| < oo si dice limitato.
Osservazione 11.34. Notiamo che:
11 = sup LD
220 |zl
da cui segue in particolare:
|f (@) < (1] ]|l

per ogni x € E.
Proposizione 11.35. Il funzionale f & limitato se e solo se é continuo se e solo se é continuo in un punto.

Dimostrazione. Se f é limitato, allora:

[f(@) = f)l = [f (@ =)l = £z = vl

per cui f é Lipschitziano, quindi continuo e, naturalmente, continuo in ciascun punto. Supponiamo che f sia continuo in
xo € E. Esiste un ¢ > 0 tale che:

[f(x) = flzo)| <1

se
|z — zol] <.
Se [ly|| < é:
fW)l = 1f(y+z0) — flzo)| <1,
per cui, se ||z]] = 1:
1

Slf)l =102l <1, [f2)] <5,

ovvero f ¢ limitato, come volevasi dimostrare. O

Definizione 11.36. Il duale E’ di E ¢ lo spazio dei funzionali lineari limitati su E.
Teorema 11.37. Il duale E’, con la norma (11.3), é uno spazio di Banach.

Dimostrazione. Chiaramente E’ & uno spazio vettoriale complesso e si vede facilmente che la (11.3) definisce una norma.
Mostriamo che E’ é completo nella norma (11.3).
Sia (fn), ey C E' una successione di Cauchy:

Jim || fotp = full = 0

per ogni p > 0. Per ogni « € E, la successione f,(z) é di Cauchy e, poiché C é completo, converge a un limite f(z).
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11 funzionale f cosi definito ¢ chiaramente lineare. Inoltre, fissato € > 0, se ||z| = 1:

[(f = fu) (@) = £ (@) = frip(@)| + | frip(z) — ful(2)]
= (@) = fasp(@)] + [ fatp = full
<|f(@) = frgp(@) + 2

per n sufficientemente grande. Passando al limite per p — oo:

((f = fa)(@)| < e

e, poiché la stima non dipende da z:

If = fall <e.

Ne segue che f ¢ limitato e f,, — f, il che conclude la dimostrazione del teorema.
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Parte IV
Appendici

A Teoria della probabilita

In questa appendice discutiamo alcuni teoremi base di teoria della probabilita, che sono conseguenze pitt o meno immediate
della teoria della misura sviluppata in queste note. Introduciamo la seguente terminologia:

Definizione A.1l. Una terna (2, &, P), dove 2 ¢ un insieme, & una o-algebra e P una misura positiva é detta spazio di
probabilita se:
P(Q) =1.

I sottoinsiemi misurabili £ C € vengono chiamati eventi. Due eventi E;1, Fs si dicono incompatibili se By N Ey = ().
L’evento  é chiamato I’evento certo, mentre () & chiamato I’evento impossibile. Le funzioni misurabili X : Q@ — R (oppure

R, C) sono chiamate variabili casuali.

A.1 Funzioni di distribuzione

Esempio A.2. Sia X: Q — R una variabile casuale reale. Sia Px: R — [0,1] la misura di probabilita boreliana definita
da:
Px(E)=P(XY(E)) ECR.

Sia Fix: R — [0, 1] definita da:
Fx(z) = Px((—o0,z)). (A1)

La Fx ¢ detta funzione di distribuzione della variabile X. Se F'x & assolutamente continua, allora la funzione:
f X = F X
é detta densita di probabilita della variabile X.

Osservazione A.3. La Fx ¢ per definizione continua a sinistra e la misura di Stieltjes definita da F'x coincide con Px. Di
conseguenza possiamo scrivere la probabilita dell’evento {X € E'} come:

Px(B) = [ dFx(o)

La misura di Stieltjes é assolutamente continua se e solo se lo & Fix. In tal caso, per il teorema di Lebesgue-Radon-Nikodym,
possiamo scrivere dFx (z) = fx (z)dx, dove

fx(@)=Fx(x)  qo.[m].

La probabilita dell’evento {X € E} si scrive in tal caso:

PX(E)Z/fX(a:)dm.

E

A.2 Valori attesi

Definizione A.4. Sia X: Q — R una variabile casuale. Se X € L!(P), si definisce il valore atteso della variabile X:

mm:/xwmm@. (A.2)
Q
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Osservazione A.5. Se la variabile X ¢é positiva, indicheremo sempre con E(X) il membro destro della (A.2), a prescindere
che questo sia finito o meno.
Notiamo che se X ha un valore atteso finito (vale a dire, X € L'(P)), allora si ha:

1
P{[X|zn})=o(-)  (n—o0).
Di fatti:
nP{|X|>n}) = n / P < / X| dP
{IX|=n} {IX[zn}
e I'ultimo membro per n — oo se X € L(P).

Teorema A.6. Sia X: Q — R una variabile casuale e sia Fx la sua funzione di distribuzione. Se g: R — C é una
funzione boreliana allora g(X) € L*(P) se e solo g € L*(Px) e, in tal caso:

E(g(X)) = / o) dFx (). (A.3)

R

Dimostrazione. Se g = xg ¢ la funzione caratteristica di un insieme di Borel, la (A.3) segue dalla definizione della misura
di Stieltjes dFx. Quindi il teorema é vero per le funzioni caratteristiche e, per linearita, per le funzioni semplici. Se ora g
¢ una funzione positiva e (s, ) € una successione di funzioni semplici convergenti monotonamente a g, allora dal teorema
della convergenza monotona si ha:

B(g(X)) = [ 9(X(@)dPw) = lin_ [ 5,(X@)Pw) = lim [ s.@)dFx (@) = [ glx)dFx (o).
Q Q R R
Se ora g ¢ una funzione complessa arbitraria, per quanto visto, |g(X)| € L*(P) se e solo se |g| € L*(Px). In tal caso,

lavorando separatamente con la parte immaginaria e reale (positiva e negativa), otteniamo la tesi. O

A.3 Disuguaglianze

Teorema A.7 (Disuguaglianze di Chebychev). Sia g: R — [0, o0] una funzione boreliana pari.
(i) Se f(x) >b> 0 per |x| > a >0, allora:

P({1X| 2 a}) < 2L, (A4
Se f(x) & non decrescente e f(a) # 0, la tesi vale con b= f(a).
(ii) Se f(x) < M per ogni x € R e f(x) < b per |x| < a, allora:
P{|X|>a}) > w. (A.5)

Se f(x) & non decrescente e || X||, < oo, la tesi vale con b= f(a) e M = f(|| X])-

Dimostrazione. La (i) segue da:

E(f(X)) = / F(X)dP > / F(X)AP > bP({|X| > a}),
Q {|X]>a}
mentre la (ii) segue da:
E(f(X)) = / FXAP + / f(XOAP < K - P({|X| > a}) +b.
{IX|>a} {|X|<a}

I casi particolari indicati si verificano immediatamente. O
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Corollario A.8. Sia X: Q — R una variabile casuale reale. Allora:

o?(X
PUIX ~E(X)| 2 a}) < 5, (A6)
dove:

o2(X) = E((X — E(X))?) (A7)

¢ la varianza di X. Se inoltre | X (w)| < C per ogni w € Q, allora:

o%(X) —a?

PU{IX ~E(X)| 2 a)) > T 70 (A8
Dimostrazione. Segue immediatamente dal teorema precedente con X — X —E(X) e f(z) = 22. O

Teorema A.9 (Disuguaglianza di Paley-Zygmund). Sia X : Q — R una variabile casuale tale che E(X?) < 0o e E(X) > 0.
Se 0<60<1, allora:

E(X)?2
> (1—6)? . :
P{X >0E(X)}) > (1-19) E(X2) (A.9)
Dimostrazione. Dalla disuguaglianza di Cauchy-Schwartz, abbiamo:
E(X)(1 - 0) = / (X (w) — 0E(X))dP(w)
Q
< [ (- xR
{X>0E(X)}
< | PUX > 0E(X)}) / (X (@) — OE(X))?dP(w)

{X>0E(X)}

per cui:
E(X)*(1 - 0)? < P{X > 0E(X)}) / (X (w) — 0E(X))*dP(w).
{X>0E(X)}
D’altra parte:
(X (w) — 0E(X))*dP(w) < /(X(w) — 0E(X))*dP(w)
{X>0E(X)} Q

=E(X?) - 20E(X)? + 0°E(X)?

<E(X?) - 0*E(X)?

<E(X?).
Mettendo tutto insieme, si ottiene la O
A.4 Generalizzazioni a vettori casuali
Definizione A.10. Sia X = (X, Xo,...,Xy): Q2 — RY, dove le X}, sono variabili casuali reali. Sia Px la misura di

probabilita boreliana su RY definita da:
Px(B) = P(X"\(B).

La funzione di distribuzione di X ¢é la Fx: RY — [0, 1] definita da:

Fx(l'l,.%‘g,...,IN) = Px((—OO,J)l) X (—OO,.’ITQ) X oo X (—OO,J?N)).
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Osservazione A.11. Analogamente al caso unidimensionale, la misura di probabilitd Px coincide con la misura di Stieltjes

su RY definita dalla funzione continua a sinistra Fx. Inoltre, per ogni 1 < M < N, la funzione F>((M) : RM — [0, 1] definita
da:

F)((J\/[)(:vl,:@7 cooyxy) = Fx(xy,@e, ...,y 00, ..., +00)
definisce una funzione di distribuzione su R che coincide con la funzione di distribuzione di XM) = (X1, Xo, ..., Xn),

come si verifica immediatamente dalla definizione. Di conseguenza, la misura di Stieltjes associata a F)(( ) coincide con

la misura di probabilita Px ) introdotta qui sopra. In questo contesto, la F)((M) é detta una funzione di distribuzione
marginale.
In modo analogo al caso unidimensionale, se la Fx & differenziabile con continuita, si pud introdurre la densita di
probabilita:
ON Fx

= (X1, 22,...,TN).
8x18x2~-~8xN( ’ ’ ’ )

fx(z1,22,...,2N)

Quest’ultima é positiva, come si verificare integrando fx in un quadrato di lato € > 0 arbitrario e notando che Fx
soddisfa

Z (_1)2’“ W Fx(r1 — a1€1,To — Qo€+ Ty — aNaN) >0
{ar=0,1}

per ogni €1,€2,...,enx > 0.
Come nel caso unidimensionale, i valori attesi di una variabile casuale della forma g(X) € L!(P) si possono scrivere:

Blo(X)) = [ g dPx(x)
RN
e, nel caso in cui la Fx sia differenziabile con continuita:
B(9(X)) = [ 90 fx(x)d"x.
RN
A.5 Indipendenza

Definizione A.12. Sia ${ = {A;} una collezione di eventi (finita o numerabile). Allora il si dice una decomposizione di
Nse AiNAj=0peri#jelUA =0

Definizione A.13. Siano 4*) k =1,2,... N, delle decomposizioni di . Le decomposizioni si dicono indipendenti se
vale la condizione: W - o W ) )

P(A; " NA N A ) = P(A; ) P(A) - P(A;) (A.10)
dove Agf) e U*) per k = 1,2,...,N. In particolare, se A e B sono due eventi, questi si dicono indipendenti se le

decomposizioni 2 = {4, Q\A} e B = {B,Q\B} sono indipendenti, il che ammonta a richiedere:

P(AN B) = P(A)P(B). (A.11)
Definizione A.14. Siano X;, i =1,2,..., N delle variabili casuali reali. Queste si dicono indipendenti se:
P({X1 € By, X3 € By, ..., Xy € En}) = P({X1 € E1})P({X3 € Ep}) - P{Xn € En}) (A.12)

dove E; sono sottoinsiemi boreliani della retta reale.

Osservazione A.15. Piu in generale, se u:  — ' ¢ una funzione arbitraria, possiamo definire una o-algebra su €
dichiarando misurabili gli insiemi A’ C Q' per i quali A = u~1(A’) & misurabile. Per questi insiemi, possiamo definire una
probabilita tramite P'(A’) = P(A), e si vede facilmente che P’ ¢ una misura di probabilita su . In questo modo, la
definizione di indipendenza di variabili casuali (A.12) pud essere estesa a funzioni arbitrarie.

133



Osservazione A.16. 11 concetto di indipendenza di N decomposizioni $*) si pud formulare in termini di indipendenza di
variabili casuali. Infatti, sia:

) = {A§§>, 1< iy < rk}.
Definiamo le variabili casuali:
Tk
X = Zik-XAik (k=1,2,...,N)

ip=1

Abbiamo:

N N
P({X1 € B1, X2 € Bs,....Xn € Ex}) =P([) U 4Y) = 3 P[] AP).
k=11ir€E} {in€E, k=1,2,...,.N} k=1

Se le decomposizioni 4*) sono indipendenti, allora il membro destro é:

N
3 P(() Ay) = > P(AMYPAD) - P(AN)

{ixn€By, k=1,2,....N} k=1 {ix€E), k=1,2,....N}
1 2 N
= Y P | Y PaR) [ 3 Pl
i1€E, i2€FE> iNEEN

=P({X1 € E1})P({X3 € Ez})--- P({XN € En}),
ovvero le variabili casuali X sono indipendenti. Viceversa, se le X sono indipendenti, allora il membro sinistro é:

S P®)

P({X1 € E1, Xy € Esy,..., Xy € Ex}) = P({X; € E\})P({Xs € Ey})---P({Xy € Ex}) = [ S P

i1€F

per cui, scegliendo E}, = {ix}, si vede che le decomposizioni U*) sono indipendenti.

Proposizione A.17. (i) Siano X1, Xo, ..., Xn delle variabili casuali indipendenti. Allora, per ogni 1 < M < N, le
variabili X1, Xo, ..., Xy sono indipendenti.

(ii) Siano D Y@ U delle decomposizioni indipendenti. Allora, per ogni 1 < M < N, le decomposizioni
D 9@ UM sono indipendenti.

Dimostrazione. La (ii) segue immediatamente dalla (i) per l'osservazione precedente. Abbiamo:
P{X1€E1,Xo€FEy,...,. Xy e€Ey})=P{X1€E1,Xo€E0,....,. X € En, X411 €Q,..., Xy €Q})
— P({X, € E\)P({Xs € Ba}) -+ P({Xu1 € By )P({Xars1 € Q) -+ P({Xy € 0})
= P({Xy1 € E1})P({X2 € Ep})--- P({Xn € En}),
dato che P({ X}, € Q}) = 1. Il teorema ¢ dimostrato. O

Proposizione A.18. Siano X1, Xs,..., Xy delle variabili casuali indipendenti e sia Fx la funzione di distribuzione del
vettore casuale X = (X1, Xo,..., Xn). Allora:

Fx(z1,29,...,2n) = Fx,(21)Fx,(22) -+ Fxy(2N),
dove le Fx, sono le funzioni di distribuzione delle singole X;.
Dimostrazione. Per definizione?!:
Fx(x) = P{X € (-00,x)})
= P({X1 € (—00,21)}) P({X2 € (-00,22)}) - - P({Xn € (=00, 2n)})
= Fx, (x1)Fx,(z2) - Fx(xN).

21Con la notazione (a, b) indichiamo I'intervallo:

(a,b) = (al,bl) X (az,bz) X e X (an,bn).
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Proposizione A.19. Siano X;, i = 1,..., N, delle variabili casuali indipendenti (reali o complesse) e f;, i =1,...,N
funzioni boreliane (a valori reali o complessi).

(i) Le variabili casuali f;(X;), i=1,...,N sono indipendenti.

(ii) Se f;(X;) € LY(P), allora Y1Ys---Yx € LY(P) e:

EMW1Ys -+ Yy) = E(Y1)E(Y2) - - E(Yn).

(iii) Se S = ZZV:I X;, allora:

N
a*(8) =Y o*(X))
i=1
Dimostrazione. (i) Se F;, i =1,2,..., N sono insiemi di Borel, allora:

P{Y1 € E1,Yo € Bs,.... Yy € Ex}) = P({X1 € f{ (E1), X2 € f3 ' (E2),..., XN € fy' (EN)})

P({X; e f71(E)}

—.

<
Il
-

o

©
I
—

P({Y; € Ei}),

come volevasi dimostrare.
(ii) Segue facilmente per induzione dal teorema (4.4).
(iii) Abbiamo:

N
o*(8) = E((Z Xi —E(X:)?)

=) E((X; - E(X))(X; — E(X;)))

A.6 Tipi di convergenza

Definizione A.20. Sia (X,,), oy una successione di variabili casuali. Diciamo che la successione (X,,),, oy converge quasi

certamente alla variabile casuale X se:
lim X, (w) = X(w) q.o0.[P]. (A.13)

n—oo
Diciamo invece che (X,,), .y converge in probabilita ad X se:
lim P({|X, — X|>¢e}=0 Ve > 0. (A.14)
n—oo
Proposizione A.21. La successione (X, ),y converge in probabilita ad X se e soltanto se per ogni ¢ > 0 esiste un

N € N tale che:
P{|X,—-X|>¢})<e (A.15)

per ogni n > N,.
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Dimostrazione. Se vale la (A.14), allora la (A.15) & chiaramente soddisfatta. Viceversa, supponiamo che valga la (A.15).
Fissati € > § > 0 esiste un Ny tale che:
P{|X,—X|>d}<¢

per n > Ns. Di conseguenza:
P({|X, — X| > e}) < P({|X, — X| > 6}) <&

per ogni n > Nj, da cui:

limsup P({|X,, — X| > e}) < 6.

n— oo

Poiché § > 0 é arbitrario, ne segue la tesi. O

Teorema A.22. Sia (X,), .y una successione di variabili casuali, convergente in probabilita ad una variabile casuale X.
Allora, per ognie >0 ep € N:
ILm PH{|X, — Xntp| >€})=0. (A.16)
n oo

Viceversa, se vale la (A.16), allora (X,), oy converge in probabilita ad una variabile casuale X.

Dimostrazione. Supponiamo che X,, — X in misura. Fissato ¢ > 0, esiste un n € N tale che:

P({|Xats = X|> 5 1) < 5,

per p=0,1,2,.... Poiché:

3 g
{|Xn_Xn+p| >€}g {|Xn_X| > §}U{|Xn+p_X‘ > 5}’

si ha:
P({[Xy — Xpip| > €}) <e.

Ma questa ¢ chiaramente equivalente alla (A.16), in quanto per ogni 0 < &’ < ¢ si ha:
P({|Xn = Xnap| > €}) < P({| X5 — Xpip| > €'}),

da cui:
limsup P({|X,, — Xpyp| > e}) <€,

n—oo

che implica la (A.16) (I'implicazione opposta & ovvia).
Viceversa, supponiamo che valga la (A.16). Per ogni k € N scegliamo una X,,, tale che ngy1 > ny e se:

By = {’Xnk - Xﬂk+1| > 2_k}7

allora P(Ey) < 27F.
Poniamo F; = UpZ By e F' =32, F;. Abbiamo:

IN

P(F) <y 27k =2707D,
k=j

P(F) = 0.

Se w ¢ F, allora w ¢ F; per qualche j. Se I > m > j, allora:

-1 -1
| X (@) = X (@)] € D) [ Xy (@) = X ()| < Y- 27F <270,
k=m

k=m

Quindi la successione X, (w) é di Cauchy, ovvero X,,, & puntualmente di Cauchy su Q\F e converge puntualmente a una
X su Q\F (possiamo porre X (w) =0 per w € F).
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A questo punto notiamo che, fissato € > 0:
€ €
{1 = Xl > e} € {1X = X | > S} U {1 X0 — X | > £},
€ €
P{IX = Xa| > e}) < P{IX = Xo | > 2 ) + P{1X0 = Xl > 2 ).

Per ipotesi su (X,,) e poiché X, — X puntualmente quasi ovunque, entrambi i membri destri si possono rendere

neN»
arbitrariamente piccoli per n e k sufficientemente grandi. Il teorema é dimostrato. O
Teorema A.23. Siano X, X1, Xo,... variabili casuali reali.

(i) Se (Xy),cn converge quasi certamente ad X, allora (X,), oy converge in probabilita ad X.

(ii) Se 1 <p, (Xn),en C LP(P) € | Xn — X||, = 0, allora (X,),,cy converge in probabilita ad X.

(iii) Se (Xy),cn converge ad X in probabilita, allora esiste una sottosuccessione (X, ),cy convergente quasi certamente
ad X.

Dimostrazione. (i) Poniamo

m 1
E’r(l7p) = {w| |Xn+p(w) — X(CU)| > m} 5

[o olENNe Sl o]

e=UNUEY
m=1n=1 p=0

Se la successione di numeri reali X, (w) converge ad X (w), allora per ogni m € N esiste un n € N tale che:

1

[Xatplw) = X()| < =

per ogni p =0,1,.... Dunque, per ogni m € N,
(o) oo
wg (VU B,
n=1p=0

ovvero w ¢ E. D’altra parte, se X, (w) non converge ad X, esiste un m € N tale che per ogni n € N:

Xnipl) = X()| 2

per qualche p > 0. Dunque, esiste un m € N tale che:
(oo} oo
we (N UED
n=1p=0
e quindi w € E. Poiché X,, converge quasi ovunque ad X, si ha:
P(E)=0

e quindi:

P U e -

n=1p=0

per ogni m € N.
Sia dato ora € > 0. Se % < ¢ allora:

PG&th%DSH{&—XQ;J)
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Ora, notando che EST;) 2 ET(LT)LP per ogni n, abbiamo:

o= )

n=1p=0

k oo
= lim P(() JE")

k—o0
n=1p=0

= lim P(|JE)
p=0

k—o0

Y

lim P(E)
dm P(Eyo)
1
= lim P({|Xr — X| > —7).
o, <{| ¢ —n}>
Dunque:
1
limsup P({| Xy — X| > ¢e}) < lim P({|X;C - X|> }) =0,
k—o0 k—o0 n

il che dimostra la tesi.
(i) Per il Teorema 10.16, abbiamo X € L'(P) per ogni k e:

lim [ Xy — X[, =0.
k—oc0

Ora:
1 X, —X
P({|Xk—X|>E}): / dPSg / |Xk—X|dP§w
| X —X|>e | X—X|>e

Passando al limite per k — oo si ottiene la tesi.
(iii) La costruzione della sottosuccessione (X, ) ¢ data nella dimostrazione del Teorema A.22. O

Teorema A.24 (Criteri di convergenza). Sia (Xy), oy una successione di variabili casuali e sia f: R — R una funzione
non negativa, pari e strettamente crescente per x > 0.

(i) Se:
nh—>Holo E(f(Xn — Xpn4p)) =0

per ogni p > 0, allora (X,,), cy converge in probabilita ad una variabile casuale X.
(ii) Se:
lim E(f(X, —X))=0

n—oo
allora (X,), cy converge in probabilita ad X .
(iii) Se f ¢ continua in x =0, f(0) =0, ed é limitata, allora le (i) e (i) sono condizioni necessarie e sufficienti alla
convergenza in probabilita.
(iv) Se f & continua in x =0, f(0) =0 e (X,),cy € uniformemente limitata, allora (i) e (i) sono condizioni necessarie
e sufficienti alla convergenza in probabilita.

Dimostrazione. Per la prima disuguaglianza di Chebychev, equazione (A.4), per ogni € > 0 si ha:

E(f(Xn+p — Xn))
f(e)
f(e)

P({|Xnip — Xul 2 €}) <

P({[Xn = X[>¢e}) <

da cui seguono immediatamente le (i) e (ii).
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Se ora f ¢ continua in 2 = 0 con f(0) = 0, e se f ¢ limitata, oppure (X,), oy ¢ uniformemente limitata, per la seconda
disuguaglianza di Chebychev, equazione (A.5), per ogni € > 0 si ha:

E(f(Xnip — Xn)) — f(e)
M 9
P({|X0 - X| > ¢}) > B (X0 _J\jf()) — 1)

P({[Xnip = X 2 e}) >

Supponendo che i membri a sinistra tendano a zero nel limite n — oo, si ha:

hmsupE(f(Xn-‘rp - Xn)) < f(g)v

n— oo

lim sup E(f (X, — X)) < f(e).

n—oo
Passando al limite € | 0 e usando il fatto che f é continua in x = 0 si ottiene la tesi. O
Teorema A.25 (Legge dei grandi numeri.). Siano X1, Xs,...,X,,... variabili casuali indipendenti distribuite con

varianza uniformemente limitata:
(X)) <M<oo VieN

Allora la successione:

converge in probabilita a zero.

Osservazione A.26. Se le variabili casuali X; hanno un valor medio comune pu, la conclusione € che la successione delle

medie:
X+ X+ + X,

n

Sn
converge in probabilita al valor medio p.

Dimostrazione. Poiché le X; sono indipendenti e E(Z,,) = 0, si ha:

n 02 ;
02(Zn) — Zi:l (X)

<M
n2 ~n’

Fissato € > 0, per la disuguaglianza di Chebychev:

M
P{|Z.] > < —
({1Za] 2 ) < =5 =0

per n — oo. O

A.7 Variabili casuali dipendenti da parametri

Teorema A.27. Sia data X : [0,1] xQ — C e supponiamo che, per ognit € [0,1], X (t) = X(¢,-) sia una variabile casuale
con E(|X¢]) < 0.
(i) Supponiamo che esista Y € L*(P) tale che:

(X)) <Y(w).  go.[P]

Se ty € [07 1] e
lim X()(w) = X(0)(w)  a.0.P)
allora:
thjg E(X(t)) = E(X(to)). (A.17)
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(ii) Supponiamo che, per ogni w € Q e per ogni t € [0,1], esista il limite:

X(t)(w) = Jim

Supponiamo inoltre che esista Y € L*(P) tale che:

X(t+h)(w) = X(B)(w)

h

‘X@@ﬂgy@) g.0.[P].

Allora: J
%]E(X(t)) =E(X(t)). (A.18)
Dimostrazione. Segue immediatamente dai Teoremi 5.71 e 5.73. O

A.8 Funzione generatrice dei momenti

Definizione A.28. Sia X : Q2 — R una variabile casuale reale. La funzione:

Gx(t)=E(e ") (teR) (A.19)

é chiamata funzione generatrice dei momenti di X.

Teorema A.29. Sia X: Q) — R una variabile casuale reale. Sen € N e X € L"(P), allora:

per ogni k=0,1,... n.

Gx(t) (A.20)

Dimostrazione. Notiamo che la funzione generatrice é infinitamente differenziabile e:

d
dt
Per ipotesi si ha:

dt
per k=0,1,...,n.
Supponiamo che, per 0 < kK <m <n — 1, valga:

’(d)ke—itX

(7)ke—itX _ (—iX)ke_itX.

< |x|" e L(P)

dp ix d g —itx
Bl 7 = ()R 7
() %) = () FB(e)
Allora, per il teorema precedente:
d » d, d A d d , d ,
E((— m+1_ —itX — B(—= (=)™ —itXy _ E((—=)™ —itX\ _ (. m+1E —itX .
()" 1em%) = B () ™e ™) = SE(()™me ) = (3" E(e )
Per induzione si ha quindi:
d - d )
E((— k,—itXy _ (= kE —itX
(k) = (LBl )
per ogni 0 < k < n e, in particolare:
d . d ,
E _Xk —F k| it Xy 2k E —1tX.
(X)) = B((()"| ™) = ()| Be™)
1l teorema ¢ dimostrato. 0
Teorema A.30. Supponiamo che le variabili casuali X eY siano indipendenti. Allora:
Gx1y(t) = Gx(t)Gy(t).
Dimostrazione. Per la Proposizione A.19, le variabili casuali e="¥ e e~*" sono indipendenti e:
Gxy(t) = B ")) = E(e 7Y e™™) = E(e " )E(e™"") = Gx (t)Gy (1)
O
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A.9 Applicazioni della funzione generatrice

La funzione generatrice della variabili X non ¢ altro che la trasformata di Fourier della misura di Stieltjes dFx (x):

Gx(t) = / eiimde(l’).
X()

Questo permette chiaramente di estrarre molte informazioni sulla distribuzione dFx.
Supponiamo che X sia una variabile casuale discreta??, la cui misura di Stieltjes sia data da:

X () = Y e~ b),

keZ

La successione (ag),cz ¢ un elemento di ¢7(Z) per ogni 1 < p < oo. Questo segue dal fatto che (az) € ¢*(Z) N ¢>(Z), in
quanto

> ap=1, 0<ar,<1 VkeZ.

keZ

Di conseguenza, la funzione Gx(t) individua univocamente la successione ay, e quindi la misura di Stieltjes dFx. Se ora
Y é una seconda variabile casuale discreta, con:

dFy

mEZ

se X e Y sono indipendenti, dal teorema precedente abbiamo:
Gx1v(t) = Gx(t)Gy (t).

Ma Gx (t)Gy(t) é Vantitrasformata di Fourier della convoluzione:
C| = Z al_kbk.
k

Ne segue che la variabile casuale Z = X + Y (che é chiaramente a valori in Z), ha una “densita di probabilita”:

diz (2) = ad(z—1).

leZ

Supponiamo ora che X e Y siano variabili casuali reali, con misure di Stieltjes assolutamente continue dFx (z) = fx(x)dx
e dFy(y) = fy(y)dy. Le funzioni fx e fy, sebbene non siano necessariamente elementi di LP(R) per p arbitrario, sono
certamente elementi di L'(R). Di nuovo, le Gx e Gy sono le trasformate di Fourier di fx e fy. Poiché la trasformata di
Fourier ¢ iniettiva su L'(R)?3, se le X e Y sono indipendenti, allora:

Gxiy(t) = Gx(t)Gy (1)
¢ la trasformata di Fourier di fz(2)**, dove Z = X + Y. Di conseguenza,
fz(2) = (fx * fy)(2)

é la convoluzione di fx e fy.
Consideriamo alcuni esempi concreti:

22In generale, diciamo che una variabile casuale & discreta se X () é un sottoinsieme discreto della retta reale (o del piano complesso se X &
complessa).

23Vedi Rudin W., “Real and Complex Analysis”, pag. 185, 9.12.

24Notiamo che la misura di Stieltjes dFz(z) ¢ assolutamente continua, in quanto se N C R ha misura di Lebesgue nulla:

/ dFy(z) = P({Z € N}) = P{X + Y € N}) = / Fx (@) fy (y)dady = 0,
N z+yeN

per cui dFz(2) = fz(2)dz per qualche fz € L'(R) (Teorema di Lebesgue-Radon-Nikodym).
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Esempio A.31 (Distribuzione di Poisson). Supponiamo che X sia descritta dalla distribuzione di Poisson?3:

A%
px(n) = g x,
AV
py (m) = i Y.
Calcoliamo la funzione generatrice:
— —1 n)\n — - — ()\Xe—it)n —1
Gx(t):Ze ¢ n—)!(e A —e /\XZT =exp [Ax(e™" = 1)].
n=0 n=0

Da questa possiamo calcolare immediatamente i primi momenti della distribuzione:

d .

’L'fo(t) = )\Xeilth(t),
dt

d

2
(3

2Gx(t) = Axe "Gx (t) + Ne 2 G x (1),
da cui otteniamo:

E(X) = Ax,
E(X?) = A\x + 2%,
o (X) = E(X?) — (E(X))* = Ax.

Se Y é un’altra variabile poissoniana indipendente da X, la funzione generatrice di Z = X +Y é:
Gz(t) = exp [(/\X + Ay)(e7 — 1)} ,

per cui Z é ancora una variabile poissoniana, con parametro Az = Ax + Ay. Notiamo che questo risultato segue anche
dal teorema generale che afferma che la funzione di massa di Z ¢ la convoluzione di px e py:

pz(k)= Y px(n)py(k—n)
k k—n
AN
= *(AX+>\Y)§ AX_ Yy
¢ n! (k—n)!
n=0

_ e—()\x-‘r)\y) ()\X + )\Y)k
h k! ’

dove px(n) e py (m) sono convenzionalmente posti uguali a zero per valori negativi dell’argomento.
Esempio A.32. Sia X una variabile casuale gaussianacon densita di probabilita:

1 7(m—uzx)2
fX(x) N ZUX

\/ 27T0'§(

La trasformata di Fourier di una gaussiana é ancora una gaussiana:

. o2 12
Gx(t) =e "hxe 3

25Per una variabile discreta X a valori naturali (o interi) indichiamo con px (n) la funzione di massa:

dFx(z) = > px(n)d(z —n).

n=0
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Da qui possiamo estrarre i primi momenti della distribuzione:
E(X) = iGx (0) = px.
E(X?) = ~Gx(0) = pk + 0%,

per cui ux e 0% sono rispettivamente il valore atteso e la varianza di X. Se ora Y ¢ una seconda variabile gaussiana,
indipendente da X, la funzione generatrice di Z = X +Y é:

(e +o3)e?
2

Gz(t) = e Hlxtuy)e

)
per cui Z ¢ una variabile gaussiana con valore atteso puz = pux + py € varianza 0% = 0% + 0%

Esempio A.33 (Distribuzione esponenziale). Sia X una variabile casuale con densita di probabilita:

1 Ax x>0
x Ax € -
Jx(w) = {O x < 0.

La sua funzione generatrice ¢ data da:

NS
Ax CiAxt+1
0

la quale, notiamo, non é una funzione L'. I momenti della distribuzione si calcolano immediatamente:

E(X") = nI\%.
In particolare:
E(X) = A\x,
o?(X) = \%.

La funzione di distribuzione di Z = X + Y si ottiene piu facilmente effettuando direttamente la convoluzione:

z

1 _ & _z—z
fz(z) = /e e *vdx

Ax Ay
0
Se qui Ax = Ay = A, allora:
fz(z) = %ze_§
Se Ax # Ay, invece:
fa(s) =t ™

A.10 Probabilitd condizionale

Definizione A.34. Dato un evento A C Q con P(A) > 0, si definisce la probabilita condizionale dell’evento B rispetto

all’evento A come:
P(BNA)

P(B|A) = P(A)

(A.21)

Osservazione. Notiamo che la terna (A, &4, Pa), dove:

&x={ENA|E € &)}
PA = P(|A)
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definisce un nuovo spazio di probabilita. Inoltre, se f é una funzione &-misurabile, allora la restrizione di f ad A definisce
una funzione &4-misurabile su A, in quanto:

fIaHE) =fH(E)NA

¢ &4-misurabile se E (e quindi f~!(E)) & misurabile. In particolare, data una variabile casuale X su €, possiamo sempre
considerare questa come una, variabile casuale su A.
In quanto segue, adotteremo la notazione:

/ f(@)dP(w]4) = / f(@)dPa(w)
E

ENA
per gli integrali di funzioni in L!(Py).
Proposizione A.35. Siano A, B, A1, As, ..., Ay,--- € &. Valgono i sequenti teoremi:
(i) Se P(A), P(B) > 0, allora:
P(A|B)P(B) = P(BJ|A)P(A) = P(AN B).
(i) (Teorema della moltiplicazione) Se P(Ay N Az N---NA,) > 0 allora:
P(AiNAyN---NA,) =P(A)P(A3]A1)P(As|A1 N Ay) - P(Ap]A1NAsN--- Ay ). (A.22)

(iii) (Teorema delle alternative) Se {A;, i=1,2,...} & una decomposizione di A = U;A; e P(A;) > 0 per ogni
i=1,2,... allora:
> P(BJAi) P(A;)
P(BJ|A) = = . A.23
(B14) o (A.29
(iv) (Teorema di Bayes) Se {A;, i=1,2,...} & una decomposizione di Q e P(A;) > 0 per ogni i = 1,2,..., se
P(B) > 0 allora:

PUAIE) = = P (420

Dimostrazione. (i) Segue immediatamente dalla definizione di P(A|B).
(ii) Per n = 2, la (ii) segue dalla (i). Poiche:

P(AiNnAyNn---NA,)=P(AiNAsN---NA, 1)P(A,|A1NAsN---NA,_1)

il teorema segue per induzione.
(iii) Dalla (i) abbiamo:

P(B|U; A;)P(U;A;) = P(BN (U;A;)) = Y P(BNA;) = > P(B|A;)P(4;).

(iv) Dalla (i) e dalla (iii) abbiamo:

P(B|Ai)P(Ai) _  P(B|Ai)P(A)
P(B) X, P(BIAi)P(A)

P(Ai|B) =

O

Definizione A.36. Sia A C  un evento di probabilitd non nulla e sia X una variabile casuale definita in 2. Se X é
positiva su A, oppure X € L!(P,), definiamo il valore atteso condizionale di X:

Ea(X) = / X (w)dP(w]|A). (A.25)
A

Proposizione A.37. Se P(A) > 0, allora X € L'(P4) se e solo se xaX € L*(P) e, in tal caso:

Ea(X) = ﬁ / X (w) dP(w). (A.26)
A
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Dimostrazione. Se X = xg, dove E & un evento, allora il membro sinistro della (A.26) ¢

_ / dP(w|A) = P(E N AJA) = P(E|A),
ENA

% /XE(w) ap(w) = EDA - p(sa),

) P(A)

mentre il membro destro é:

Dunque la (A.26) ¢ valida per le funzioni caratteristiche e per le funzioni semplici, e si estende alle funzioni positive tramite
il teorema della convergenza monotona. Infine, notando che:

/|X )| dP(w]4) = /|X 1P = 5 [ 100 X))
Q

si ottiene facilmente il resto dell’enunciato. O

Osservazione A.38. Notiamo che, per quanto detto finora, ¢ essenziale l'ipotesi P(A) > 0 per 'evento condizionante A.
Per estendere la teoria al condizionamento tramite eventi di probabilitd nulla, dobbiamo essenzialmente considerare il
condizionamento rispetto a variabili casuali.

La dimostrazione del teorema precedente suggerisce il modo di ottenere la generalizzazione richiesta. Infatti, questa
mostra che la probabilita condizionale P(E|A) é data da:

P(B|A) = / x5 (@)dP(w]A)

A

Poniamo ora A = {X € E}, dove X ¢ una variabile casuale. Se P(X~!(E)) > 0, dalla precedente si ottiene:

PBHX e = [ xoldPHX € BY = s [ xs@)iP()

{XeE} {XeE}

Supponiamo ora che esista funzione boreliana ¢: R — R tale che ¢(X(w)) = xp(w). Allora il membro destro si puo
riscrivere come un integrale di Stieltjes:
1

[ ¢(a)dFx ()
P{X € E}) '

/ XBm{XeE}(w)dP( w) = f dFx (z)
E

{XeE}
Denoteremo la funzione ¢ con P(B|z). Abbiamo dunque 'identita:

fEdFX )

per ogni E C R tale che P({X € E}) > 0. Il teorema seguente mostra che la (A.28) definisce, a meno di equivalenze, una
funzione borel-misurabile su R (ovvero una variabile casuale sullo spazio di probabilita (R, 2(R), P(X))).

P(B{X € E}) =

(A.27)

Teorema A.39. Sia X una variabile casuale reale e sia B C Q un evento. Allora esiste un’unica (a meno di equivalenza
[PXI]) funzione misurabile P(B|-): R — R tale che, per ogni E € R con P({X € E}) > 0), si ha:

Jp P(Blx)dFx (x)
fEdFX( )

Inoltre, indicati con P(B|x) i valori di P(B|x), valgono le sequenti affermazioni:
(i) Fissato ’evento B:

P(BI{X € E}) = E{xepy(P(B|X)) =

(A.28)

0<PBlr)<1 g [P(X)} .
it) Se BN B; =0 per i # j, allora
j

P(U;B;|x) = ZP (B;l|x) q.o. {P(X)} .
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Osservazione A.40. Notiamo che la forma della funzione composta P(B|X) & banale:
P(B|X(w)) = xB(w).
Il punto sta nel dimostrare che questa posizione definisce una funzione misurabile su Z(R).
Dimostrazione. Iniziamo col dimostrare 1'unicita della funzione P(B|-). Se P(X~(E)) > 0, moltiplicando la (A.28) per

P(X~Y(E)) = [, dFx(x) si ottiene:

P(BNXYE)) = /P(B\:z:)dFX(a:).
E

La stessa equazione ¢ identicamente soddisfatta se P(X~!(E)) = [, dFx(z) = 0. Di conseguenza, se P(B|-) e Q(B|)
sono funzioni misurabili soddisfacenti la (A.28), si ha:

/ P(Blr)dFy (x) = / Q(B|x)dFx (),
E E

da cui segue:
P(Blz) = Q(Blz)  q.o. [P<X>}

e 'unicitd a meno di equivalenze é dimostrata.
Per l'esistenza, si noti che
Ew— P(BNXY(E))

& una misura boreliana positiva. Inoltre, da P(X)(E) = 0 segue:
P(BNXYE)) < P(X"YE)) = PX(E)=0,

per cui questa misura ¢ assolutamente continua rispetto alla misura di Lebesgue-Stieltjes P(X). Per il teorema di Lebesgue-
Radon-Nikodym, esiste una funzione P(B|-) € L'(P)) tale che:

PBNXYE)) = /P(B|a:)dFX(a:)
E

per ogni boreliano F e cid dimostra esistenza di P(B|-).
Ora, fissiamo ’evento B e poniamo:

E, = {xP(B|x) > 1+ 711}

e supponiamo per assurdo P(X)(En) > 0 per qualche n € N. Allora:

—_

1> P(B|{X € En}) = fE”f(BJ?XiZ;((x) 21+,
En,

contraddizione. Ne segue che dev’essere P(X)(E, ) = 0 per ogni n, e quindi:
P ({z|P(Blz) > 1}) < Y PX)(E,) =0.
n=1

Similmente si dimostra che
PX)({x|P(Blz) < 0}) =0,

il che equivale alla (i).
Sia ora B = U; B; un’unione disgiunta di eventi. Se P*)(E) > 0 abbiamo, da un lato:

P(BI{X € E}) = 3" P(BI|{X € E}),
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mentre dall’altro, per convergenza monotona:
/ZPB|:C dFx (z Z/PB|x dFx (x ZPBHXGE}) P(B|{X € E})
Dall’unicita di P(B|-) segue quindi la (ii). O

Osservazione A.41. Supponiamo che la funzione di distribuzione Fx sia assolutamente continua, e poniamo dFx(x) =
fx(x)dz. Dalla definizione di P(B|x), si ha:

/ P(Bl2') fx(z')da’ = P(B|{X < 2})P({X < z}) = P({X < 2} |B)P(B) = Fx(z|B)P(B).

La funzione P(B|-)fx € L*(R), per cui quasi ogni 2 € R é un punto di Lebesgue. Per tali x, si ha:

d
P(BJx)fx(x) = P(B) <= Fx(a]B).
Se inoltre = ¢ anche un punto di Lebesgue di fx, allora abbiamo fx(z) = & Fx(z) e quindi:
d d
P(Bl) = Fx(r) = P(B) - Fx(x]B).
Infine, se fx(x) # 0, si ha:
L Fx(z|B
P(Bz) = p(B>dde7(x|)

Notiamo ora che I'insieme dei punti di Lebesgue di entrambe fx e P(B|-)fx ha misura di Lebesgue piena, e quindi anche
misura piena rispetto a PX). Inoltre si ha fx(z) # 0 quasi ovunque [P], in quanto:

PO ({fx () = 0}) = / dFx (z) = / PR —
{fx (x)=0} {fx (x)=0}

Da questa discussione, concludiamo che la funzione P(B|z) ¢ determinata quasi ovunque [PX)] da:

P(BJz) = P(B) lim E Xéﬁ&ii; - g E;B ) _ P(B)Jm. (A.29)
Notando che: -
P(B) = P(B|X € R) / P(BJ2/) fx (2/) da
possiamo scrivere la (A.29) nella forma:
P(Blz)fx(x)
2|B) = , A.30
x(olB) = T p e (4.30)

che si riconosce essere una generalizzazione del teorema di Bayes.

Osservazione A.42. Supponiamo che valga E(]Y|) < co. Una costruzione del tutto analoga a quella fatta sopra per la
probabilita condizionale P(B|x) mostra che I’equazione

Eixeay(Y) = Ea{E.(Y)} (A.31)

per ogni A € A(R) tale che P(X~1(A)) > 0, definisce a meno di equivalenze un’unica funzione boreliana E,(Y), che
chiamiamo il valore atteso condizionale di Y rispetto ad X. Piu esplicitamente, la (A.31) equivale alla richiesta:

/ Y (w) dP(w /IEI(Y)dFX(m).

{XeA}
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Notiamo che se qui X = xg per qualche evento E di probabilitd non nulla, posto A = {1} e A = {0} e A = {0, 1}
rispettivamente si trova:

Eo\p(Y) = Eo(Y)
E(Y) = P(Q\E)Eo(Y) + P(E)E.(Y)

dato che in questo caso:
dF(z) = P(Q\E)d(x) + P(E)d(x — 1).

Notiamo infine che tutte le costruzioni di questa sezione si generalizzano immediatamente a un vettore X di n variabili
casuali X;. In questo caso, la probabilita condizionale P(B]|x) e il valore atteso condizionale E4(Y") sono funzione boreliane
in R™.

Proposizione A.43. [l valore atteso condizionale gode delle sequenti proprieta:
(i) Linearita:
E.(aY +b0Z) = aE,(Y) + bE,(2),

(ii) Positivita:

E,(Y)>0  qo. [P(X)]
se Y(w) >0 go. [P].
(iii) Se Y € L}(P):

[Eo(Y)| < Eo(|Y]).

(iv) Se Z € L' (P):

Ex(Ex,v)(2)) = Ex(2).
(v) Se Y, — Y puntualmente q.o. [P] ed esiste g € L*(P) tale che:

Vo) <glw)  go.[P],
allora esiste una sottosuccessione Y, tale che

lim E,(Y,,) =E,(Y) g.o.[P]

k—o0

Osservazione A.44. Nell’enunciato, la F(x y)(Z) si deve considerare come la funzione w — E(x(u),y (u))(Y), dove E¢, ) (Y)
é il valore atteso condizionale sopra definito.

Dimostrazione. La (i) e la (ii) sono conseguenze immediate della definizione di E,(Y"). Per la (iii), si noti che scrivendo:
Y=Yt-Y"~
Y|=Y"+Y"
si ha:
E.(Y) =B (V") ~E.(v")  qo. [PY]
dove E,(Y*) > 0, e quindi:
Eo([Y]) = Eo(Y ) +E(Y ) 2 [E(V)] a0 [PY)]

in virtu della proprietd minimizzante della parte positiva e negativa di E,(Y).
Per la (iv) osserviamo che la funzione E x y soddisfa all’equazione:

Eix,vyery(Z) = Egx,vyer (Ex,v)(2))
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per ogni sottoinsieme E € %(R?) tale che P({(X,Y) € E}) > 0. Se in particolare F = E; x R, con E; € %(R), abbiamo:

Eixer}(Z2) = Eqxepy(EBx,v)(2)) = E{xepy (Ex(Ex,y)(2))),

dove la seconda uguaglianza segue dalla definizione di Ex. Questo implica che:
E.(Exy)(2) =Eo(2)  [PY)]

che & quanto si voleva dimostrare.
Infine, per la (v), abbiamo:

[ ) ~ Ea(v)] dFx(@) = [ [Ba(¥a — V)] dFx (@)
A A
< Ew|(Yn_Y)|dFX(x)
/

- / Yalw) = Y ()] dP(w),

{XeA}

Per il teorema della convergenza dominata, il secondo membro tende a zero per n — co. Se m € N, abbiamo:

PRI h) ~ B0 > - o < A/ EL06) Bl R < /A ) =¥ 4P

Dunque E,(Y,,) — E,(Y) in probabilita, per cui esiste una sottosuccessione tale che E,(Y,,) — E,(Y) puntualmente
quasi ovunque. O

Proposizione A.45. Siano X eY wvariabili casuali, sia f: R — R una funzione boreliana e supponiamo E(|f(X)Y|) < oo
e E(]Y]) < oo . Allora:

E.(f(X)Y) = f@E(Y)  qo. [PY].

Dimostrazione. La tesi equivale all’asserto che:

B OV = [ @R )aF@ (A.32)

A A

per ogni A misurabile. Questa é banalmente vera se P(X)(A) = 0, per cui possiamo direttamente suppore P(X)(A) > 0.
Supponiamo prima che
f=xe

per qualche E boreliano. Allora, per definizione:

/ E.(x5(X)Y)dF(z) = PX € ADE x ey (xu(X)Y)
A

_ / Y (w)dP(w)
{X€ANE}
=P{X e€An E})]E{XGAF]E}<Y)

_ / E,(V)dF(z)

ANE

= /XE(x)Ex(Y)dF(m)

A
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Quindi la tesi & valida per le funzioni caratteristiche. Entrambi i membri della (A.32) sono lineari in f(X), quindi la tesi
é valida per le funzioni semplici.

Supponiamo ora che f sia una funzione positiva e sia s,, una successione di funzioni semplici convergenti monotonamente
a f. Abbiamo:

[ B0 = 0 @B V)] dFx (@) = [ [BL(FX)Y = 5,(X)Y)] dFx (@)
A A

< / Eao(|£(X) — 5a(X)| [Y)dFx (x)

A
- / F(X) — (X)) [Y] dP(w).

{XeA}
L’ultimo membro tende a zero per convergenza dominata. Di conseguenza:

in probabilita, per cui esiste una sottosuccessione s, (¢)E;(Y) puntualmente convergente a E;(f(X)Y) quasi ovunque.
Ma la successione s, (z)E.(Y) converge puntualmente quasi ovunque a f(z)E,(Y). Per l'unicita del limite, dobbiamo
concludere che:

E,(f(X)Y) = f@)E(Y)  ao. [P
Il caso di una f arbitraria segue per linearita. O

Teorema A.46. Supponiamo che le variabili casuali X e Y siano mutuamente indipendenti e sia Y € L'(P). Allora:
E,(Y)=EY) qo. [P(X)] .
Dimostrazione. Per definizione:

[ BV dFx (o) = PUX € APEpxen (V)
A
=P({X €AY e RHE(xeaver}(Y)

- / ydFy ()dFy (y)
AXR

=/ /deY(y) dFx ()

A R

- / E(Y)dFx (z).

A

Ne segue la tesi. O
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B Misure di Borel su R

Teorema B.1 (Lebesgue-Radon-Nykodym). Sia (X, #) uno spazio misurabile, u una misura positiva o-finita e A una
misura complessa su X. Allora esistono uniche misure A\, e \; su X tali che:

A= Ag+ Ag,

dove N\ € \s sono rispettivamente assolutamente continua e singolare rispetto a p. Inoltre, esiste h € L'(p) tale che:
M(E) = [
E

per ogni B € A .

Osservazione B.2. Si vede facilmente che la funzione h é essenzialmente unica.

Corollario B.3. Sia A una misura complessa di Borel su R. Questa si decompone in modo unico come:
A= Asc. T Ase. T App.s

dove le tre misure sono rispettivamente: assolutamente continua, singolare continua, puramente puntuale rispetto alla
misura di Lebesgue.

Dimostrazione. Dobbiamo far vedere che la parte singolare di A si decompone in modo unico in una parte singolare
continua e una parte puramente puntuale.
Sia E, = {z € R||X\s| ({x}) > L}. Se x1,..., 2} € E, sono punti distinti, allora:

% <Al () + -4 [ ({d) < AT (En) < o0

Di conseguenza, ogni F,, ¢é finito e
E={zeR| |X|({z}) >0} =U,E,

¢ numerabile. Per ogni M € .#, definiamo:

App. (M) = MNMNE),
)\SC(M) = )\S(M)_APP(M)

Chiaramente A, , € puramente puntuale. Inoltre, poicheé |A(M)| < |Xg| (M), abbiamo:

As.c.({z}) =0

per ogni z € R, il che prova l'esistenza della decomposizione.
Supponiamo ora che As = A, p. + As.c. sia un’altra decomposizione. Se x € R, allora:

S‘P-p-({x}) = A({z}) = App.({2}).

Poiché App. € Ap.p. SOno puramente puntuali, si ha

Inoltre

e ci siamo. O

Corollario B.4. Se \ ¢ una misura reale positiva assolutamente continua e f € L'(u), dove p denota la misura di
Lebesgue, allora f € L*()\) e:
/fd/\ = /fhdu (B.1)
E E
per ogni B € A .
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Dimostrazione. Notiamo innanzitutto che, se A é reale e positiva, allora h > 0. Infatti, se F, = {x € X| h(z) < —%}

allora: )
0 NE,) = [ hdu < (B
E,

da cui u(F,) =0 e, di conseguenza:
p({z € X| h(z) <0}) = p(UnEn) = 0.

Poiché h é definita a meno di un insieme di misura nulla, possiamo direttamente assumere h > 0 ovunque.

La definizione di h mostra che la (B.1) vale per le funzioni caratteristiche e quindi per le funzioni semplici. Se f é una
funzione positiva, esiste una successione s, di funzioni semplici positive convergenti monotonamente a f (Rudin, 1.17).
Poiché h > 0, si ha s,h — fh monotonamente. Per il teorema della convergenza monotona si ha allora:

/fd)\: lim [ sp,d\ = lim /snhd,u:/fdu.
n—oo n— oo
E E E E

Di conseguenza, se f € L(u), allora f € L'()\), e la (B.1) segue dal caso precedente (f positiva) applicati alle parti
reali/immaginarie positive/negative di f. O

Lemma B.5. Siano u1 e po due misure di Borel positive finite su R, tali che py(I) = pa(I) per ogni intervallo semiaperto
I =la,b). Allora p1(B) = p2(B) per ogni insieme di Borel B.

Dimostrazione. Osserviamo che le due misure sono regolari, in quanto finite (Thm. 2.18, Rudin). Di conseguenza, se
dimostriamo l'uguaglianza delle misure sugli aperti, otteniamo l'uguaglianza su tutti i Borel.
Le misure dei punti, e quindi degli intervalli in generale, coincidono, in quanto:

n—0o0

pt(ah) = Jim g([a.a+ 3 )) = tim pa(facat ) = pa(la))

Se V & un’unione finita di intervalli aperti, allora é necessariamente un’unione finita di intervalli aperti disgiunti
(eventualmente un solo intervallo), e in tal caso pu1(V) = p2(V) per 'additivita delle due misure. Se V' é un’unione
numerabile di intervalli aperti, V = Ul U---, allora V = V; UVaU---, dove V}, = UK, I;. Pertanto (Thm. 1.19c,
Rudin):

pr(V) = lim 1 (Vi) = lim po(Vie) = pa(V).
k—o0 k—o00

Poiché ogni aperto V' & unione numerabile di intervalli aperti, cid dimostra la tesi. O

C Integrali a valori in uno spazio di Banach separabile

In quest’appendice definiamo l'integrale di Lebesgue di funzioni a valori in uno spazio di Banach separabile.

Siano (X, ., u) uno spazio di misura e (B, ||-||) uno spazio di Banach separabile sul campo complesso. Consideriamo
B come spazio misurabile con la o-algebra dei Boreliani. Se f: X — B ¢& misurabile, allora ||f|| : X — R ¢ misurabile
(dato che ||-|| ¢ continua). Diremo che f € L'(u; B) se ||f|| € L' (), ovvero:

1l = / 171 du < oo,
X

Si vede facilmente che L'(p; B) ¢ uno spazio vettoriale e ||-||; una seminorma, che diventa una norma se identifichiamo le
funzioni uguali quasi ovunque.
Indichiamo con . lo spazio delle funzioni s: X — B della forma:

n
s = Z XE;Yi,
i=1

dove y; € Be E; € # e u(E;) < .
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Lemma C.1. Se f € L'(u; B), esiste una successione (sy),, oy C 75 tale che:

sn(z) = f(z) g0 [
0 — fll, = 0.

Dimostrazione. Se {y1,vz,...} ¢ un sottoinsieme numerabile denso di B, per ogni ¢ > 0 si ha?:

By c | B

n=1
dove:
B, ={y € Bl [ly —ynll <ellynll}-
Poniamo:
1 Tl
Anj = Bi\ | Bi,
k=1
Enj = f_l(Anj)7
g; = Z YnXE,;-
n=1
1
Notiamo che 0 ¢ B; per ogni j = 1,2,.... Di conseguenza, se f(z) = 0, allora:

9i(z) = 0= f(z)

per j =1,2,.... Se f(x) # 0, allora f(x) € A,,; per qualche n; € N, per cui z € E,_; e:

lg; (@) = F @)l = ||ym, — f(2)]| < % [, || = J} llg; ()] -

Notiamo che:

lgs (@)l < llgj () = @) + [ f (@) < % g5 (@)1l

da cui: ’
@ < L 17@I <215

per ogni 5 = 2,3,.... Ne segue che:
2
lgi (z) = f(2)]] < 7 [1f ()]

per ogni x € X e quindi:
(@) — f@)dp < EITIN
lg; () — f (@) HES S 1/ (@) dp = 7
X X

Notiamo ora che, poiché ogni g; € L' (y; B):

5@l = 3 Il a(Eng) < o,
X n=1

da cui segue che la successione delle somme parziali

n
s =" yixe,,
k=1

26Infatti, dato y € B, esiste una sottosuccessione yn, tale che yn, — y. Se y ¢ U2, BZ, allora per ogni k € N si ha [jyn, || < % ly — yng I
da cui segue yn, — 0 e, per 'unicita del limite, y = 0.
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tende a g; in norma LP(u). Pertanto per ogni j = 1,2,... esiste un n; tale che:

v

(”J)’
1Ty

Jos =

Percio: 3171
£ =50, <07 =gt + s =577, < =5 =0

per j — oo, come volevasi dimostrare. Per il Teorema 5.77, a meno di scegliere una sottosuccessione ji, si ha anche:

7@ = @] o
per quasi ogni x € X. Il teorema é dimostrato. O

Teorema C.2. Fsiste un’unica applicazione lineare fX du: L'(u; B) — B tale che:
(i) [x yxe dp = p(E)y per ogniy € B ed E € M con u(E) < co.

(ii) || [ [ dp|| < [x |1l dpw per ogni f € L' (u; B).

Inoltre, fX dp gode delle sequenti proprieta:

(iii) (Teorema della convergenza dominata) Se f,(x) — f(x) puntualmente quasi ovungue, ||fn(x)|| < g(z) quasi
ovunque e g € L'(u), allora f € L*(u; B) e

i [ fdn = / £ du.
(iv) Se T: B — B’ é un operatore lineare limitato fm spazi di Banach separabili e f € L' (u; B), allora To f € L*(u; B)

X/Tofdu—T(X/fdp).

Dimostrazione. La proprieta (i) implica:
n

[ sdu=YnlEu,

5% i=1
per ogni

n
s = ZXEiyi € .B.
i=1
La proprieta (i) implica in particolare che [, du ¢ continuo (rispetto alla norma ||-||; su L' (u; B)). Poiche, per il lemma
precedente, I'insieme .#5 ¢ denso in L!(u; B), si vede che le proprieta (i) e (ii) determinano univocamente l'integrale su
Jx du su tutto L' (u; B).
Per dimostrare la proprieta (iii), notiamo che dalle ipotesi segue:

1fn = fIl < 2llgll € L (1)

e dal teorema della convergenza dominata ordinario si ottiene:
i [ 115, =l du=0.
n—oo
X
Di conseguenza, dalla (ii) segue:

lim / fudp— / fdu| =0,
cioé la tesi.

Infine, per dimostrare la (iv), notiamo che questa é senz’altro vera per le funzioni s € .#5. Il caso generale si ottiene

notando che entrambi i funzionali
[reCan e ([0

X X
sono continui e che .75 ¢ denso in L'(u; B). O
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D Problemi

D.1 Misura di Peano-Jordan e integrale di Riemann

Problema D.1. |?, Ex. 1.1.3] Supponiamo che u: & — [0,00) sia una funzione finitamente additiva e invariante per
traslazioni sull’insieme & dei polirettangoli in R™. Allora p = ¢-m, dove ¢ > 0 & una costante e m ¢ la misura di PJ dei

polirettangoli.

Soluzione D.2. Consideriamo per semplicita il caso n = 1. Sia S = Uyl un poli-intervallo. Allora, dalla (1), abbiamo:

= ully),
k

S) =Y _m(Iy).
k

Di conseguenza, se dimostriamo la tesi per i rettangoli abbiamo finito.

Soluzione. Poniamo ¢ = u([0,1)). Dalla (1) e dalla (6) si ha:

per cui:

Piu in generale p, ¢ sono interi positivi, allora, usando ancora la (1) e la (6):

S L P e 0 [

Se t > 0 é un numero reale, sia r,, > 0 un razionale tale che:
1
T <t<rn+ —.
n

Poiché la (1) implica la (3), abbiamo:

(0.1)) < (0.0) < [0, + 1))

OVVero: .
c-m([0,n)) < u([0,1)) < c-m([0,r0)) + —

Passando al limite per n — oo, r,, — t €:
m([0,1)) < u([0,1)) < c-m([0,1)).

Dunque:
1([0,¢)) = - m([0,1))
e, dall’invarianza per traslazioni:

p(la; b)) = ¢-m([a, b)),

per ogni a,b € R, a < b. Notiamo infine che la u ({z}) = 0 per ogni z € R, in quanto:

c

n({z}) Su([x,erTlL)) =<

per ogni n € N. Ne concludiamo percio:
u(l) = c-m(D)

per ogni intervallo.
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Problema D.3 ([?, Ex. 1.1.5]. Caratterizzazione della misurabilita secondo PJ.). Sia m la misura di PJ su R” e E C R”
un insieme limitato. Mostrare che le seguenti affermazioni sono equivalenti

(1) E é PJ-misurabile.

(2) Per ogni € > 0 esistono due insiemi elementari P, S tali che

PCECS, m(S) —m(P) < e.
(3) Per ogni € > 0 esiste un insieme elementare A tale che:
m*(AAE) <e.
Soluzione. Mostreremo che (1) = (2) = (3). Se E & PJ misurabile, allora:

glé%m(P) =m(E) = b%fs m(S).

Dato € > 0, esistono P C E C S, tali che:

da cui m(S) —m(P) <e. Quindi (1) = (2).
Supponiamo che valga (2), sia dato € > 0 e siano P e S come nell’enunciato di (2). Allora:

S\P 2 E\P = EAP.
Poichp S\P & un insieme elementare, si ha:
m*(EAP) < m(S\P) =m(S) —m(P) =e.
Quindi (2) = (3).
Supponiamo infine che valga (3), sia dato € > 0 e A come nell’enunciato di (3). Poiché m*(AAE) < e, esiste un

insieme elementare S tale che:
AAE C S, m(S) < 2e.

Poniamo:
S1=AUS,
P, = A\S.
Poiche:
S 2 (A\B) U (E\A),
si ha:
P, C A\(A\E)CECAU(E\A) CS5;.
Ma:
m(S1) = m(AUS)
=m(A\S) + m(S\A) + m(AnNS)
<m(Py) + 4e.
Pertanto:

m*(E) — m.(E) <m(S1) — m(Py) < 4e.
Poiché £ > 0 ¢ arbitrario, si ha m*(E) = m.(F) e quindi (3) = (1).

Problema D.4 (|?, Ex. 1.1.6] I sottografici sono PJ misurabili.). Sia f: [0,1]" — R una funzione continua non negativa.
(1) Mostrare che il grafico ' € R"™! di f ¢ PJ-misurabile ed ha misura zero.
(2) Mostrare che il sottografico I' di f ¢ PJ-misurabile.
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Soluzione. Sia dato ¢ > 0. Dividiamo la cella [0,1]" in tante sotto-celle {Iz, k=1,2,...,N"} cubiche di lato =,
poniamo:
M}, = max f, my, = min f.

Poiché f ¢ uniformemente continua sul compatto [0,1]", se N ¢ sufficientemente grande si ha:
M, —my <e¢
per ogni k. Di conseguenza, il polirettangolo A = Uy (I X [mg, My]) ricopre il grafico I". Poiche:
m(A) <e
e € & arbitrario, concludiamo che I" ¢ PJ-misurabile e m(I") = 0. Inoltre, posti:
P = Ui (I x [0,mg]), S = Uk (I x [0, My)),

si ha: B
PCTCS, m(S)—m(P)=m(A)<e

e, di nuovo, poiché ¢ é arbitrario, I' ¢ PJ-misurabile.

Problema D.5. [?, Ex. 1.1.11]Sia L: R™ — R™ una trasformazione lineare.
(1) Mostrare che esiste un numero non negativo D tale che:

m(L(E)) = Dm(E)

per ogni insieme elementare E.
(2) Mostrare che se E ¢ PJ-misurabile, anche L(E) ¢ PJ misurabile e m(L(E)) = Dm(E).
(3) Mostrare che D = |det L|.

Soluzione. Se det L = 0, allora L(R™) é contenuto in un iperpiano. E ¢ un qualsiasi insieme limitato, allora L(F) ¢ un
insieme limitato contenuto in un iperpiano di R™, per cui ha misura nulla e le (1), (2) e (3) sono vere.

Supponiamo det L # 0. Notiamo innanzitutto che, se E ¢ un unione di rettangoli, allora L(E) é un unione di
parallelepipedi, per cui L(F) ¢ PJ misurabile.

Siano E; e E5 due insiemi elementari. Abbiamo:

L(El U Eg) = L(El) U L(EQ)
Poiche L ¢ invertibile, se E; e E5 sono insiemi disgiunti, allora anche L(E;) e L(E3) sono insiemi disgiunti. Per ’additivita

di m si ha:

Se E ¢é un insieme elementare e x € R”, allora:
L(E+z)=L(E)+ L(z)
e dall’invarianza per traslazioni di m segue:
m(L(E + ) = m(L(E)).
Di conseguenza, E — m(L(FE)) é una funzione positiva e invariante per traslazioni definita sulla collezione £ degli insiemi

elementari. Ne segue la (1) per qualche D > 0.
Supponiamo che F sia PJ-misurabile e sia dato € > 0. Siano P C F C S polirettangoli soddisfacenti:

Allora L(P) C L(E) C L(S) e:
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Esistono allora due polirettangoli P' C L(P) C L(E) C L(S) C S’ tali che:
m(S") —m(P") < (D +1)e.
Ne segue che L(E) é PJ-misurabile. Inoltre:
m(L(E)) — Dm(E) = m(L(E)) — m(L(5)) +m(L(S)) — Dm(E)
< m(L(E)) —m(L(S)) + D [m(S) — m(E)]
< 2Dke.
Poiché ¢ ¢ arbitrario, si ha m(L(E)) = Dm/(E).
Per mostrare che D = |det L|, consideriamo innanzitutto i seguenti casi particolari: se A = diag(\1,...,\,), allora
A([0,1]") =TI, [0, \], per cui D(A) = m(A([0,1]")) = |detAl; se R € O(n), allora RS"~* = S™~!, per cui D(R) =

m n—1

Nel caso generale, se L € GL(n,R), esiste una decomposizione polare:
L = SR = BTABR,

dove A ¢ diagonale e B,R € O(n) (S ¢ simmetrica definita positiva). Poiché i fattori D associati a una trasformazione
lineare sono moltiplicativi, si ha:

D(L) = D(B")D(A)D(B)D(R)
= |det BT | |det A||det B| |det R|
= |det L|
e abbiamo finito.

Problema D.6 ([?, Ex. 1.1.13]). Sia F C R™ un insieme PJ-misurabile. Dimostrare la formula:

. 1 AL
m(E) = ngnoo mCard(E N W)’ (D.1)
dove & ={z =2, m=0+1,42,...}.
Soluzione. Dimostriamo innanzitutto la formula per la n-cella £ =[], [0,¢;], dove t1,...,t, > 0. Fissato N € N, siano
mEN) interi non negativi tali che:
ml(-N) ml(-N) +1
<t < ———
N — N

(N)

e sia Iy la n-cella Iy =[], [O, e } . Notiamo che:

Y/ "
INOy =Eng
per cui:

AL AL n
Card(E N %) = Card(Iy N &) = |

Di conseguenza:

1 N m;
—Card(Eﬂ—)—Nnng ):H( N )
i=1 i=1
Ma:
li m" =t
Ng)noo N o
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Di conseguenza:
1 z"
lim mCard(E n—)= I | t; =m(E).

N—o0

Se E =[], [ai, b;] ¢ una n-cella arbitraria e E =[], [0,b; — a;], allora:

n n

N/ Z
Card(E N W) = Card(EN W) + O(N™ 1,

per cui

m(E) = m(E)
. 1 - 7"

1 7z

N—oco N7

Se E = URj, ¢ un insieme elementare:

m(E) =Y m(Ry)
k

n

. 1 Z
= lim N—Card(Rk n—)

N—oo N™ N
k
. 1 7"

1 7

N—oco NT

Infine, se F ¢ un insieme PJ misurabile, siano {Py} e {Si} due successioni di insiemi elementari tali che P, C E C Sy e:
lim m(P;) = lim m(Sk) = m(E).
k—o0 k—o00

Poiché:
n n n

Z Z Z
Card(Pk N W) < Card(E N W) < Card(Sk N W),

si ha:
m(Py) = ngnoo %Card(Pk N ZW)
lim inf 1 7"
< im in| WCard(Eﬂ W)
. 1 7"
< limsup mCard(E n—)

N —o0 N
n

: 1 A
< lim N—Card(Skﬂ W)

T N—oo NT

Prendendo il limite per £k — oo della precedente catena di disuguaglianze, si trova che esiste:

n

lim NLCard(E N ZW) =m(E).

N—oo NT
e abbiamo finito.

Osservazione D.7. Un’altra formulazione della (D.1) ¢é la seguente. Definiamo il cubo diadico:
i1 4+ 1 ia g+ 1 i in+1
9N TN ) N TN ) T N TN )
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dove gli 5, sono interi. Dato un insieme limitato F, siano &,(E,27Y) e £*(E,27") il numero di cubi diadici di lato 2=V
contenuti in E e che intersecano E rispettivamente. Allora F é PJ-misurabile se e solo se:

lim 27"V (&X(E,27N) - &.(E,27N)) =0,

N—o00

e in tal caso:
m(E) = lim 27"NE (B,27N).

N—o00
La quantita &,(F,27) ¢ chiamata “entropia metrica” di E (alla scala 27%).
Problema D.8 ([?, Ex. 1.1.15] Unicita della misura di Jordan.). Sia J(R") la famiglia degli insiemi PJ-misurabili e

m': J(R™) — [0, 00) una funzione finitamente additiva e invariante per traslazioni. Mostrare che esiste una costante ¢ > 0
tale che m’ = ¢ - m.

Dimostrazione. Sappiamo gia che esiste una costante ¢ > 0 tale che m/(E) = ¢- m(E) per ogni E elementare. Se E ¢ PJ
misurabile, per ogni k € N esistono P, C E C Si elementari tali che

=

m(Sk) —m(Py) =
Ma allora:
c-m(Sk) =m'(Sk) > m'(E) >m/(Py) = c-m(Py),
dove la monotonia di m’ segue dall’ipotesi di additivita. Passando al limite per k — oo, poiche
m(Py), m(Sk) — m(E),
si ottiene m/(E) = ¢- m(E) per ogni E misurabile secondo PJ. O

Problema D.9 ([?, Ex. 1.1.18]). Sia E C R™ un insieme limitato.
(1) Mostrare che E e la sua chiusura E hanno la stessa misura di PJ esterna.
(2) Mostrare che F e il suo interno E° hanno la stessa misura di PJ interna.
(3) Mostrare che E ¢ PJ-misurabile se e solo se la frontiera topologica 0F ha misura nulla.

Soluzione. Tutte le affermazioni sono ovvie se E é un rettangolo. Sia E = UiRj; un polirettangolo, con Ry, disgiunti.
L’interno e la chiusura di E' sono, per definizione, il pit grande aperto contenuto in £ e il pit piccolo chiuso contenente
E. Poiché Uy Ry C FE é aperto Ug Ry 2 E ¢ chiuso si ha la seguente catena di inclusioni:

UpRy  CE°CECE CULRy,.
L’intersezione delle chiusure Rj ha chiaramente misura nulla, per cui:

Zm (Ri) = m(UpRy") < m.(E") <m(E) <m*(E) < m(UxRx) < > m(
k

Ne seguono la (1) e la (2) per i polirettangoli.

Sia ora F é un insieme limitato arbitrario. Per quanto visto sopra, per ogni polirettangolo A, esistono due polirettangoli
A; € AC A, con A; aperto, Ay chiuso e m(A;) = m(As) = m(A). Di conseguenza, nella definizione di m*(F) e m.(F)
ci possiamo limitare ai polirettangoli chiusi e aperti rispettivamente:

(E) = f S
m( ) ECg'réhlusom( )
m«(E)= sup m(P)

EDP aperto

D’altra parte, se S é chiuso, S O F se e solo se S O E. Analogamente, se P ¢ aperto, P C E se e solo se P C E°. Di
conseguenza:

“(E) = f S) = inf S)=m*(FE
m( ) ECéréhlusom( ) Egé&hiusom( ) m( )’
my(E)= sup m(P)= sup m(P)=m.(E"),

EDP aperto E°DP aperto
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il che dimostra la (1) e la (2) nel caso generale.

Per la (3), si noti che se P C E° C E C S, allora S\P 2 0F = E\E". Se I'insieme E ¢ PJ misurabile, allora per
ogni € > 0 esistono P C E° C E C S, con P aperto e S chiuso tali che m(S\P) < ¢, per cui m*(E\E") = 0. Se invece
m*(E\E*) = 0, sia dato ¢ > 0 e sia A D E\ E° un polirettangolo aperto®” tale che m(A) < e. Per ogni x € E°, sia R, C E°
un rettangolo aperto contenente z. Allora:

{A,V, z € E°}

¢ un ricoprimento aperto di E, per cui esistono x1, s, ...,z tali che:
ECAUR,, U---UR,,.
Per costruzione si ha anche:
Ry, U---UR,, CE".

Di conseguenza:

m(Ry, U+ UR,y) <mu(E°) <m*(E) <m(AUR,, U---URy,) <m(Ry, U---URy,)+m(A).

Ovvero: B
m*(E) —m.(E°) <m(A) <e.

Poiché € ¢ arbitrario, ne concludiamo m*(E) = m.(E°) e quindi E é misurabili per i punti (1)-(2).

Problema D.10 ([?, Ex. 1.1.19]Proprietad di Carathéodory). Sia E un insieme limitato e F' un insieme elementare.
Mostrare che:

m*(E) =m*(ENF)+m"(E\F) (D.2)
Soluzione. Sia S D F un polirettangolo. Allora SNF 2 ENF e S\F 2 E\F sono polirettangoli, per cui:

m(SNF)>m*"(ENF),
m(S\F) > m"(E\F).

Di conseguenza:
m(S)=m(SNF)+m(S\F)>m*"(ENF)+m"(E\F).

Ne segue che
m*(E) > m*(ENF)+m"(E\F).

Siano S;1 D ENF, Sy O E\F. Allora S{ = S1NF D ENF e S)=S5\F D E\F. Inoltre 5] e S5 sono polirettangoli
disgiunti e S U S, O E. Di conseguenza:

m(S1) +m(Sz2) > m(S7) + m(S5) = m(S1 USy) > m*(E).
Prendendo I'inf su tutti gli S; e S otteniamo:
m*(ENF)+m"(E\F) >m"(E).
Ne segue la tesi.

Problema D.11. Sia #([a,b]) lo spazio delle funzioni Riemann-integrabili sull’intervallo [a,b] e sia A: #([a,b]) — R
un funzionale lineare positivo tale che A(xg) = m(F) per ogni insieme PJ-misurabile. Mostrare che A é l'integrale di
Riemann.

27Per costruirlo, possiamo partire da un polirettangolo qualsiasi So = U{;’:lﬁl(vo)7 con R,(go) disgiunti e m(So) < . Se Ry 2 R}(CO) sono

rettangoli aperti tali che m(Ry) — m(Rg))) < 5%, allora, posto S = Uy Ry, si ha:

m(S) < > m(Re) < Yo (m(R) + 50 <.
k k
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Soluzione. Vogliamo dimostrare che la formula

b
Aww:/mex

é valida per ogni f € %Z([a,b]). Chiaramente, la formula é valida per le funzioni caratteristiche dei poli-intervalli e, per
linearita, per le funzioni costanti a tratti.
Siano dati f € Z([a,b]) e € > 0 e siano ¢ e ® due funzioni costanti a tratti tali che ¢ < f < &:

/soz/f—g, /@s/ﬂ%-

Ao = [e=a. [ 1< [o-n@)

‘A(f)/f'g/fﬁ/sags

Per linearita si ha:

Di conseguenza

e, poiché € > 0 & arbitrario, A(f) = [ f.

D.2 Misura di Lebesgue

Esercizio D.12 ([?, Ex. 1.2.3]). Dimostrare che la misura esterna di Lebesgue m* é numerabilmente subadditiva:

Soluzione. Se m*(F;) = oo per qualche E;, allora entrambi i membri della disuguaglianza sono co. Altrimenti, sia dato

e>0.Peri=1,2,...,sia {Rl(f), E=1,2,... } una collezione di rettangoli ricoprenti E; e tali che?®:
i * €
STm(RY) < m(B) + 5
k
Allora, la collezione {RS), k=1,2,...,i=1,2,... } ricopre U; F; e, per il teorema di Tonelli sulle serie di numeri non
negativi, si ha: '
m*(B) < >3 " m(BRY) <Y m*(E) +e.
ik i

Poiche ¢ é arbitrario, segue la tesi.

D.3 Spazi L?
Esercizio D.13. Sia (f,), una successione limitata in LP(p), 1 < p < oo. Dimostrare che:

lim 7fn (2)

n—o0o0 N

=0 q.0. [y] .

Soluzione D.14. Supponiamo:
[ fnll, < K < oo

per ogni n.

281 ’esistenza di una tale collezione segue dall’assioma della scelta numerabile. Posto %Z(e) = {%i()}izq,0, ., dove Zi(e) =
{{R,(:)} [> % m(Rg)) <m*(E)+ 2%}, per lassioma della scelta numerabile possiamo scegliere un elemento {R;:)} per ogni ¢ = 1,2,...,
come richiesto dalla dimostrazione del teorema.
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Consideriamo prima il caso p = oo e siano:

E, = {|fn(x)‘ > K}’
E=U,E,.

Per ipotesi u(E,) =0 e quindi u(F) = 0. Se = ¢ E, allora |f,(z)| < K per ogni n e quindi:

@) _ K
n n

Supponiamo ora p < oo e fissiamo ¢ > 0. Poniamo:

En:{fﬁwl>€}

Fk: UETM

n>k
F= ﬂ F.
k=1
Abbiamo:
(B < [ @] du< K7,
En
per cui:
eK
p(En) < (S5,
Quindi:
(B < S u(E) < (KPS
n>k n>k
e:

W(F) = Tim p(Fy) =0,
k—o0

Notiamo ora che:

lim sup M >e>0
n—00 n
se e soltanto se per ogni k € N esiste un n > k tale che:
fula)l .,
n

vale a dire, se e soltanto se x € F. Quindi:

u({m| lim sup 22 g}) = 0.

n— oo n
Poiché: -
" . 1
{ar:|limsup|fl(z)| > O} = U {thsup”c"(x)| > },
n— oo n me1 n— 00 n m
si ha:
,u({m|hmsup fn(@)] > 0}) =0,
n—00 n
ovvero:
n— o0 n

per quasi ogni z € X.
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Problema D.15. Siano date, per i = 1,2,..., N, f; € LPi(u), dove 1 < p; < co. Mostrare che f = fifo--- fny € LP(u),

dove:
1 1 1 1
,:74_*4'_...4'_77
p D1 D2 PN

1Al = W fallp, W2l - Nl -

Soluzione. Chiaramente la tesi segue, per induzione, dal caso N = 2. In tal caso, dalla disuguaglianza di Holder si ha:
p P1P2 P1P2
IfIl, = [ [falrFez [fo]reez dp
X
—P2 _P1
P1+p2 P1+p2

)Z AP dp [ 17

X

IN

= f1ll5, 12115, -

Problema D.16. Siano 1 < p,q < .
(i) Dimostrare che L' (1) N L% (u) ¢ denso in LP ().

(ii) Provare che Iinsieme .# = { ferr(wnLiw)] |If], < 1} ¢ chiuso in LP(u).

(iii) Sia (fn),, una successione in LP(u)NL9(u) e sia f € LP(p). Supponiamo che fn, — fin LP(u) e che sup,, || fall, < .
Dimostrare che f € L"(u) e f, — f in L"(u) per ogni r # ¢q compreso fra p e q.

Soluzione. (i) Notiamo che, per il teorema del confronto 10.16:
Lt () 0 L% () © LP ().

Sia data f € LP(u). Possiamo assumere senza perdita di generalitd f > 0. Se:

n
s = E Ak X Ey»
k=1

é una funzione semplice tale che 0 < s < f, allora:

> b u(Ex) Z/S”duﬁ /f”du<00-
k=1 X X
Ne segue che p(Ey) < oo se ax # 0, per cui s € L' (u) N L>®(p).
Sia:
0<s51<s2<--<s, < f

una successione di funzioni semplici convergenti puntualmente ad f. Dal teorema della convergenza monotona segue:

lim [ (f—sp)Pdp=0,
n—oo
X

ovvero s, — [ in LP(u). Poiché f € LP(u) & arbitraria (la restrizione f > 0 si rimuove facilmente), cio dimostra la tesi.
(ii) Notiamo innanzitutto che l'insieme delle funzioni semplici s tali che:

Islly <1
é denso in #. Infatti, se f € F e f > 0, esiste una successione di funzioni semplici tali che:

51 <8< <5, < f,

lim s, — ], =0,

164



e dalla prima catena di disuguaglianze segue:
Isnlly < [1fll; < 1.

Dunque, se f* € .Z e f* > 0, esiste una successione di funzioni semplici (8n)peny C Z tale che:
li —fl,=0.
Jim |5, — f7[], =0
Dal teorema della convergenza monotona si ha quindi:
/(f*)qdu = lim [ s?dp <1,
n—oo

X X

per cui ||f*||q <le f*€Z. Seora f* € .% non & necessariamente positiva, (fn),cy C Z € fn — fin LP, allora:
Wl =110 = Ul = 1571 i < [ 1= 57 =0
X X

e, poicheé la successione (|fn),cy C &, si ha che [f*| € 7. Quindi, il precedente ragionamento applicato a |f*| mostra
che [|f*|, < 1.
(iii) II punto precedente mostra che se:
SFWML=K<QL

allora || f||, < K. Di conseguenza f € LP(u) N L?(u) e, dall’inclusione:
LP(u) N L (p) € L7 (),

valida per p < r < ¢, segue f € L"(u) per ogni p < r < ¢. Se inoltre r < ¢ e:

1 1-X A

r p q

allora, dal teorema del confronto:

1f = Fall, S UF = Fall, 2 IF = Fulld < F = full, ™ (2K)
e quindi:
Tim [|f = fall, =0
per n — oo.

Problema D.17. Sia:
+o0

F = u60£@|/u@Mx:O

Dimostrare che .Z ¢ denso in LP(R) per 1 < p < 0o, ma non ¢ denso in L!(R).

Soluzione. Sia data f € LP(R), con 1 < p < oo e sia € > 0. Poiché C.(R) & denso in LP(R), esiste g € C.(R) tale che:

€
Consideriamo la seguente successione di funzioni:
3= lz| < n,
pn(x) =Cpn{ 5= — 3(z| =n) n<l|z|<n+ L,
0 |z >n+ L

n’
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dove C,, ¢ tale che:
+oo

/ pn(z)de = 1.
Notiamo che:
lonlly = —=

npb
per qualche costante A > 0 indipendente da n.
Poniamo:

+o0
K = /g(x)dx

gn =9 — Kpy.
Chiaramente ogni g, € .% per ogni n € N. Inoltre:
1f = gull, < IIf = 9gll, +llg = gnll,
€
5 T Kleall,

2
<e

<

per n sufficientemente grande. Poiché € > 0 ¢ arbitrario, ne segue che .% ¢ denso in LP(R) per ogni 1 < p < co.
Per dimostrare che .Z non ¢ denso in L!(R), notiamo che il funzionale:

+oo
LYR) S f — /fdx

¢ continuo in L'(R). Se f,, € .# ¢ una successione convergente a f in L', allora:

+oo +oo
/fda:z lim fondz =
)
Quindi, se f € L'(R) e
+oo
| raz o,

non esiste alcuna successione in .% convergente a f.
Problema D.18. Dimostrare il Lemma di Paley-Zygmund: se f: [0,1] — R & tale che

1 1

/JCQdﬂU:l7 /fdx=a>0,

0 0

allora per ogni 0 < 8 < « si ha:

(a—B)? < A{f(z) > B}).

Soluzione. Abbiamo:

1
a—ﬂzfu—ﬁmxs / (f - ) da.
0 {f>B}NI[0,1]
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Dalla disuguaglianza di Cauchy-Schwartz, otteniamo quindi:

@-pPaxy@zen [ -2
{f>B}nI0,1]
D’altra parte:

1

(f - B < / (f - B)%dx

{F26}00,1] 0
=1-2a8+ 8
<1-p°

per cui:
(=) <1 -B)A{f(=) 2 B} < AM{f(x) = B})
Problema D.19. (i) Sia E = {(z,),cy € {*°|z, = 0 definitivamente } . Identificare la chiusura di E in (.
(ii) Identificare la chiusura di C.(R) in L*°(R).

Soluzione. (i) Sia z* = (x7,),,cy € (™ e sia:

[ =limsup |z} .
n—roo

Se [ > 0, per ogni n € N esiste un k € N tale che:
|25 k] = 1.

Di conseguenza, se x = (2,,),,cy € F, si ha:
|xn — )] > 1

per qualche n € N, ovvero:
lz — 2% =1,

per cui z* non & un punto di accumulazione di E. Se invece [ = 0, si ha:

: w
nh—>Holo |z | = 0.

Di conseguenza, per ogni m € N, esiste un N,, € N tale che:
1
|| < ooy

se n > N,,. Ne segue che la successione:

2™ = (X{1,2,..-,N7n}z;)ﬂ€N €k

converge a z* in norma ¢*°. Quindi, la chiusura di E in ¢*° consiste di tutte e sole le successioni «* = (z};) tali che:

lim |z | = 0.
n—oo
(ii) Data f* € L*°(R), definiamo:
= lim sup |f(x)|.

Se [ > 0, come sopra concludiamo che:

1f =l =1

per ogni f € C.(R), per cui f* ¢ C.(R).
Inoltre, se f* ¢ C(R) N L>®(R) (vale a dire, se nella classe di equivalenza f* non vi & una funzione continua), allora
non esiste una successione (fy,),cy tale che:

lim | fn = f*[l =0,
n—00
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in quanto il limite uniforme di funzioni continue é continuo.
Supponiamo, dunque, che f* sia tale che:

f* € C(R) N L®(R), lim |f(z)| = 0.

|z|— 00
Dato ¢ > 0, fissiamo R > 0 in modo tale che:
|ff(x) <e
per |z| > R. Sia pr: R — R una funzione di classe C* tale che 0 < pgr(z) < 1e:
pr(@) =1 se |a| < R,
pr(z) =0 se |z| > 2R.

Poiché f* é continua, si ha:

sup |(1 — pr) ()|
r€R

= sup |(1—pr)f"(2)]
|z|>R

1= prrf

Poicheé prf* € C.(R), e € > 0 ¢ arbitrario, ne concludiamo che f* ¢ un punto di accumulazione per C.(R).
Dunque, la chiusura di C.(R) rispetto alla norma L consiste dello spazio:

Co(R) = {f e CRNI*®) T _|f(2)] = o} .

Problema D.20. Sia E = {u € C°([0,1])| u(0) = 0}, [|ul| = supyg 1) |u|. Definiamo I'operatore:

Tu = 0/ u(z) dz.

(i) Verificare che T & limitato e calcolare || T
(i) Esiste u € E, |ju|| = 1 tale che |Tu| = ||T||?
(iii) Indicare se E ¢ uno spazio di Banach o meno.

Soluzione. (i) Per ogni u € E si ha:
1
7ul < | futa)| do < Jul
0

per cui ||T|| <1. Se

Poicheé |lu,| =1, si ha:
1
1T = [Tul = Tu =1~ —,
n
da cui |T|| = 1.
ii) Se u € E, ||ul| = 1, esiste un § > 0 tale che |u(z)| < % per € [0,6]. Di conseguenza:
2
1 1
) 0
|Tu| < [ Ju(z)|de < 5—&— |u(m)\dx§1—§.
0 )

Di conseguenza, si ha |Tu| < ||T'|| = 1 per ogni u € E.

(iii) Una successione di funzioni (uy), oy uniformemente di Cauchy converge uniformemente ad un limite u. Inoltre,
se le u,, sono continue e u,(0) = 0, cio vale anche per il limite u. Di conseguenza, una successione di Cauchy (un), oy in
(E,||]]) converge a un limite u € E, ovvero E & completo.
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